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PRZEDMOW A

W ciggu kilku ostatnich lat narodzila sie nowa teoria naukowa, a miano-
wicie teoria informacji. Wzbudzita ona natychmiast ogromne zainteresowanie
i rozwinela sie gwattownie. Nowa ta teoria powstata w wyniku bardzo prak-
tyeznych i utylitarnych rozwazan pewnych podstawowych zagadnien: w jaki
spos6b. okreéli¢ iloéé informacji zawarte] w wiadomodei lub w telegramie,
ktory ma byé nadany? Jak mierzyé iloéé informacji przenoszonej w obu tych
przypadkach? Jak mozna poréwnaé iloéé informacji i jak mierzyé sprawnosé
urzadzen kodujacych? Wszystkie te 1 wiele podobnych zagadnien interesuja
inZyniera telekomunikacji i obecnie moga byé juz traktowane ilosciowo.

Z analizy tych zagadniefi wylonila si¢ nowa teoria o charakterze matema-
tycznym i praktycznym, oparta na rozwazaniach probabilistycznych. Raz
w sposéb Scisly sformulowana, moze byé ona wykorzystana przy rozpatry-
waniu wielu podstawowych zagadnien naukowych. W szczegélnosci wskazuje
ona na mozliwo$¢ rozwiazania problemu demona Maxwella 1 pokazania bez-
posredniego zwiazku pomiedzy informacja i entropia. Entropia w sensie ter-
modynamicznym mierzy brak informacji o pewnym ukladzie fizycznym.
Jedli do$wiadczenie przeprowadzamy w laboratorium, to informacje uzysku-
jemy kosztem wzrostu entropii, przy czym wedlug uogélnionej zasady Car-
nota wzrost entropii musi by¢ zawsze wigkszy od uzyskanej ilosci informacji.
Iloéé uzyskanej informacji odpowiada ujemnej entropii. Wielkoéé te autor
nazwal negentropia. Uogélniong zasade Carnota mozna wige takie nazwaé
negentropowa zasada informacji. Zasada ta naklada nowe ograniczenie na po-
miary fizyczne niezaleznie od zasad nieoznaczonoéci mechaniki kwantowej.

‘Niniejsza ksiazka oparta jest na cyklu wykltadéw wygloszonych dla inzy-
nieréw z International Business Machine Corporation (IBM) w Poughkeepsie
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i Endicott (w stanie Nowy Jork) i pézniej, na réznych uniwersytetach, w szeze-
golnosci na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley.

Moim mitym obowiazkiem jest podziekowaé National Science Foundation
za stypendium, ktore umozliwito mi napisanie tej ksigzki. Naukowa atmosfera
Uniwersytetu Kolumbijskiego byta mi réwniez bardzo pomocna przy wyko-
nywaniu tego zadania. Jestem takie bardzo wdzieczny Pani Mary I. Payne
za jej pomoc 1 cenne uwagi krytyczne

Leon BriLrouin
Styczen 1956




PRZEDMOWA DO DRUGIEGO WYDANIA

Poniewaz pierwsze wydanie zostato bardzo dobrze przyjete, zdecydowano
przygotowaé drugie wydanie, ktére zawiera wiele nowych spostrzezen.
Nie zmieniajac ogdlnej struktury ksiazki, w pierwszych rozdziatach wprowa-
dzono pewna 1loéé poprawek i wyjasdnien. Ostatnie rozdzaty: 21 i 22 — zupel-
nie nowe — sa zZwigzane z kierunkiem badan przeprowadzonych przez autora
w ciagu ostatnich kilku lat. Wprowadzono nowe zagadnienia. Ponownie roz-
wazono role bledéw w obserwacjach naukowych, co doprowadzito do kry-
tycznego oméwienia pojecia determinizmu.

Uczeni wierzg w determinizm, lecz nie sa w stanie tej wiary uzasadnié,
poniewaz ich dodwiadczenia nigdy nie sa dokladne. Brak dokladnoéci jest
bardzo powainym mankamentem przys okredlaniu malych odleglodci. Eks-
perymentator nie zgadza si¢ tutaj z matematykiem: nie chce rozwazaé rzeczy,
ktérych nie moze zmierzyé. Takie podejscie prowadzi do pewnych ciekawych
konsekwencji, rozwazanych w ostatnim rozdziale niniejszej ksiazki.

| LEON BRILLOUIN
Nowy Jork, 20 marca 1960






WSTEP

Wraz 7 pojawieniem si¢ 1 rozwojem teorii informacji nauka pozyskala
nowe dziedziny badan. Teoria ta stala sie obiektem zainteresowan wielu pio-
nierdéw nauki 1 badaczy. Jest to zjawisko interesujgce w historii nauki; tak
gwaltowny rozwéj badan jednej z galezi nauki zasluguje na glebsza analize.
Jak to sig stalo? Jak daleko siega 1 jeszeze siegnaé moze? Czy rozwéj ten ozna-
cza inwazje wiedzy na obszary tradycyjnie nalezace do filozofii, czy moze
jest to odkrycie nowego obszaru, pewnego rodzaju ,ziemi niczyjej®, ktéra
wymknela sie¢ dotychczasowym badaniom? Na wszystkie te pytania naleza-
foby znalezé mozliwie dokladna odpowiedz.

Przede wszystkim: co to jest ,informacja™? Zajrzyjmy do stownika Web-
stera: «przekazywanie lub percepcja (odbiér) wiedzy lub wiadomoéei; fakty
gotowe do przekazania w odrdéznieniu od zawartych w myslach lub wiedzy;
dane, nowoéci, wiadomoscl, wiedza zdobyta na drodze studidéw lub obser-
wacji...». Mozemy powiedzieé, ze informacja jest materialem surowym. Jest
jedynie zbiorem danych, wiedza natomiast zawiera pewna iloéé rozmyélan
i rozwazan systematyzujacych dane przez ich poréwnywanie i klasyfikacje.
Dalszy krok prowadzi juz do wiedzy naukowej i formulowania praw nauko-
wych. | - '
Czy i w jaki sposéb jest mozliwe stworzenie podstaw naukowych teorii
informacji? Nalezaloby przede wszystkim zaczaé od $cisle] definicji. Nauka
zaczyna sie tam, gdzie pojawia sic koniecznoéé écistego rozgraniczenia zna-
czenia stéw. Stowa moga zostaé wybrane z istniejacego juz stownika. Mozna
takze stworzyé stowa zupelnie nowe; wszystkie musza mieé jednak dokladnie
okreslone znaczenia, dzieki czemu nie dochodzi do nieporozumieri, nie ma
dwuznacznosci wewnatrz tej galezi nauki, ktéra sie nimi postuguje. Moze sie

” NTavrlrn o dmanin InPAarrmanii
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zdarzyé, ze to samo stowo w dwu réznych dziedzinach nauki ma réine znacze-
nia. Stowo ,,pierwiastek™ ma écisle okreslone znaczenie dla matematyka i inne,

‘réwnie charakterystyczne znaczeuie dla chemika. ,,Pierwiastek™ z algebry nie

tworzy zwigzkéw chemicznych, a ,,pierwiastek™ chemika nigdy nie jest nie-
wymierny. Jednoznacznosé stéw jest charakterystyczna dla metod naukowych.
Poniewaz naukowey kazdego kraju wprowadzaja podobne okreslenia, latwo
jest dokonaé przekladu przez wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie wy-
razéw w stownikach naukowych. Gdyby podobnie bylo ze stowami stosowa-

‘nymi w zyciu codziennym, porozumiewanie si¢ miedzy narodami byloby

o wiele tatwiejsze. Laik odczuwa zaklopotanie, jezeli stowo potoczne uzywane
jest w nowym, naukowym znaczeniu, i moze byé sklonny nazywaé tego ro-
dzaju stosowanie stéw ,zargonem naukowym®. Jednakze przyjmowanie ,zar-
gonow"™ jest regula w kazdej wyspecjalizowanej dziedzinie — w teologii, filo-
zofii, jak réwniez w technice. Laik nie moze zrozumieé jezyka specjalisidw,
poniewaz nie zna rozwazanych przez nich problemoéw.

Precyzyjne definiowanie stéw w jezyku naukowym opiera sie zazwyczaj
na dwéch réznych metodach. W matematyce definicje oparte sg na pewnej
liczbie starannie dobranych i okredlonych przez postulaty pojeé pierwotnych.
Pojecia bardziej zlozone okredla si¢ za pomoca poje¢ pierwotnych. Nowo
wprowadzone definicje sa réwnoznaczne tlumaczeniu (za pomoca stéw) for-
mul zapisanych symbolicznie i opartych na postulatach. W naukach do-
$wiadezalnych wprowadzane sg definicje innego typu, ktére moga byé na-
zwane n,operacyjnymi®”. Na przyklad sita, masa, predkosé itd. sa definiowane
przez krétki opis operacji, jakich nalezy dokonaé w celu pomiaru tych wielko-
$ci. Operacyjny punkt widzenia przyjmuje wielu znanych uczonych, m. in. cze-
sto przytaczane jest nazwisko P. W. Bridgmana. Stojq oni na stanowisku, ze
z zasady powinno sie wprowadzaé do jezyka naukowego tylko te wielkoéei,
ktére moga byé zdefiniowane operacyjnie®. Stowa, dla ktérych nie mozna
znalez¢ Zadnej operacyjnej definicji, zazwyczaj okazuja sie w koicu niegodne
zaufania i sg eliminowane ze stownika naukowego. Przypomnijmy dla przy-
kladu termin ,eter®, ktéry teoria wzglednosci pozbawita sensu. |

Wracajac do teorii informacji musimy zacza¢ od écistej definicji pojecia
»iloéé informacji®. Wezmy pod uwage sytuacje, ktére moga wystapi¢ w kilku

* Tzn. moze byé podany zespdt dzialafi {(operacji), ktdre nalezy wykonaé, by zmierzyé¢ te

- wielko8é. (Przyp. tlum.).
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wariantach, przy czym ilos¢ tych wariantéw jest duza i nie mamy poczatkowo
sadnej informacji o tym, jaki wariant w rzeczywistodci ma miejsce. Jezeli
jednak zdarzy sie, ze mamy o tej sytuacji pewng informacje, wéwezas liczba
mozliwych wariantéw ulegnie zmniejszeniu. Dokladna informacja o interesu-
jacej nas sytuacji moze prowadzié do zawezenia zbioru wchodzacych w gre
wariantéw do tylko jednego. Miernikiem iloéci informacji moze byé funkcja
stosunku lezby mozliwych wariantéw przed i po uzyskaniu informacji.
Aby uzyskaé addytywnosé iloéci informacji zawartej w kilku niezaleznych
sytuacjach, wybierzemy zaleznodé logarytmiczna. Problemy te i zwigzane
z nimi definicje rozwazymy w rozdziale pierwszym. Stanowia one podstawe
nowej teorii. |

Teoria informacji moze by¢ z powodzeniem stosowana przy rozwiazywaniu
wszystkich zagadnien technicznych, w ktérych informacja odgrywa role,
w szezegblnosei zagadnient dotyezacych: kodowania, telekomunikacji, maszyn
matematycznych itd. W tych wszystkich przypadkach mamy do czynienia
z przetwarzaniem informacji lub przekazywaniem jej z jednego miejsca na-
drugie. Teoria informacji jest bardzo uzyteczna przy ustalaniu praw dotycza-
cych przekazywania i przetwarzania informacji oraz przy okreélaniu do-
kladnych granic tego, co moina robié, a czego nie. Jednakze nie jestedmy
na razie w stanie analizowa¢ proceséw myslenia 1 nie mozemy w tej chwili
wprowadzi¢ do naszej teoril zadnego elementu zawierajacego pojecie wartosci
informacji w sensie potocznym. Wyeliminowanie pojecia wartoéei informacji
jest bardzo powaznym ograniczeniem, lecz jest to cena, jaka musieliSmy za-
placié za mozliwodé stworzenia tej galezi wiedzy. Ograniczenie, o ktérym mowa,
pozwala na podanie definicji ilosci informacji; dzieki niej mozemy traktowaé
informacje jako wielkoéé fizycznie mierzalng. Definicja ta nie rozroznia jednak
informacji o wielkim znaczeniu od niezbyt waznej dla odbiorcy. Na pierwszy
rzut oka definicja ta moze sie wydaé sztuczna, lecz w rzeczywistodel jest
praktyczna i §cista. Jest to definicja oparta na danych statystycznych o rozwa-
zanym systemie i kazdy obserwator méglby uzyskaé takie same dane, jedli
w ogdle sg one dostepne. Dlatego definicja informacji, ktéra wprowadzimy,
jest obiektywna, niezalezna od obserwatora. Z drugiej strony, ,,warto$é infor-
macji™ jest oczywibcie pojeciem subiektywnym, zaleznym od ohserwatora.
Informacja zawarta w pewnym zdaniu moze byé dla mnie bardzo waina,
jednoczesnie zad zupelnie niewazna dla mojego kolegi. Wiadomo$é w gazecie
moze byé czytana z zainteresowaniem przez wielu czytelnikow, natomiast

Nk
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teoria Einsteina nie ma Zadnej wartoéci dla laika, a przykuwa uwage
fizyka.

Tak wiec w omawianej teorii pomijamy wszystkie te elementy wartoéci
informacji. Nie znaczy to wcale, ze nalezy je zawsze ignorowaé, lecz ze w obec-
nej chwili mozliwoéci uwzglednienia wartodci informacji nie zostaly dostatecz-
nie zbadane i sklasyfikowane. Beda to prawdopodobnie nastepne zadania
w programie naukowej analizy. |

Teoria informacji lezy na ,ziemi niczyjej™, jaka sa zagadnienia zwiazane

z oblektywna miarg ilodci informacji, ktérych nigdy przedtem nie rozwazali
naukowey ani filozofowie. Jedli siegniemy do zagadnien wartosci dotyczacych
informacji, to wtargniemy na obszary zarezerwowane dla filozofii. Czy kiedy-
kolwiek bedziemy w stanie przekroczyé te granice i powickszyé zasieg wiedzy
w tym kierunku? Jest to pytanie, na ktére odpowie przysziodc.
Definicja obiektywnej iloéci informacji ma duze znaczenie praktyczne.
Eliminacja czynnika wartosci daje mozliwoéé rozwigzania szeregu zagadnien.
Inzyniera projektujacego system telefoniczny nie obchodzi, czy linia beda
przesytane wiadomosci dyplomatyczne, kursy akeji na gieldzie, czy nic nie
znaczgce rozmowy. Problem techniczny pozostanie zawsze taki sam: przekazaé
informacje bezblednie i dokladnie bez wzgledu na ta, jaka moze ona mieé
dla kogoé wartoéé. Projektant maszyny matematycznej nie wie, czy bedzie
ona uzywana do obliczania tablic astronomicznych, czy tez kont czekowych.
Odrzucenie pojecia wartosécl informacji stwarza mozliwo$é naukowej analizy
informacji bez uprzedzen i wplywu czynnikéw emocjonalnych.

Kiedy odkrywamy godne uwagi podobiefistwo pomiedzy informacja
i entropia, w gre wchodzi fizyka. Podobiefistwo to zauwazyl dawno temu
L. Szilard w pracy z 1929 r., ktéra byta jakby zwiastunem obecnej teorii
informacji. Praca ta byla rzeczywiscie pionierska penetracja nowego tery-
torium, ktére obecnie szezegblowo badamy. Szilard rozwazal w niej problem
demona Maxwella, ktéry w tej ksiazce jest traktowany jako jeden z wazniej-
szych. Zwiazek pomiedsy informacja i entropia na nowo odkryl Shannon
rozpatrujac réznego rodzaju zagadnienia telekomunikacyjne, my zas podwie-
cimy wiele rozdziatéw na pordéwnanie tych pojeé. Udowodnimy, ze ilodé
informacji nalezy traktowaé jako ujemny skladnik ogélnej eniropii ukladu
fizycznego, czyli krotko méwiac, ze ilosé informacii jest negentropia. Entropie
ukladu fizycznego czesto definiuje sie jako miare przypadkowosci struktury
tego ukladu. Zagadnienie to mozemy teraz sformulowaé nieco inaczej.
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Zaden uklad fizyczny nie jest w pelni okreslony (opisany). Znamy jedynie
wartodci pewnych zmiennych makroskopowych, natomiast nie jestesmy
w stanie podaé doktadnych polozent i predkoéei wszystkich czastek tego uktadu.
Dysponujemy jedynie czeiciowa informacja na temat takiego ukladu, wigk-
sz0$é informacji o jego szczegblowej strukturze jest dla nas niedostepna.
Entropia mierzy brak informacji, inaczej méwigc, okresla ona catkowitg
iloéé traconej przez nas informacji o mikrostrukturze ukladu.

Jest to tzw. negentropijna zasada informacji. Poniewaz entropii i ilosci
informacji nie mozemy rozwaza¢ oddzielnie, przeto zasada ta prowadzi bez-
pogrednio do uogélnionej drugiej zasady termodynamiki. Ta negentropijna
zasada informacji bedzie poparta réznymi przykladami zaczerpnietymi z szero-
kiego zakresu dziedzin, zaczynajac od fizyki teoretycznej, a kornczac na zyciu
codziennym. Zasadnicze zadanie polega na pokazaniu, 7e kazda obserwacja
lub eksperyment, dokonane na ukladzie fizycznym, automatycznie wywoluja
pewien wzrost entropii laboratorium. Jest wiec mozliwe pordwnanie straty
negentropil (wzrostu entropii) z iloécia uzyskanej informacji. Efektywnosé
doéwiadczenia moze byé zdefiniowana jako stosunek ilodci uzyskanej informacji
do zwigzanego z nia wzrostu entropii. Tak okreélona efektywnodé, zgodnie
z uogélniona zasada informacji, jest zawsze mniejsza od jednodci. Jak pokazuja
przyklady, sprawnoéé moze osiagaé wartodei bliskie jednoéei w pewnych,
poszczegolnych przypadkach, lecz moze byé takze bardzo mala w innych.

Taki kierunek rozwazan jest nader uzyteczny przy poréwnywaniu podsta-
wowych do$wiadczen naukowych, a szczegélnie fizycznych. Stwarza on nowe
mozliwoéci badan efektywnoéei roznych metod obserwacji — ich dokladnosei
i niezawodnoéci. '

Interesujacym wynikiem tych rozwazan jest wniosek, ze pomiar skrajnie
maltych odleglodci jest fizycznie niemozliwy. Matematyk definiuje wielkosei
nieskoficzenie mate, lecz fizyk nie jest w stanie ich mierzy¢, sg wigc one czysta
abstrakcja bez zadnego znaczenia fizycznego. Jedli przyjmiemy operacyjny
punkt widzenia, powinniémy wyeliminowaé wielkoéei nieskoniczenie male
z teorii fizycznych. Niestety, nie wiemy, w jaki sposéb zrealizowaé taki pro-
gram. '

Ogolnie rzecz biorac, mamy nadzieje, ze teoria informacji stanowi poczatek
nowego, waznego dzialu badan naukowych, szczegélnie w fizyce, a réwniez
i w biologii.
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1.1. DEFINICJA ILOSCI INFORMACJI

Teoria informacji, nauka rozwijajaca sie w ostatnich latach, znalazla szero-
kie zastosowanie w réinych dziedzinach, a w szczegdlnosci w telekomuni-
kacji, technice obliczeniowej, fizyce teoretycznej oraz przy analizie podstawo-
wego procesu, jakim jest obserwacja naukowa. Pokazemy, Ze mozna zdefinio-
wac wielkodé mierzaca ilosé¢ informacji w danej operacji 1 ze jest ona éciéle
zwigzana z entropla — fizyczna wielkoseia stosowana w termodynamice.

Definicja ilodci informacji oparta jest na rozwazaniach statystycznych.
Zacznijmy od rozpatrzenia prostego przykladu.

Weimy pod uwage system, ktéry moze znajdowaé sie w jednym spoéréd
Py réznych standw, przy czym stany te sa a priori réwnoprawdopodobne, Tak
jest w sytuacji poczatkowej, kiedy nie mamy zadnej informacji o stanie intere-
sujacego nas systemu. Jezeli dokonamy obserwacji tego systemu, to moze sie
nam udaé ustalié¢, w jakim spodréd P, mozliwych stanéw rzeczywidcie sie on
znajduje. Im bardziej nieokredlona byla poczatkowa sytuacja, tym wieksze
bylo Py i tym wicksza bedzie ilogé informacji, jaka uzyskamy stwierdzajac,
w jakim stanie znajduje sie system. Podsumowujac, mamy:.

- sytuacja poczatkowa: Iy = 0 przy P, réwnoprawdopodobnych stanach;
sytuacja konicowa: Iy # 0 przy Py = 1 (ij. jednym stanie, ktéry wehodzi w gre).

W zwigzku z tym rzeczg naturalna jest iloéé informacji, ktéra oznaczymy sym-
bolem I, zdefiniowaé¢ wzorem

I, =KlnP,, (1.1)

gdzie K jest staly, a In oznacza logarytm naturalny,
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Wprowadzenie logarytmu w réwnaniu (1.1) jest uwarunkowane wymaga.-
niem, aby ilogé informacji miata ceche addytywnoéci. Sens tego wyjasnimy
na przykladzie. Rozpatrzymy dwa niezaleine systemy. Niech w pierwszym
7 nich wehodzi w gre Py, réwnoprawdopodobnych stanéw, w drugim za$
Pys- Kazdy stan pierwszego systemu moze byé zestawiony ze stanem drugiego
systemu. Stad catkowita poczatkowa liczba stanéw obu systeméw rozpatry-
wanych tacznie wynosi |

Py = Py - Pogs
daje to
I, = Kln (Pyy - Pog) = Iy +1y,, (1.2)
gdzie |

Iy=KlnPy, ILy=KinPy. |

Calkowita ilo$é¢ informacji wymagana dla okredlenia stanéw obu systemoéw
jest suma dwoéch odrebnych informacji 13 1 I4,.

1.2. UKLADY JEDNOSTEK

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, musimy zajaé si¢ sprawg
jednostek. W teorii informacji przyjeto uwaiaé ilogé informacji [ za wielkosé
bezwymiarowg (liczbe oderwana); stad stala K jest takze liczba oderwana.
Najwygodniejszy okazal sie przy tym dwéjkowy uklad jednostek (*1)*
(binary digits — w skrécie bits).

Wesmy pod uwage system, kiérego stan jest zespolem n niezaleznych
stanéw elementarnych, przy czym kazdy ze stanéw elementarnych moze
przyjmowaé jedna z dwu postaci, 0 Iub 1. Calkowita liczba mozliwych stanéw
tego systemu wynosi "

P =2"
Z réwnania (1.1) otrzymujemy ilosé informacji
I=KInP=Knln2.

- Jedli cheemy utozsamié [ z n (liczba jednostek dwdjkowych), to trzeba wziaé

K=1/In2=1lg,e. | (1.3a)

* W ten sposob znaczone sy praypisy redaktora zamieszczone na koificu ksiazki.
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W ten sposéb dochodzimy do wyrazenia na ilodé informacji w jednostkach
dwéjkowych (bitach):

[=1g, P. (1.3b)

Dotychezas méwilidmy o obserwacji pierwotnie nieznanego stanu systemu
1 ilodei informacji, jaka uzyskujemy dzieki tej obserwacji. Zagadnienie takie
mozemy sformulowaé w nieco inny sposéb: mamy do dyspozycji zbiér mozli-
woscl, przy czym kazda z nich jest jednakowo prawdopodobna, 1 dokonujemy
wyboru jednej z nich; interesuje nas ilosé¢ informacji, jaka uzyskujemy dzieki
takiemu wyborowi. |

Jako przyklad wezmy talie 32 réznych kart, z ktérych wybieramy jedna.
Poniewaz ilo$é mozliwosci '

na podstawie wzoru (1.3b) powiemy, ze ilo§é¢ informacji, ktéra uzyskujemy
po dokonaniu wyboru karty, wynosi

[ == 5 bitéw.

Wezmy teraz dwie oddzielne talie, kazda zawierajacg po 32 réine karty.
Jezeli wybieramy dwie karty, po jednej z kazdej talii, to cheielibyémy powie-
dzieé, ze uzyskamy dwukrotnie wiecej informacji niz poprzednio. Calkowita
liczba mozliwosci wynosi

P =P, P,
gdzie
P = Py = 32 = 25,
1 stad
P =210,
Ze wzoru (1.1) mamy dalej

I=KlnP=Kln(P, Py =KlnP,+KInP,.

A wiec
I = 10 bitéw.

Wobec tego przyjecie logarytmu w definicji (1.1} wydaje si¢ byé stuszne.
Do innego. ukladu jednostek dojdziemy, jezeli poréwnamy informacje™
z yentropia™ stosowang w termodynamice (-2) i zdecydujemy sie obie te
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wielkoéel mierzyé w tych samych jednostkach. Entropia (rozdz. 9) ma wymiar
energii dzielonej przez temperature, tzn. erg/°C (w ukladzie cgs). Dla entropii
shuszny jest wzér Boltzmanna, podobny do wzoru (1.1), zawierajacy wspdl-
czynnik

k=1,38- 10" erg/°C. | (1.4)

Wspélezynnik ten nazywany jest stala Boltzmanna (wzér (9.15)). Jezeli do
réwnania (1.1) wstawimy wspdlezynnik £ zamiast K, to informacje bedziemy
mierzy¢ w jednostkach entropii.

Mozemy p6jsé jeszeze dalej i tak dobraé jednostki, aby zaréwno entropia,
jak 1 informacja byly wielkoéciami bezwymiarowymi* (liczbami oderwanymi).
Mozna to osiaggnaé mierzac temperature w jednostkach energii, przy czym,
jesli kjest liczba bezwymiarowa okreélona réwnaniem (1.4), mozna stosowaé
zwykla skalg stustopniowa. W takim przypadku stosunek migdzy jednostkami
naszych dwoch systemdw jednostek staje sie réwniez liczba bezwymiarowa:

K = kln2 ~ 10-3, (1.4a)

Liczba ta odgrywa wazna role we wszystkich zastosowaniach teorii.

1.3. UOGOLNIENIA I PRZYKLADY

Definicja ilosci informacji moze byé uogélniona na przypadek, kiedy
w poczatkowej sytuacji wehodzi w gre Py mozliwodei, a w konicowej nadal
pozostaje (-3} ich P; > 1:

na poczatku: I, = 0 pray Py rownoprawdopodobnych mozliwosciach;
na koncu: [0 przy Py réwnoprawdopodobnych mozliwosciach.

W takim przypadku przyjmujemy
I, = Kln (Py/P,) = KIn P—KIn P, - (1.5)

Definicja ta jest oczywistym uogélnieniem wzoru (1.1) 1 sprowadza sie don,
jezeli Py = 1.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy mamy do czynienia z wyborem jedne;j
cyfry z pewnego zbioru cyfr, przy czym wszystkie cyfry sa réwnoprawdo-

*D. E. Bewn, J. Appl. Phys. 23 (1952), str, 372,
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podobne. Wezmy pod uwage zbiér G cyfr systemu o podstawie (-4) N. Mamy
ogdlnie

I = KIn N¢ = KGIn N. (1.6)
Jezeli informacje mierzyé w bitach, to

I=Glg N, (1.7)

gdyz
(lgo N) (In2) =In N i K = 1/(In 2).

. Wobec tego, jesli N = 2, mamy 26 réznych mozliwodel i
I = G bitéw. (1.8)

Fatwo pokazaé, ze mozemy uzyskaé te sama iloé¢ informacji, jeéli zmienimy
podstawe N i odpowiednio dobierzemy liczbe cyfr. Wezmy dla praykiadu
system semkowy, N’ = 8. Woéwezas dla przedstawienia danej liczby w tym
systemie bedziemy potrzebowali tylko G¢" = G/3 cyfr i

I=G'lgy N' = (Gf3)-3 = G, (1.9)

co jest zgodne ze wzorem (1.8).
Rozwazmy jeszcze Hezbe przedstawiona przez Gy cyfr systemu dziesiet-
nego:

N=10, T= Gylg,10 = G,y 3,32 bitéw. - (L.10)

Widzimy stad, ze cyfra systemu dziesigtnego daje 3,32 bitéw informacji
i w systemie dwojkowym dla przedstawienia tej samej liczby trzeba 3,32 razy
wigce] pozyejl niz w. systemic dziesigtnym.

1.4. INFORMACJA OPARTA 0 ALFABET

Wiekszoéé informacji (1-9), z ktérej korzystamy, jest przekazywana przy
pomocy jezyka. W jezyku méwionym elementarnymi symbolami sa déwigki
podstawowe (zwane czesto fonemami), jezyk pisany za$ sktada sig z wyrazéw
ztozonych z liter. Wezmy pod uwage napisane stowo 1 sprébujmy obliczyé
iloé¢ zawartej w nim informacji (1:6). To zagadnienie, o duzym znaczeniu
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praktycznym, bylo rozpatrywane przez C. E. Shannona® i wielu innych au-
torow (7). Jak zobaczymy dalej, jego kompletne i $cisle rozwiazanie nie zo-
stalo dotad uzyskane z powodu braku pelnych danych statystycznych o je-
zyku.

Litery mozemy uwazaé za symbole, ktére musimy wybieraé, jesli chcemy
zbudowaé stowo (1-8). Pelny alfabet zawiera 27 symboli: 26 liter plus spacja
(przerwa miedzy literami). Gdyby te wszystkie symbole byly a priori réwno-
prawdopodobne, mogliby$my powiedzieé, ze ilosé informacji zawartej w sto-
wie ztozonym z G liter jest réwna

I = Glg, 27 bitéw

lub (1.11)
i = lgy 27 = 4,76 bitéw na litere,

co odpowiada bezpoéredniemu zastosowaniu réwnania (1.7). Rozwiazanie po-
wyzsze nie jest jednakize zadowalajace, poniewaz litery nie pojawiajg sie

Tablica 1.1
Prawdopodobiefistwo wystepowania p i wartoéei —lg p dla liter jezyka angielskiego
Symbol P ~lg p Symbol p ~lg p
przerwa
miedzy
stowami 0,2 0,699 L 0,029 1,54
E 0,105 0,979 C 10,023 1,64
T 0,072 1,143 FU 0,0225 1,65
0 0,0654 1,184 M 0,021 1,68
A 0,063 1,2 P 0,0175 1,76
N 0,059 1,23 Yw 0,012 1,92
I 0,055 1,26 G 0,011 1,96
R 0,054 1,27 B 0,0105 1,98
S 0,052 1,28 4 0,008 2,1
H 0,047 1,33 K 0,003 2,52
D 0,035 1,46 X 0,002 2,7
JOZ 0,001 3,0

* C. E. Suanvon, W. Weaver, The Mathematical Theory of Communication,
Urbana, Ill. 1949, Univ. of Iilinois Press.
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w stowach danego jezyka z réownymi prawdopodobiefstwami a priori. Dla
jezyka angielskiego prawdopodobienstwa te zostaly wyznaczone (%) 1 sa po-
dane w tabl. 1.1. '

~ Niech p; bedzie prawdopodobienstwem a priori pojawienia si¢ j-tej litery
(j=1,2, ..., 27). Shannon podal nastepujaca definicje Sredniej ilodei infor-
macji przypadajacej na jedng litere:

27
— K> p;Inp;. (1.12)

J=1

Rozpatrzmy teraz sensownosé tego wzoru.

1.5. INFORMACJA ZAWARTA W ZESPOLE SYMBOLI O ROZNYCH
PRAWDOPODOBIENSTWACH A PRIORI

Przypusémy, ze uzywamy M réznych liter (w sensie ogélnym) (1-19):
1,2, .., 7, ..., M, ktérych prawdopodobiensiwa a priori wynosza odpowied-
nio Py, Pas - ,p], v Pagy poza tym nie wprowadzamy zadnych mnyrh wa-
runkéw i ograniczen stosowania tych liter.

Checemy wyprowadzié wzdér Shannona, z ktérego wynika, ze informacja
zawarta w stowie (w sensie ogdlnym) zlozonym z G liter jest réwna

J=M
[=G i=—GK Z‘ipj In p, (1.13)
J:
gdzie 1 jest srednia iloécia informacji na litere, a suma

j=M

> p;,= L

j=1
Zacznijmy od prostego przypadku, ktéry tatwo pdiniej nogélnié.

Rozwazmy alfabet zlozony z dwu ,liter™, a mianowicie kreski i kropki,

tj. taki, jakim postugujemy sie w telegrafii. Literom tym moZemy réwniez
przypisa¢ symbole 0 1 1. Rozpatrzmy zespét pozycji, w ktére moga by¢ wpi-
sywane litery obejmujace G pozycji, i zatéimy, ze Ny pozycji zajmuje 0, a N,
pozycji zajmuje 1, przy czym Ny-+N, = G, a wiec kazda z wszystkich G po-
zycji jest zajeta przez jeden z symboli. Prawdopodobienstwo tego, ze dana
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pozycja jest zajeta przez 0, wynosi

Po = Ny/G. - (1.14)
To samo prawdopodobienstwo dla 1 wynosi

Py = NG, (1.15)
Przy cZym \ ..

Potpy =1, (1.16)

poniewaz prawdopodobiefistwo, ze w danej pozycji znajduje sie zero lub jeden,
wynosi 1. ‘

Znajdzmy teraz liczbe sposobdw, na ktére moina zapelnié¢ G pozycji (ko-
mérek) tak, aby kazda pozycje zajmowalo 0 lub 1, lecz nigdy dwie litery jed-
noczesnie. Jest to taki sam problem, jak w statystyce Fermiego. Iloéé sposo-
béw, na ktére mozemy przy powyzszych warunkach wypelni¢ G pozyciji,
jest réwna iloéci sposobéw wypeienia N, pozycji zerami, poniewaz w chwili,
gdy pozycje te zajmuja juz zera, pozostale Ny pozyceji bedzie musiato zawierad
jedynki. Liczba sposobdw, na ktére mozemy zapelnié Ny pozycji zerami, jest
rowna ilogci kombinacji N, elementéw spoéréd G elementow, a wiec jest
réwna

P = GIN,! N, L. | (1.17)

Jest to liczba réinych ,,st6w* zbudowanych z G, liter™ alfabetu dwuliterowego,
w ktérym jedna litera uzywana jest N, razy, druga za$ N razy. Jezell wybie-
rzemy jedno z tych stéw, to zgodnie ze wzorem (1.1), uzyskamy iloéé infor-
macji

I=KlnP =K (In G!—In Ny!—In N, I). (1.18)
Jezeli stowo jest dlugie oraz G, Ny 1.V, sa dostatecznie duze, to logarytmy silni
moga byé aproksymowane za pomoca wzoru Stirlinga |

In Q1~Q(ln Q—1). (1.19)

Wiadomo, ze wzér Stirlinga aaje dobre pfléyblizenie dla Q>100. Tak wiec
jesi G>1, Ng>>1 i N;>1, mamy

I~ K[G(In G—1)—Ny(In Nyg—1)—N,(In N,—1)]
lub, pamiectajac, ze G = Ny+IVy,
I~K{(GIn G—N,In N,—N; In N,). (1.20)
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Korzystajac jeszcze raz z réwnania G = Ny+N; mozna przepisaé réwnanie
(1.20) w postaci

gty

Jezeli ostatecznie podstawimy wzory (1.14) i (1.15) do wzoru (1.21) i tak uzys-
kane réwnanie podzielimy przez G, to otrzymamy :

(1.21)

I~ ”.KG(NQ N N)

i = I/G~—K(pyIn py+py Inpy), (1.22)

gdzie ¢ jest iloScia informacji przypadajaca na jedng litere. Jest to wzér
Shannona (1.13) w sytuacji, gdy mamy tylko dwie litery. Latwo zauwazyé,
ze wyrazenie (1.22) jest zawsze dodatnie. Wynika to z tego, %e prawdopodo-

" bienstwa py 1 p; sa mniejsze od jednodci i stad ich logarytmy sa ujemne.

Uogélnienie rozumowania na sytuacje, kiedy liter jest wiecej niz dwie,
nie jest trudne. Oznaczmy przez Ny, N, ..., N;, ..., Ny ilo$é réinych liter,
a ilos$é¢ zajmowanych przez nie pozycji przez

j=M
G= DN, (1.23)
i=1
Nastepnie okre$lmy prawdopodobieristwo j-tej litery:
= N/G. (1.24)
Stad
j=M
'21 p;= L. (1.25)
i=

Calkowita liczba P sléw, ktére moga Byé otrzymane przez losowy rozklad
liter w G pozycjach (przy warunku, zZe zadna pozycja nie moze byé zajeta

‘przez wigce] niz jedna litere), jest réwna

=M
P= G!/ 1IN (1.26)

j=1
co stanowi oczywiste uogdlnienie wyrazenia (1.17). Stad otrzymujemy wyra-

zenie na ilos¢ informacji zawarte] w jednym stowie:

= M
I=KlnP = K G!-- ZlnN')mK(GlnG ZNlnN) (1.27)
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Réwnosciom w wyrazeniu (1.27) odpowiadaja réwnosei (1.18), (1.19) i (1.20).
Zakladamy przy tym, ze G i NJ (j=1,2,..., M) =a tak duze, iz moZina
stosowaé wzér Stirlinga. Postepujac podobnie jak w przypadku (1.21) i (1.22),
ofrzymamy wyrazenie

=M

| i=M .
I~ — KC Y (NJO) In (NfG) = — KC D plnp,,  (1.28)
i=1 j=1

bedace wzorem Shannona.

Jako przyklad rozwazmy stowo ztozone z 10000 liter wybranych losowo,
z ré6wnymi prawdopodobienistwami a priori, z 27-literowego alfabetu. W takim
przypadku mamy '

G = 10000 oraz I = 10000 lg, 27 = 47600 bitow; (1.29)
stad '
i = J[10000 = 4,76 bitéw na litere. (1.29a)

Jesli budujac stowo tej samej dlugoéci bedziemy brali pod uwage prawdopodo-
bieristwa a priori poszezegdlnych liter zgodnie z tabl. 1.1, to do obliczenia
ilodci informacji musimy uzy¢ zaleinosci (1.28). Daje ona

J=27

i = IjG = 110000 ~ — K 3} p;1n p; = 4,03. (1.30)
FET R

W nastepnych rozdzialach przeprowadzimy dokladniejsza analize struktury
jezyka naturalnego. Pokaze ona, Ze otrzymana tu wartoéé jest gérna granica
oraz ze rzeczywista ilo§é informacji przenoszonej przez literg (w sensie potocz-
nym) jest znacznie mniejsza od 4 i zawiera sie przypuszczalnie w przedziale
od 1 do 2 bitéw na litere.

1.6. UWAGI OGOLNE

Juz obecnie mozemy ogdlnie powiedzieé, ze kazdego rodzaju ograniczenie,
kazdy dodatkowy warunek nalozony na swobode wyboru powoduje zmniejsze-
nie ilosci informacji. Wezmy pod uwage system, w ktérym wchodzi w gy
Préinych stanéw, jezeli nie ma zadnych ograniczen natozonych na jego zmir
ne. Jesli ograniczymy swobode wyboru wartosci tych zmiennych, to wam
te wyeliminuja stany, ktére pierwotnie wchodzity w gre. Nowa liczba st
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P’ przy wprowadzonych ograniczeniach bedzie oczywiécie mniejsza od po-
czatkowej liczby stanéw P i wobec tego dzieki obserwacji konkretnego stanu
uzyskamy nowa ilo§é informacji I'<J:

bez ograniczen: P stanéw; [ = Kln P; } (1.31)

z ograniczeniami: P’ stanéw; P'<P; I’ = Kln P'<IL

Przyklad dotyczacy informacji przenoszonej przez litery, podany w poprzed-
nim paragrafie, ilustruje nasz wynik. Kiedy litery stosuje si¢ z rGwnymi praw-
dopodobiesistwami a priori (dowolnie), iloé¢ informacji wynosi 4,76 bitéw na
Htere. Jezeli za$ nalozymy ograniczenia, biorge pod uwage prawdopodobien-
stwa a priori poszczegdlnych liter zgodnie z tabl. 1.1, to iloé¢ informacji na
~litere spada do 4,03 bita. Inne dodatkowe ograniczenia zmniejszylyby te
wartosé jeszeze bardziej. Drugim sposobem objadnienia naszego ogdlnego
wyniku jest stwierdzenie, Ze ograniczenia przedstawiaja pewna wstepng ilosé
informacji I, o wybieranym slowie, ktéra mamy przed wybraniem tego stowa;
stad |
I'=1-1I

c

jest informacja, jaka pozostaje do uzyskania, jesli znamy I,.

Obecnie oméwimy nieco dokladniej kierunek naszych dalszych rozwazan
i nagwietlimy zwiazane z nim ograniczenia. W réwnaniu (L.1) wybrali$my sta-
tystyczna definicje ilogci informacji. Taka matematyczna definicja bedzie ko-
rzystna przy analizie wielu naukowych 1 technicznych probleméw. Pozwoli
nam ona wyciagnaé pewne ogdlne wnioski majace istotne znaczenie praktycz-
ne i oznaczajace sie wielka ogélnogcia. Jednak ta niewatpliwie precyzyjna de-
finicja stanowi takze pewne ograniczenie. Aby uzyskaé te definicje, musimy
odrzucié lub pomingé wiele potocznych sposobéw rozumienia pojecia ,,ilo$¢
informacji®. |

,Ioé¢é informacji® definiujemy tu jako wynik wyboru. Nie traktujemy jed-
nak uzyskanej informacji jako podstawy do przewidywania ani jako podstawy,
na ktérej moze byé oparty inny wybér. Definiujac w ten sposb iloéé informa-
¢ji pomijamy inne sposoby potocznego rozumienia pojecia ilodei informacii.
Na przyklad ciagowi ztozonemu ze stu liter przyporzadkowujemy okreélona
iloé¢ informacji nie patrzac na to, czy stanowi on sensowne zdanie angielskie,
a jezeli tak, to czy owo zdanie ma wage z prakiycznego punktu widzenia.
Zgodnie z nasza definicja, zbiorowi stu liter wybranych losowo (z prawdopodo-
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bietistwami jak w tabl. 1.1), stuliterowemu urywkowi z gazety, fragmentowi
z dziel Szekspira lub prac Einsteina przyporzadkowujemy taka sama iloéé
informacji. Inaczej moéwiac, ilosé informacji definiujemy tu jako co$ odreb-
nego od stopnia wiedzy, dla ktérego oceny nie dysponujemy ilodciows
miarg.

Nie odrézniamy wige informacji pozytecznej od nieuzytecznej i decydujemy
sie kompletnie ignorowaé pojecie wartodei informacji. Nasza statystyczna de-
finicja ilodci informacji oparta jest wylacznie na tym, ze pierwotnie mamy do
czynienia z sytuacja niekompletnie okreélona. Jezeli syluacja jest pierwotnie
niekompletna, to niesie informacje. Czy informacja ta jest wartodciowa, czy
nie -— to nas nie interesuje. Pojecie wartosei informacji wiaze sie z mozliwodcia
jej wykorzystania przez celowo dzialajacego obserwatora {w szezegélnoéci czlo-
wieka). To jednak lezy poza zasiegiem przedstawionej tu teorii (1), W szcze-
gblnoéci nie bedziemy zajmowaé sie procesem myélenia ani uzytkowamem
informacjt przez Zywe organizmy.

Mimo to wprowadzona tu definicja iloéci informacji jest niewatpliwie
ogromnie poZyteezna 1 wygodna. Odzwierciedla ona dokladnie sytuacje inzy-
niera telekomunikacji, ktéry musi byé w stanie przestaé wiadomoéé zawarta
na wypetnionym blankiecie telegraficznym, nie zwracajac uwagi na wartosé,
jaka ta wiadomo$é przedstawia dla odbiorcy.

Wprowadzona tu iloéé informacji' jest wielkodcia absolutna, majaca te
samg wartos¢ liczbowa dla kazdego obserwatora (11%). Z drugiej strony, war-
toé¢, jaka przedstawia informacja dla ludzi, powinna by¢ wielkodcia wzgledna,
majacg rézne wartosci dla réznych odbiorcéw, zgodnie z mozliwoécia jej rozu-
mienia i poézniejszego uzytkowania. Twierdzenie Einsteina dla matematyka
bedzie mialo zapewne wigksza warto$é niz artykut z gazety. Dla laika artykut
w gazecie moze mie¢ wartoéé lub nie, mozna natomiast z cala pewnoécia po-
wiedzieé, Zze twierdzenie Einsteina nie bedzie mialo dla niego Zadnej war-
todei.

Weimy przykiad bardziej trywialny. Przy wyborze jednej karty z 32 infor-
macja wynosi 5 bitéw; jest ona zawsze réwna 5 bitéw, niezaleznie od tego, czy
wyciagnigta karta okaze si¢ asem, siédemka, czy krélem. Wartodé tych kart
zalezy jednak od regul gry.

Zgodnie z nasza definicja, ilodé informacji jest zawsze wielkoéeia dodatnia.
Tymezasem wartoé¢ informacji w sensie potocznym inoze w pewnych przy-
padkach nabieraé znaczenia negatywnego. Profesor wyglaszajac dlugi wyktad

3 Nauka a teoria informacii
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nagle odkrywa, ze popelnil blad, i méwi: ,,przepraszam, ale to wszystko, co
powiedzialem, bylo bledne®. To ostatnie zdanie ma wartoé¢ negatywng i nisz-
czy cala informacje zawarta w wykladzie.

Przyklady te dostatecznie ilustruja ograniczenia przedstawianej teoril i po-
winny byé uwzgledniane przy jakimkolwiek jej zastosowaniu. Do zagadnien
tych wrécimy w rozdz. 20. |



ZASTOSOW ANIE DEFINICJI I ROZWAZANIA OGOLNE

2.1. DEFINICJE

W pierwszym rozdziale pokazaliémy, 7e definicja miary iloéci informacji
(jako miernika stopnia nieoznaczonodci, ktéra istnieje przed dokonaniem wy-
boru) byla dcista, lecz z koniecznosci ograniczona. Tym samym ,,wartodé™
informacji nie mogta byé¢ w takiej definicji miary iloéci informacji uwzgled-
niona.

Pokazaliémy tam takze, ze jezeli dla mozliwych wyboréw istnieja niejedna-
kowe prawdopodobienistwa a priori, to prawdopodobienstwa te moga byé in-
terpretowane jako ograniczenia natoZzone na nasz wyboér, co w efekcie prowa-
dzi do zmniejszenia ilosci informacji.

Tak wige, jesli prawdopodobienstwa a priori liter (1), (2), ..., (j), ... wy-
nosza odpowiednio: py, py, ...y Pjs --v, to (jak wykazano) iloé¢ informacji na
litere jest, zgodnie ze wzorem (1.12), réwna

Ilitere = ~K Y p; In p;. 2.1)
j |

Wzér ten otrzymano w gruncie rzeczy z wyrazenia okreélajacego informacje
na litere w sytuacji, gdy na wybor nie natozono zadnych ograniczen, tzn. ze
WZoru

Ijlitere = (K/G) In m% = K1n m, (2.2)
gdzie m oznacza ilod¢ réznych réwnoprawdopodobnych liter, G — calkowita
liczbe uzytych liter (zamiast M z rozdz. 1.5 stosujemy tu m). Tak wiec wy-
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chodzac z réwnania (2.2) otrzymalismy (2.1). Wielu autoréw, a przede wszyst-
kim Shannon, za punkt wyjscia przyjmowato jednak réwnanie {2.1). Réwnanie
(2.2) wynika z niego natychmiast. Zalézmy teraz, ze mamy m réinych liter
i e ich prawdopodobiefstwa a priori sa réwne, tzn.:

Z réwnania (2.1) otrzymujemy

Alitere = —K >, (1/m)In (1/m) = —K1In (1/m) = Klnm, (2.4)
) m wWyrazow
zgodnie z réwnaniem (2.2).
- Rozpatrzmy teraz niektére wlasnoéei réwnania (2.1).

2.2, WLASNOSC (A)

Jezeli wybér moze byé rozbity na dwa kolejne wybory, to poczatkowa
ilod¢ informacji powinna wyrazaé sie suma wazona ilodci informacji czeécio-
wych. Rozpatrzmy przyklad. Prawdopodobienistwo przejécia z punktu O do

A

Rys. 2.1. Prawdopodobienstwa przejscia z  Rys. 2.2. Prawdopodobienistwa przejécia =z
punktu O do punktéw 4, Bi € punkiu O do punktéw A, B i C 2z posrednim

punktem M pomiedzy punktem O a punktami
BicC

punktu 4 wynosil/,, z O do B:Y,,az O do C: ¥, (jak to pokazano schema-
tycznie na rys. 2.1). Wezmy jednak pod uwage rys. 2.2. Na rysunku tym po-
éredni punkt zostal wybrany w ten sposéb, ze prawdopodobienstwo przejscia
7z O do M jest takze réwne ,. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo przejécia



2.2. Wlasnosé (A) 37

z M do B musi by¢ réwne 2/;, poniewaz poczatkowe prawdopodobiesistwo
przejécia z punktu O do B bylo réwne /5. Podobnie prawdopodobietistwo
przejécia z M do ¢ bedzie rowne 1/, |

Dla sytuacji z rys. 2.1 ilos¢ informacji oznaczymy przez I(1/,, 15, /), na-
tomiast dla przypadku z rys. 2.2 ilo$¢ informaciji dla odcinkéw OA i OM
oznaczymy przez (Y 1,), a dla MB i MC — przez I12/g, 1/s).

Calkowita ilosé informacji dla rys. 2.112.2 musi byé taka sama, tzn. réwna
Iy, Y30 M) Z rysunku 2.1 mamy

10/5 55 Ye) = —K(p In Yy-+1g In 134-1/g In 1) (2.5)

Jub inaczej |
105,15, Yg) = —KPfaIn Yy 1y 25 In(y - ) +Yp - Vs In (g - ). (26)
Rozwijajac i grupujac otrzymujemy |
I(5: Y55 Ye) = —K[( 2 In Yy +-1s In¥p) +Y,(f3 In 2[34-Y/3 InY/)] =
= —K("5In Yy s In o) +o[— K[ In 2[5+ 3 In 1f5)] =
= 1(Mg, o)+ L35, Y5)- (2.7

Wyrazenie ostateczne odpowiada sytuacji z rys. 2.2, dla ktérej catkowita ilosé
informacji powinna byé suma wazong iloéei informacji odpowiadajacych wy-
borom OA, OM i MB, MC. Jest to wynik ogélny, bedacy konsekwencja
faktu, Ze iloé¢ informacji wyraza sie za pomoca funkeji logarytmicznej. -

2.3. WEASNOSC (B)

Whasnosé (31) (B) jest nieréwnodcia, ktéra bedziemy sie postugiwaé
w dalszych rozwazaniach. Aby otrzymaé te nieréwnosé, rozwazmy funkcje

Y= ij- In ¢;,
7

gdzie p; jest prawdopodobienistwem j-tego wyboru, g; moga natomiast byé
traktowane jako inny zespdl prawdopodobienstw, tak ze

Z pj = Z g; = L (2.8)
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Przedstawmy ¢; w postaci
g; = pitu; = p{l+uip;).
Z powyﬁszégo wynika, ze liczby u; spelniaja warunek

2w =0. | (2.9)
7

Podstawiajac q; do ¥ otrzymujemy
¥ = 2] p;Inlp; I+ulp)l = 25 piln p;+ 3 piIn(L+ulp;).  (2.10)
J : J i 7 :

F(u/p) w/p

n(1+u/p)

Y

Jezeli poréwnamy wykres funkeji In (1+u/p) i u/p (rys. 2.3), stwierdzimy,
ze funkcja In (1--u/p) jest okreflona wzorem

ulp = In (1+u/p). (2.11)

Stosujac wzér (2.11) do réwnania (2.10), otrzymujemy
;p,- In p; + ; pin (L+up) < ;pj In p; -+ ]ij(uj/pj)' (2.12)
Korzystajqc z rownania (2.9), otrzymujemy
;pj In q; < ;pj In p;, (2.13)

a po pomnoZeniu tego wyrazenia przez —K, otrzymujemy wlasnosé (B):

— K ij Ing, » — K ijlnpj. (2.14)
7 7
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2.4. WEASNOSC [OX

Tloéé¢ informacji przyjmuje wartoéé najwicksza, jezeli wezystkie m prawdo-
podobienistw sa réwne:

Pr=pr= o =py= e =pu=1jm. (2.15)

Aby to udowodni¢, zauwazmy uprzednio, ze iloéé informacii jest funkcja
jedynie (m—1) zmiennych niezaleznych, poniewaz

J=nm-1

imm _
xpi=1 b p,=1-— > D (2.16)
j=1 i=1

Wybierzmy zmienne py, Pas --+s Pp—q j2ko (m—1) zmiennych niezaleznych.

Warunkiem® na to, by iloéé informacji I(py, pg, ---» p.._y) osiagneta maksimum,

jest po pierwsze, by wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu byly

réwne zeru. W celu znalezienia drugiego warunku skontruujemy wyznacznik

Zlozony z pochodnych drugiego rzedu, obliczonych w punkcie wyznaczonym

przez pierwszy warunek:

Ill Ill Il(m—l)_
I I O

12 22 2(m—1) , (217)
Il(mm-l) IZ(m-—l) I(m-l) (m--1)

7t

gdzie I, = 92)dp, Ip; = L;, obliczone w punkcie, w ktérym I osigga eks-
fremum. '

Drugim warunkiem, aby ilo$é informacji I osiggnela maksimum, jest to,
aby I, oraz wyznaczniki 1zedu 2, 3, ..., (m—1), otrzymane przez kolejne dola-
czanie nastepnego wiersza i kolumny w wyznaczniku (2.17), tworzyly ciag
znakozmienny.

Z drugiej postacl wyrazenia (2.16) mamy

i wobec tego

91j9p; = —K(in p;+1— In p,,—1) = —KIn (p;/p,).

* Por. np. W. F. Oscoop, Differential and Integral Calculus, New York 1911,
Macmillan, str. 342.



40 2. Zastosowanie definicji 1 rozwazania ogdlne

Stosujac teraz pierwszy warunek, widzimy, Ze na to, aby wystapito maksimum
I, musi zachodzié

pi=p, da j=1,2,.,(m—1);
stad po uwzglednieniu wyrazenia (2.16) otrzymujemy
P = 1m, j=1,2,...,m
Drugie pochodne czastkowe I, obliczone w tym punkcie, wynosza
221/9p% = —K [i. + l] — _2Km,
Pi  Pm
Q|Ip;dp; = —K(1fp,) = —Km.

Aby spelnié drugi warunek, trzeba wiec, aby wyznaczniki o postaci

—2Km —Km ... —Km
—Km —2Km ... — Km
—Km —-Km -2 Km

rzedu 1, 2, ..., (m—1}) zmienialy znak przy wzroécie rzedu. W danym przy-
padku jest to rzeczywiscie spelnione, poniewaz latwo wykazaé, ze wartosé
tego typu wyznacznika rzedu n jest réwna

(—Km)* (n4-1).

W ten sposéb udowodnilismy wlasnosé (C).
W prostych przypadkach wlasnoéé (C) moze byé zilustrowana graficznie.
W przypadku dwéch mozliwodei, tzn. przy p; + p, = 1, mamy

I = "‘K[Pl lnPﬁ"Pz lﬂpz]- (2.18)

Na rysunku 2.4 przedstawiliSmy [ jako funkeje p, (lub p,). f musi by¢ réwne
zeru dla p; = 0 1 py = 1. Z uwagi na symetrig, [ musi przyjmowaé maksi-
mum dla py =1/, = p,; wartoéé maksimum wynosi

1.1 1.1 1 :
[ = —K[§1n§—+§1n§] e (m)-(—lnz) == 1 bit.
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Dla trzech mozliwosei

prtpatps =1
Prey |
I = —Kip, Inp;-+p, In py-tpg In py] - (2.19)

konstruujemy dwuwymiarowy wykres pokazany na rys. 2.5. Dwa wymiary
sq wystarczajace, poniewaz tylko dwie, sposrdd trzech, wielkodei py, po, ps
sq niezalezne. Wybierzmy trzy kierunki na plaszczyznie tworzace ze soba
A
!

Kln2=thitf——————~—=-=

/2 .
-Ewpl 1 : pzl ,‘1 P

Rys. 2.4. Informacja jako funkcja py = 1—p,. Maksimum wystepuje dla p; = p, =1/,
i wynosi Kln2 = 1 bit '

0

Rys. 2.5. Prawdopodobiefistwom py, py, ps odpowiada punkt wewnatrz trojkata A, 4,4,
Takie przyporzadkowanie jest mozliwe dzigki temu, Ze tylko dwa z trzech prawdopodobienstw

sa niezaleine: p,-+py-tps =1

katy 27x/3. Odkladajac wzdluz pierwszego kierunku odcinek o dlugosci py,
wzdluz drugiego kierunku odeinek o dlugoéci p,, 1 wzdluz trzeciego — odcinek
o dlugoéci py, otrzymamy punkt M. Z warunku (2.19) wynika, ze punkt M
musi lezeé wewnatrz réwnobocznego tréjkata A, Ay, A;. Na przykiad
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punkt A, otrzymujemy, kiedy p; = 1, py = py = 0. Odcinek 4,4, odpo-
wiada p;-+ps = 1, py = 0. Mozna sie o tym przekonaé uzywajac prostokat-
nych wspolrzednych na plaszezy’nie. i rzutujac kontur Opyp,psM najpierw
na of &, a nastepnie na o$ y. W ten sposob otrzymamy wspétrzedne punktu M:

X = Vé(—Pl’i“Pz)/zv
y = —(p1+pa)2-+ps = (3ps—1)/2. (2.20)

Réwnaniem odcinka 4,4, jest réwnanie y = —1/,, ktére po uwzglednieniu
(2.20) daje pg = 0 i stad p;+py = 1. Z uwagi na symetrie podobny wynik
otrzymamy dla pozostalych bokéw tréjkata. -

Rys. 2.6. Powierzchnia I (informacji) wykreslona jako funkcja. pi. pe, Py pit+pa-tps = 1.
Maksymalna wartoé¢ I wystepuje przy py == py == py = 3 i wynosi Kln 3 = In 3/In 2 bitéw

W ten sposéb mozemy przyjaé za podstawe trojkat A, 4,45, Kazdy
jego wewnetrzny punkt odpowiada zbiorowi liczb py, ps, py spelniajacych
warunek (2.19). Odkladajac iloéé¢ informacji prostopadle do plaszezyzny
trojkata otrzymamy powierzchnie pokazana w perspektywie na rys. 2.6.
Wzdtuz kazdego boku tréjkata otrzymamy krzywa, podobna do wykreslone;
na rys. 2.4. Powierzehnia z rys. 2.6 osiaga maksimum dla p, = py = p3 = /s,
tj. w érodku tréjkata 4, 4,A4,.

2.5. ZDARZENIA LACZNE

Rozwazmy teraz zagadnienie zdarzeri lqcznych. Przypuéémy, ze mamy
dwie zmienne losowe (%2), x 1 y, przy czym

 Doeees Lyuney MM,

2, 3
2, 3reiey Joerey My

zmienna & moze przyjmowaé wartosé: 1,
zmienna ¥ moze przyimowaé wartosé: 1,
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"oraz #e obserwujemy wartoéci, jakie kazda z tych zmiennych faktycznie
przyjmuje. Zdefiniujmy p(i, j) jako prawdopodobiefistwo tego, Ze zmienne
x iy przyjma w danej chwili wartodei, odpowiednio, 7 oraz J. Wowezas

> o) =1. (2.21)

Jezeli p; jest prawdopodobiefistwem zdarzenia, iz x = 7 bez wzgledu na war-
toéé, jaka przyjmuje w tej obserwacjl y, to

j=n

. pi=2pj). (2.22)

J=1

Podobnie prawdopodobiefistwo tego, ze ¥ = j (nie uwzgledniajac tego, jaka
wartoéé zaobserwowano dla %), wynosi

p; = 2Pl ))- (2.23)
i=1
Mamy zatem nastepujace zwiazki:
m [ :
lei =1, Dipj=1 oraz > pi ;=1 (2.24)
i= =17 0 |

Wprowadzimy obecnie pojecie ilodci informacji facznej dla pary zmiennych
losowych (2:3) (x, y) definiujac ja wzorem

I(x, ) = — K ¥, p(i, j) In p(i, }). (2.25)

isJ

Iloéé informacji dla samej zmiennej losowej x wynosi

I(x) = —K lei Inp,= "‘K_‘Z pli.j) Inp;, (2.20)
e 1,

a dla sarﬁej zmiennej y
Ily) = —K Y pjInp; = —K X p(i,j) In p;. (2.27)

Poréwnajmy sume I(x)—{—f(y). z I(x, v). Ze wzorow (2.26) i (2.27) mamy

Kx)+1(y) = —K 2 p(i, ) In (p; * py)- - (2.28)
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Opierajac sie na wlasnoéel (B) mozemy latwo udowodnié, ze
I, ) <I(3)+1(). (2.29)
Rzeczywiscie, jezell podstawimy zamiast q; we wzorze (2.14) p; - p;, otrzymamy

I(w, y) = —K 23 p(i j) In p(i, j) < —K 33 p(i, j) In (p; - p)) = () +1(y).
%) (7% .
Jest rzecza jasng, Ze istnienle prawdopodobienistwa tgcznego jest réwnowazne
istnieniu ograniczenia, ktére, jak moéwilismy w rozdziale pierwszgm, prowadzi
do zmniejszenia zawartosci informacji. Réwnosé (2.29) bedzie miala miejsce
tylko wtedy, gdy p(i, j) = p; - p;» tzn. w przypadku, gdy zdarzenia sa nie-
zaleine (3-%). |

2.6, TLOSC INFORMACJI WARUNKOWE]

Aby zamiast nieréwnosci (2.29) uzyskaé réwnoéé, Shannon wprowadzit
pojecie tlosci informacjt warunkowej, opierajac sie na pojeciu prawdopodo-
biehstwa p;() tego, ze zaobserwujemy y = j przy warunku, ze wiadomo juz,
iz zaszlo x = {. Nazywaé tu bedziemy p,(j) prawdopodobieristwem warunko-
wym. Jest oczywiste, e

piopdi) =plij) b py(i) = plis pi- (2.30)

Iloé¢ informacji warunkowej jest ilodeia informacji zwiazanej z prawdopodo-
bienstwem p,(j). Oznaczymy ja symbolem [ (y) i zdefiniujemy wzorem

L(y) = —K 3] p(i.)) In p(j)- (2.31)
1,7
Latwo wykazaé, ze I{x, y) = I(x)-+1 ().
Rozwijajac prawa strone réwnania (2.31) 1 korzystajac z (2.30), mamy

I(x)+-1(y) = —K[ 2] p(i- j) In p=+ 25 p(is ) In p; ()] =

= —K 3 p(i, ) nlp;- )] = T, )3 (2:32)

6]
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nastepnie, laczac wzér (2.29) i (2.32), otrzymujemy

I(x)+1(y) > I(x, y) = [(x)+1Ay)
Tub
L(y) <I(y). (2.33)

[loé¢ informacji warunkowej I (y) jest iloscia informacji o zmiennej losowej (*-°)
y przy warunku, ze x jest juz znane. Znajomo$é a naklada ograniczenie, ktére
obniza zawarto$é informacji zwigzanej z wyborem y. Nieréwnoéé (2.32)
przejdzie w réwnoéé tylko w przypadku, gdy #, ¥ beda niezalezne.



ROZWLEKLOSC JEZYKA

3.1. KORELACJA I ZDARZENIA LACZNE

Aby wprowadzié pojecie korelacji (1), zajmijmy sie nieco blizej zagadnie-
niamt dotyczacymi zdarzen tacznych.
Rozwazaliémy dwie zmienne, ktére moga np. przybieraé wartodei

x =1, 2, 3,. ey M,
y=20,9, 8,...,],..., n,

i zdefiniowalismy p(i,j) jako prawdopodobienstwo zdarzenia, Ze zachodzi
réwnoczesnie x = 1 oraz ¥ == j. Zwiazana z tym iloéé informacji wynosi I(x, y).
Zdefiniowaliémy takze inne prawdopodobiefistwa:

Zp (i, j) = prawdopodobienstwo tego, ze x = 1,
nie patrzac na to, jaka wartosé
przyjmuje zmienna y

(z prawdopodobienstwem tym zwiazana jest informacja I(x)) oraz

Zp (¢, j) = prawdopodobienistwo tego, Zze y = J,
nie patrzac na to, jaka wartoéé
przyjmuje zmienna x

(zwigzana z tym informacja wynosi wiec I(y)).
W poprzednim rozdziale wykazali$my, ze

Hay+-1(y) = Kz, ).
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Nier6wnoéé ta wynikla z fakiu, Ze zawartosé informacji zmniejsza sie w przy-
padku, gdy na system naklada si¢ jakie$ ograniczenie.

Dla uzyskania réwnoéci wprowadziliémy prawdopodobieristwo warunkowe
pj(j), tzn. prawdopodobieristwo zdarzenia y = j przy warunku, iz zaszlo
zdarzenie x = i. Z prawdopodobiefistwem tym zwiazana jest informacja
I(y)-

Znaleziony zwiazek pomiedzy tymi prawdopodobienstwami byl nastepu-
jacy:

p; - pilj) = p(i, ),
a po zdefiniowaniu informacji warunkowej jako
I(y) = —K 2} p(i.]) In p,(j),
0 '

uzyskalidmy nastepujaca réwnoéé:

Hx)+1(y) = I, y)-

3.2, KORELACJA W JEZYKU

Korelacja wystepuje we wszystkich jezykach®, poniewaz w przypadku
wystapienia okredlonej litery prawdopodobienistwo tego (*3), Ze po niej
nastapi inna, okreslona litera, nie jest réwne prawdopodobienstwu a priori
pojawienia sie tej litery (*4). Jezeli w jezyku angielskim wystapi litera ¢,
prawdopodobienstwo, Ze bezposrednio po uiej pojawi sie h, jest znacznie
wigksze od prawdopodobieristwa pojawienia sig litery n. Podobnie, gdy po-

* Jako uzupelnienie pozycji literatury, na ktére bedziemy sie dalej powolywaé, wymienimy
tu nastepujace ksiazki (3-2): l

Fletcher Prarr, Secret and Urgent, ,,Blue Ribbon Books“, New York 1939, 1942
. (zawiera dane statystyczne o jezykn angielskim).

G. Dewry, Relative Frequency of FEnglish Speech Sounds, Cambridge, Mass. 1923,
Harvard Univ. Press.

G. K. Zipr, Human Behavior and the Principle of Least Effort, Cambridge, Mass.
1949, Addison-Wesley. (W ksigzce tej i w innych swoich publikacjach Zipf podaje dla réznych
jezykéw szereg krzywych w rodzaju krzywej przedstawionej na rys. 3.1).
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jawl sie zestaw tio, prawdopodobienstwo, ze wystapi n, jest bardzo duze.
Tego typu korelacje Shannon* okreélit jako rozwlekio$¢ (redundancye).

Mozemy teraz zastosowaé rozwazania z poprzedniego rozdzialu do oceny
ilogci informacji zawartej w slowie. Rozwazania te moina stosowaé jedynie
w przypadkn, kiedy korelacja wystepuje pomiedzy dwiema najblizszymi lite-
rami. Dla kazdej pary liter zwiazemy zmienng x z pierwsza literg, a zmienng y
z drugg. Srednia iloéé¢ informacji na litere bedzie wiec ilodcia informacii
warunkowej

I(y) = —K X p(i, Y Inp,(j) = —K 3y p;- () mp,(j)- - (3.1)
i 1]

Zalézmy, e mamy sytuacje stacjonarng i prawdopodobienstwa nie zmieniaja
sie w czasie,

Jezeli pomiedzy literami nie wystepuje korelacja, bedziemy mieli p,(j) =
= p,; oraz 2, p; = 1. Stad réwnanie (3.1) przejdzie w réwnanie

: |

I(ly) = —K ij In p;. (3.2)
7 :

Analiza korelacji pomiedzy pojedynczymi literami moze by¢ fatwo uogol-
niona na przypadek blokéw liter w rodzaju wspomnianego fio. Oznaczmy
blok (N—1) liter symbolem b,(N—1), za$ prawdopodobienistwo wystapienia
tego zestawu — symbolem p(b,(N—1)). Rozwazmy nastepnie prawdopodo-
biefistwo tego, Ze po tym zestawie pojawi sie pewna litera j tworzac w ten
sposdb nowy blok N liter

b(N) = (b,(V—1),5).

Oznaczmy prawdopodobienstwo wystapienia tego bloku, branego jako calosé,
przez.

- pb(N—1), ).
Prawdopodobiefistwo warunkowe py.y_1y(j) Jjest prawdopodobienstwem,

ze J wystapi po danym bloku (N—1}) liter b,(N—1). Definicja ta jest podobna

* C. E. Suannon, W. Wraver, The Mathematical Theory of Communication,
Urbana, Tll. 1949, Univ. of Illinois Press, str. 3—28. Shannonowska ,entropia informacji®
odpowiada naszej ,,mierze informacji“. Jak wykazemy pééniej, miara informacji jest zwigzana
z yujemng entropia®.

C. E. Suanwon, Prediction and Entropy of Printed English, Bell System Tech. J. 30
(1951), str. 50—64.
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do definicji stosowanej w poprzednim rozdziale. Zachodzi tu réwniez podobny
ywiazek pomiedzy prawdopodobienstwami: .

P(BAN=1),j) = p(B,N=D) - y 1) (3.3)

Sprébujmy wyrazié¢ teraz $rednig ilo$é informacii na litere w ciagach, w kto-
rych korelacja obejmuje N liter, wzorem

Fy=—K Z p(b,(N—1), /) 1“Pbi(Nm1)(f)- (3.4)
i .
W réwnaniu tym, podobnym do réwnania (3.1), sumowanie po i rozciaga
sic na wszystkie mozliwe zestawy (N—1) liter.

3.3. ROZWLEKEOSC JEZYKA

Stosujac naszg definicje do typowego przykladu, jakim jest jezyk angielski,
powinnisémy otrzymaé dokladng wartoéé $redniej iloéei informacji na litere,
wyrazajac jg granicg

I= lim F,,. (3.5)
 N-ex
Wraz ze wzrostemn N wzrasta iloéé uwzglednianych ograniczern, stad iloéé infor-
macji maleje. Ciag F, musi zatem monotonicznie maleé¢ do granicznej wartosei
stanowiacej rzeczywista $rednia iloéé informacji na litere.

Prawdopodobienistwa, zaréwno pojedynczych liter, jak i grup dwu- 1 trzy-
literowych, zostaly dla jezyka angielskiego okreslone, brak jest jednak wyczer-
pujacych danych dla wiekszych grup. Istniejace dane zostaly zestawione
ponizej; F' oznacza tu informacje w bitach na litere:

(1) wszystkie litery réwnoprawdopodobne (27 liter tacznie z przerwa) Fy = 4,76 bitéw
na litere;

(2) uwzgledniajac prawdopodobiefistwo poszezegdlnych liter Fy = 4,03 bitéw na litere;

(3) uwzgledniajac dane o grupach dwuliterowych F, = 3,32 bitéw na litere;

(4) uwzgledniajac dane o grupach trzyliterowych Fy = 3,1 bitéw na litere.

Rozwleklogé jest definiowana za pomoca F w nastepujacy sposob:
R = 1—FFy- (3.6)

Jednakze F,, jest nieznane, poniewaz istnieje malo danych o zestawach

wigcej niz trzyliterowych. Do oceny wartoéci F;,, mozemy prébowaé stosowad

4 - Nauka a teoria informacji
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innego rodzaju statystyke, a mianowicie czestodé wystepowania stéw. Tego
typu statystyka zostala zestawiona zaréwno dla celéw kodowania, jak i w zwiaz-
ku z prébami zwiekszenia sprawnofci nauki jezyka.

0
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Rys. 3.1. Wykres (w skali podwéjnie logarytmicznej) czestoéei slowa w zaleznoéei od rzedu
stowa dla pierwszych 8727 slow

Slowa moga byé ustawione w ciag zgodnie z malejacymi czestodciami ich
wystepowania. W ten sposéb kazdemu slowu mozna przypisaé numer, jaki
zajmuje ono w.tym ciagu. Numer ten bedziemy nazywali rzedem stowa.
Na rysunku 3.1 pokazano zalezno$é logarytmu czestodci wystepowania stowa
od logarytmu rzedu. Pierwszym stowem (najczeciej wystepujacym w jezyku
angielskim) jest ,,the”, wykres zaé urywa sie na numerze 8727, wybranym tak,
by suma czestoéci réwnata sie jeden. Jak mozna zauwazyé, wykres na rys.
3.1 ma te ciekawa wlasnodé, iz jest linia prosta w skali lg—Ig. Linia ta moze
byé opisana wzorem empirycznym |
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Stosujac wyrazenie (3.7) otrzymujemy

—K > p,Inp, = 11,82 bitéw na slowo. (3.8)

Nastepnie, jezeli przyjmiemy, ze $rednie angielskie stowo (liczac takze przerwe
miedzy stowami) sklada sie z 5,5 liter, to otrzymamy jako graniczna wartoéd
Faowa = 2,14 bitéw na litere. Wartosci tej nie mozna jednak utozsamiaé
v Flim» poniewaz istnieja dodatkowe ograniczenia uwarunkowane zwigzkami
pomiedzy kolejnymi stowami.

3.4. DOSWIADCZENIA NAD WEASNOSCIAMI STATYSTYCZNYMI JEZYKA

W celu otrzymania bardziej szezegétowych danych proponuje sie nastepu-
jaca gre. Wybiera sie dowolne zdanie (3°); nastepnie wybiera sie osobe nie
znajaca tego zdania i zada sie od niej, aby, zaczynajac od pierwszej, odgady-
walta kolejne litery (liczac przerwy). Po kazdej prébie osobie tej daje sie od-
powiedZ tak lub nie i gre prowadz sie dalej. Liczbe préb na kazda litere
zapisuje sie, a po zakoficzeniu gry, sumuje i dzieli przez caltkowita iloéé liter
w zdaniu. W ten sposéb uzyskuje si¢ liczbe bitéw na litere, poniewaz kazda
proba, na ktéra odpowiadamy tak lub nie, daje jeden bit informacji.

Niekidre doswiadczenia tego typu (36) byly publikowane przez Shannona®.
Dla pewnego zdania ztozonego ze 102 liter calkowita liczba zgadywan potrzebna
do odtworzenia zdania wyniosta 198 zgadywan. Wskazuje to, ze na litere
przypada 1,94 bitéw. )

W innym przykladzie gre prowadzono odmiennie. Po kazdej prébie,
ody litera zostala odgadnieta prawidlowo, odpowiadano tak, a kiedy odpowiedz
byla bledna, podawano zgadywana litere. W zdaniu zlozonym ze 129 liter,
89 liter odgadnieto prawidlowo, natomiast w 40 prébach trzeba bylo podaé
prawidlowa litere. Przyjmujac, ze iloéé¢ informacji przypadajaca na jedna
litere wynosi F; = 4 bity (co wykazano wezesniej), otrzymujemy catkowita
liczbe bitoéw .
89440 - 4 = 249,
czyli

1,93 bitéw na litere.

* C. E. Suannon, Bell System Tech. J. 30 (1951), str. 54—58.
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W trzecim przykladzie otrzymano okolo 1,9 bitéw na litere. Liczbe 1,9
powinno sie jednak traktowaé jako gdérna granice, poniewaz w wielu przy-
padkach litery, ktére trzeba bylo odgadnaé, byly niemal oczywiste, a wiec
- poprawne ich odgadniecie (po ktérym nastepuje twierdzaca odpowiedz)
nie daje wlasciwie petnego bitu informacji.

N |
I\ |

|
NS |
dolna'g;nica/“ - i - II;_Q >4
i I

i 4 6 8 10 12 14 100
liczba liter

F-

2

—

liczba bitow na literg

o

Rys. 3.2. Tlodé bitéw na litere jako funkcja iloéei liter — do 15 liter z ekstrapolacja do 100
liter

Na rysunku 3.2, zaczerpnietym z publikacji Shannona®, przedstawiono
zaleznoéé ilodci informacji na litere od iloéci liter, uzyskana az do 15 liter
i dalej ekstrapolowana do 100 liter. Jedli przyjmiemy ekstrapolowang wartosé
1,4 bitéw na litere, to poréwnujac te wartosé z Fy = 4,76 bitéw na litere
mozemny stwierdzié, ze jezyk angielski cechuje znaczna rozwlekloéé (redun-
dancja). Wydaje sie, ze istotnie istnieje mozliwoéé trzykroinego skrécenia
tego jezvka, co uczyniloby go bardziej zwiezlym; jednakze moga tu wejsé
w gre takze i inne czynniki, jak zrozumialoéé jezyka lub mozliwoéé postugi-
wania si¢ mowa w obecnodci zakléeced (szumdw).

3.5. URZADZENIA KODUJACE (37)
Rozwazania przeprowadzone w poprzednich paragrafach prowadza w spo-

s6b naturalny do zagadniedr kodowania, a w szczegdlnodci do zagadnien
zwiazanych z budowa urzadzen kodujacych. Sugeruja one od razu, iz dobre

* C. E. Suannon, Bell System Tech. J. 30 (1951), str. 54—58.
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urzadzenie kodujace (3-8}, aby zmniejszyé rozwlekloéé przychodzacych liter,
_musi mieé pamieé. Inacze] méwige, koder musi pamietaé poprzednia litere,
aby wytworzyé w sposéb sprawny zespét symboli dla nastepnej praychodzace]
litery (3%). Jezeli wprowadzimy oznaczenia:

o, = stan pamieci w danej chwili,

x, = nastepna litera,

v, = f(x,, &, )= symbol lub zespét symboli odpowiadajacych literze «,,

to pamigé musi zmieni¢ swéj stan na nowy, ktéry bedzie zaleiny zaréwno
od x,, jak od o, a wiec

o"‘n—{—l - g(‘xnﬂ {xn)'

Wynik naszych probabilistycznych rozwazan dotyezacych zdarzen lacz-

nych zostal zwiezle sformulowany przez Shannona w twierdzeniu® 7:
_«System kodujacy moze zmniejszaé, a w najlepszym przypadku zachowy-

waé ilo$¢ informacji.»

- Metody kodowania rozpatrzymy w nastepnym rozdziale.

Urzadzenia kodujace, ktére realizuja odwracalny kod (31%), moga by¢ uzyte
badz do kodowania, badz do dekodowania; zachowuja one niezmieniona
iloéé informacji. llo$é ta moze byé obliczana dla catego stowa lub na jed-
nostke czasu, jesli wiadomo$é jest dostarczana ze Zrédla w sposéb ciagly.
Rezultat Shannona stanowi pewna analogie do sytuacji w termodynamice,
odzie procesy odwracalne nie zmieniaja entropii, podczas gdy w procesach
nieodwracalnych entropia wzrasta.

# Por. C. . Sannon, W. WEAVER, op. cit., str. 27.



ZASADY KODOWANIA. PROBLEMY ZWIAZANE
Z PRZEPUSTOWOSCIA KANALU

4.1. WSTEP

W poprzednich rozdziatach zdefiniowaliémy iloéé informacji zawartej
w stowie (1), Przedyskutowaliémy takze role rozwleklodei, ktérej skutkiem
jest zmniejszenie ilodcl informacji przypadajacej na litere w stowach danego
jezyka. Jezeli 7 jest érednia iloscia informacji na litere 1 jedli Zrédlo podaje
litery z szybkoécia m liter na sekunde, to szybko$é podawania informacji
wynosi

[" = mi bitéw na sekunde. (4.1)

W niektérych sytuacjach moze okazaé sie dogodne zastapienie pierwotnego
alfabetu stosowanego przez Zrédlo innym zespolem liter, w celu zmniejszenia
rozwleklosci i zredukowania liczby liter, kiére maja byé przekazywane w jednej
sekundzie. Ogélna procedura, joka nalezy stosowaé w tego typu operacjach
kodowania, zostala naszkicowana na koticu poprzedniego rozdzialu. Jesli
kod realizowany przez urzadzenie kodujace jest odwracalny, zachowuje ono
stalg szybkosé przepltywu informacji I’ i informacja nie jest tracona w procesie
kodewania. Podobne urzadzenie kodujace (pracujace w przeciwnym kierunku)
moze by¢ uzyte do dekodowania zakodowanych stéw i zapisywania ich w alfa-
becie pierwotnym. Jedli kod realizowany przez urzadzenie kodujace nie jest
odwracalny, moze nastapi¢ strata czeéei informacji i moga zosta¢ wprowa-
dzone bledy i slowa niezrozumiate. Stad warunkiem, jaki przede wszystkim
musimy spelnié¢ przy kodowaniu, jest, aby kod byl odwracalny.

Jak wybraé najbardziej efektywny kod? Brak jest ogélnej odpowiedzi
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na to pytanie; jest ona uzalezniona od przeznaczenia zakodowanych sygnatéw.
Przede wszystkim musimy rozwazyé wlasnodei ,kanalu®™, ktérym sygnaly
maja by¢ transmitowane (w przypadku telekomunikacji) lub magazynowane
(jeshi rozpatrujemy np. zagadnienia pamigci maszyn cyfrowych).

Najlepszy bedzie taki kod, ktéry sprawnie dopasuje szybkoéé przepltywu
informacji do przepustowoéci kanalu.

4.2. DEFINICJA KANALU I JEGO PRZEPUSTOWOSCI

Jezeli chcemy przekazaé informacje albo zmagazynowaé ja w urzadzeniu
pamietajacym, musimy przede wszystkim wybrac oérodek fizyczny — kabel,
lacze radiowe, rure rteciowa, tadme magnetyczng itp. Musimy takze rozpatrzyé
ograniczenia wnoszone przez fizyczne wlasnodci tego oérodka. Na przyklad,
jesli uzywamy kabla o padmie przepuszczania szerokosci Av, najkrotszy syg-
nal, jaki moze byé¢ przesylany tym kablem, ma czas trwania A¢ (rozdz. 8)
taki, ze

AtAy = 1. | (4.2)

Nastepnie wynika techniczny problem wybrania zespolu symboli do-
pasowanych do fizycznego ofrodka i takich, by bylo mozliwe zastosowanie
ich do komunikacji, a wiec: kropek, kresek, spacji, sygnaléw o réinej ampli-
tudzie, polaryzacji itd. Jezeli dokonamy takiego wyboru, to tym samym
okreslimy kanal. W naszych statystycznych rozwazaniach wystarczy zajaé
si¢ tylko zbiorem n dyskretnych symboli Sy, S,,..., 5;,..., S, kibre moga
by¢ stosowane, 1 ich dlugoéciami (czasami trwania) ¢,, t,,..., Eiyeres bye Odtad
mozemy pomingé fizyezng strukiure systemu przekazywania jak réwnies
techniczno-praktyczne przestanki prowadzace do wyboru symboli \S; 1 ich
czasu trwania #;. Dla wszystkich teoretycznych i praktycznych rozwazan
kanat okreslimy po prostu przez zhi6r symboli S; o czasie trwania ¢;. Mozemy
réwniez nie braé¢ pod uwage fizycznej struktury sygnaléw, bowiem tylko ich
czas trwania bedzie mial znaczenie dla naszych rozwazan. Nie nakladamy
zadnych ograniczen na czasy trwania f; i dopuszczamy mozliwosé wystepo-
wania pewnej liczby sygnaléw o tym samym czasie trwania.

Przyjmijmy, ze symbole S; sa nawzajem calkowicie niezaleine i zostaly
zdefiniowane w sposéb, z ktérego nie wynika zadnego rodzaju korelacja.



56 4. Zasady kodowania. Przepustowoéé kanalu

Zalozmy, ze dowolny ciag symboli (%) moze stanowié telegram. Catkowity
czas trwania telegramu 7' jest suma czaséw trwania #; poszezegdlnych symboli
tworzacych ten telegram.

Rozwazmy wszystkie mozliwe telegramy majace catkowity czas trwania
T. Beda one odpowiadaly wszystkim mozliwym kombinacjom symboli S;
o catkowitym czasie trwania 7. Oznaczmy przez N(T) liczbe takich moiliwych
telegraméw. Zalézmy, ze stosowanie symboli S; nie jest ograniczone przez
zadne dodatkowe warunki czy korelacje. Wszystkie N(T) telegramy o czasie
trwania T’ uwaza si¢ za réwnoprawdopodobne a priori (43). Zatem, jedli wy-
bierzemy jeden z takich telegraméw, to zgodnie z réwnaniem (1.1) otrzy-
mamy informacje

I=Kln N,

' przy czym wyboér jednostek zalezy tu od wyboru stalej K. Szybkodé, z jaka in-
formacja jest przekazywana przez kanal, jest réwna I]T. Szybkoéé ta zmienia
sle wraz ze zmiang calkowitego czasu trwania T, mozna jednakze wykazaé, ze
we wszystkich praktyeznych przypadkach zbliza sig ona do granicy, gdy 7 nie-
ograniczenie rosnie. Shannon™ przyjmuje te granice jako definicje przepusto-
woscl kanatu |

{ = K lim MQ)

T o0

(4.3)

Jezeli chcemy wyrazi¢ informacje w jednostkach entropii przyjmujemy
K =k, gdzie k jest stala Boltzmanna. W wiekszoéei zagadniest bedziemy mie-
rzyli iloéé informacji w bitach. Tak bedzie, gdy przyjmiemy

K=1lg,e (4.4)
lub
C = lim [lg, N(D)/T, (4.5)
T=c0

tzn. jezeli 7" mierzymy w sekundach, przepustowosé kanatu wyrazamy w bi-
tach na sekunde,.

W nastepnych paragrafach tego rozdziatu rozwazymy sensownosé powyz-
szej definicji i warunek istnienia granicy C. Nastepnie wykazemy, ze przepus-
towosé kanalu odpowiada maksymalne] éredniej szybkoéei przeptywu infor-

* C. L. Smannon, W. Weaver, The Mathematical Theory of Communication,
Urbana, 111. 1949, Univ. of Illinois Press, sir. 7.
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macji w kanale, jedli wszystkie mozliwe kombinacje symboli sa dopuszezalne.
W koinicu rozwazymy, jak kodowaé stowa, aby w pelni wykorzystaé przepusto-
woé¢ kanatu. Doprowadzi to do sformulowania zagadnienia kodowania z uw-
zglednieniem aspektu praktycznego. Dany jest mianowicie zbiér stéw pisa-
nych w pewnym jezyku, pewnym alfabetem. Za poérednictwem kodera nalezy
dopasowad jezyk do kanahu i zblizy¢ sie, jak tylko jest to mozliwe, do szybkodei
przekazywania informacji odpowiadajacej przepustowogei € kanatu. Udowod-
nimy, ze zagadnienie to mozna rozwiazaé, i rozwazymy niektére ogélne wa-
runki, jakie musza by¢ spelnione przez kod, aby osiagnieta byla granica teore-
tyezna,

4.3. SYMBOLE, SEOWA I WIADOMOSCI PRZY KODOWANIU
SEKWENCYJNYM

Przypuéémy, ze dokonalidmy wyboru symboli i cheemy uzyé kombinacji
tych symboli do budowy stéw lub telegraméw (34). Nasze symbole moga od-
powiada¢ np. literom, z ktérych moga byé zlozone stowa, moga tez one repre-
zentowaé eyfry, ktérych ciag daje pewna liczbe. Bardziej ogélny problem obej-
muje przypadek, kiedy cyfry lub litery odpowiadaja calym stlowom. W przy-
padku mowy kazdemu stowu odpowiada kombinacja dzwiekdw podstawowych
— fonemodw, ktére graja tu role symboli.

7 wytworzeniem kazdego symbolu zwiazany jest pewien koszt. Sposéb ob-
liczenia tego kesztu zalezy od fizycznego systemu przekazywania informacji.
Na poczatku zalozymy, ze koszt jest proporcjonalny do czasu trwania sygnatu
reprezentujacego symbol. Tak jest w zagadnieniach telekomunikacji, gdzie
wymagana jest mala moe, podezas gdy ilodé przesylanych wiadomodei w cza-
sie T'ma by¢ tak duza, jak tylko jest to mozliwe. Kazdy z symboli S; ma pewien
czas trwania ¢;1 taki sam czas trwania moZe mie¢ wiele symboli; zachodzi to
woéwezas, kiedy na przyklad uzywamy impulséw o zmiennej amplitudzie lub
o réznych czestotliwoéeiach. Zachodzi to réwniez w praypadku sygnatéw tele-
graficznych, ktdre maja postaé kropek i przerw o tym samym czasie trwania.

Zatézmy, ze na wybér mozliwych ciagéw symboli nie nalozono zadnych
ograniczen. Jezeli uzywamy liter, pocigga to za soba dopuszczenie jako stow
czv telegraméw blokow liter niemozliwych do wymdwienia lub nie majacych
zadnego zmaczenia w zadnvm jezyku. Do oznaczania przerwy mozemy wybraé
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jeden spoéréd naszych symboli lub mozemy przyjaé kombinacje symboli.
Uporzadkujmy teraz nasze symbole zgodnie z ich kosztem (lub czasem trwa-
nia). Otrzymamy

@, symboli o czasie trwania ¢,

ay symboli o czasie trwania i,

ag symboli o czasie trwania t3, ¢;>0. (4.6)
a; symboli o czasic trwania t;, |

a,, symboli o czasie trwania ¢ = o.

Jezeli o oznacza czas trwania najdtuzszego stosowanego przez nas symbolu,
a n jest calkowity liczba symboli, to mamy

Z a;=n oraz 1<t <t,<..<t<..<t,=o0.  (47)

Liczby a; sa nieujemnymi liczbami calkowitymi; mozemy przyjaé, ze czasy
trwania #; sa takze liczbami calkowitymi. Zalozenie to odpowiada sytuacji
wyst«@pche} w praktyce, poniewaz czas trwama moze byé okreélony tylko
z pewnym bledem.

Zgodnie z programem, nakreslonym w rozdz. 4.2, chcemy obecnie obliczyé
liczbe N(¢) réznych telegraméw o calkowitym czasie trwania ¢, Liczba ta spel-
nia zaleznoéé

== FFl

N@) = a;N(t—1t)+ayN(t—t5)+...+a,, N(t—t,) Z N(E—t;). (4.8)

Z zaleznodci tej wynika, ze aby utworzy¢ telegram o callowitym czasie trwa-
nia ¢, trzeba uzupenié telegram o czasie trwania (1—¢,) ktérymkolwiek z a,
symboli o eczasie trwania ;; podobnie mozna postepowaé dla t,, tg, ..., £,

Réwnanie (4.8) jest liniowyni réwnaniem réznicowym®. Ma ono ¢ liniowo
niezaleznych rozwiazai szczegélnych postaci

Ny =X., k=12 ..0, (4.9)

rozwiazanie ogélne natomiast jest liniowa kombinacia

k=g
= 3 4,X,, (4.10)
k=1

* Por. Dodatek do rozdz. 4. -
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ze stalymi wspdlezynnikami A,. Podstawiajac rozwigzanie szczegblne
N(t) = X do réwnania (4.8) widzimy, ze X, sq pierwiastkami réwnania

J=m
Xt e E az].Xt——I] e 0
j=1
lub .
J=m
1= S aX =0, (4.11)
Jwﬁ

Réwnanie to nazywa si¢ réwnaniem charakterystycznym réwnania (4.8).
W celu wyeliminowania ujemnych poteg X° mozemy pomnozy¢ je przez X
i w ten spos6b otrzymamy réwnanie algebraiczne stopnia o

7

ji=m
X°— D aX =0, a >0 (4.12)
j=1

W réwnaniu tym wystepuje tvlko jedua zmiana znaku i stad, zgodnie z regula
Karlezjusza, ma ono tylko jeden dodatni pierwiastek. Co wigcej, wielomian
staje sie ujerny dla X =1, poniewaz w naszym zagadnieniu wystepuja co
najmniej dwa symbole, tak ze

J=m

Zaj,>2,

j=1

wiclomian natomiast staje sie dodatni dla bardzo duzych X. Dochodzimy
wiec do wniosku, Ze réwnanie (4.12) ma

jeden rzeczywisty pierwiastek dodatni, wiekszy niz 1 : X;> 1,

} (4.13)

o — 1 ujemnych lub zespolonych pierwiastkéw: X,, Xj, ..., X.

4.4. OMOWIENIE WYNIKOW

Oméwionym wyzej problemem zajmowal sie po raz pierwszy Shannon™,
bardziej szczegélowe za$ rozwazania na ten temat mozna znalezé w pracy
Mandelbrota™*.

* Por. C. E. SgannoN, W. WEAVER, op. cit., str. 5.

#* B. MANDELBROT, Contribution & la théorie mathématique des jeux de communica-
tion, Ph. D. thesis, Paris, December 16, 1952; Publ. de 1'Inst. de Statistique de I"Univ. de
Paris, vol. 2, fasc. 1,2, 1953, str. 80—102; Trans. LR.E. (P.G.L.T.) 3 (1954), str. 124.
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| Mamy wiec rozwiazanie ogdélne (4.10) zawierajace o stalych wspolezyn-
nikéw A,. Wspdlezynniki te sg okreslone przez warunki poczatkowe, ktore
obecnie rozwazymy. Przeanalizujmy réwnanie (4.8) dla malych wartodei &.
W jednym z wyrazéw w réwnaniu (4.8) wystapi

t;=1t lub t—1;=0

. y e AT o et memouata ; Fy : :
i musimy wzigé N(O} = 1, gdyZ jest oczywiste, Ze mozemy uzyé a; symboli
o czasie trwania ¢; do repregentowania niektérych wiadomoscei, jezeli caltko-
wity czas trwania telegramu wynosiz = 7, Wieksze wartodeit,, 1, 2,5, oy £,
nie moga byé zastosowane. Stwierdzenie to jest shuszne dla wszystkich war-
todci j. Powyisze warunki spetnimy biorac

N(O) = 1, o
N(—=1) = N(—=2) = ... = N(—a+1) = 0. (4.14)

W ten sposéb otrzymaliémy o warunkéw poczatkowych, ktére okredlaja
o naszych wspélezynnikéw A, . Wartosei funkeji N(¢) dlat = —o, —o —1, ...
nigdy nie wystepuja w réwnaniu (4.8) 1 dlatego nie odgrywaja one Zadnej
roli w naszym zagadnieniu.

Wydzielmy pierwiastek dodatni X; i napiszmy -

k=0
N(t) = A XL - 3 A, XE. (4.15)
k=2

Pierwszy wyraz rosnie wykfadniczo z £ i jest dominujacym skladnikiem
w réwnaniu dotyczacym N(f). Pozostale wyrazy maja charakter oscylacyjny.
Jezeli pierwiastek X, jest ujemny, daje on na przemian dodatnie i ujemne
wartodci X, w miarg jak ¢ wzrasta (¢ jest zawsze liczba calkowita). Jezeli X,
jest plerwiastkiem zespolonym, to liczba zespolona X, sprzezona z X, jest
takie pierwiastkiem i ta para pierwiastkéw razem daje réwniez oscylacje,
gdy t wzrasta.

Rozwigzanie (4.15) jest stabilne, jedli amplituda wezystkich czlonéw
oscylacyjnych maleje, 1 niestabilne, jeéli amplituda oscylacji wzrasta. Méwimy,
ze nasze rozwiazanie wykazuje

absolutng stabilnoéé, jeéli |X;| <1 dla j =2,
wzgledna stabilnodé, jedli | X! < X dla j= 2, }(4.16)
niestabilnosé, jesli | X > X dla co najmniej jednego j = 2. |
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W pierwszym przypadku amplituda oscylacji maleje; w drugim amplituda

oscylacji roénie wolniej niz wyraz dominujacy.
Warunki poczatkowe (4.14) daja

NO) = A+ Ayt 44, = 1. (4.17)

W dwoch pierwszych przypadkach (absolutnej i weglednej stabilno$cy),
w wielu zagadnieniach mozemy zaniedbaé wyrazy oscylacyjne 1 zostawié
tylko wyraz dominujacy réwnania (4.15):

N'(t) = A, Xt = A, e,  gdrie f=1InX;. (4.18)

N(t) jest liczba telegraméw o catkowitym czasie trwania ¢. Nas jednakie moze
interesowaé liczba Ny(f) telegraméw o czasie trwania mniejszym lub réw-
nym t. Majac na uwadze, ze ¢t jest zawsze liczba catkowita, mamy

ga=t s==p k=g k=0 s=t
Nyt) = INE) = 3 T AN, =) Ak(Z‘ X,g) . (4.19)
s==] s=1k=1 k=1 s=1

Suma nie obejmuje przypadku s = 0, poniewaz telegram o dlugosci zero
nie ma zadnego sensu. Wykorzystujac zwiazek

s=t r
Z Xp = X3(1 LX XA XY = X i j?* (4.20)
- — Ak
s=1
mamy
ko op 1 X_t k=0
Ny(1) = Z A X 1_}(’; _ Z Bu(Xi—1), (4.21)
k=1 B=1
gdzie
By = AX/(Xe—1) = A,J1— X,
Wynik ten mozemy napisaé¢ w postaci |
k=g ‘
Nty = B X + D) B X[—B,, (4.22)
k-2
gdzie
k=c

By = 3 B,.

R4

i
=t

k
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Liczba V; telegraméw o czasie trwania krétszym lub réwnym ¢ zawiera wyraz
dominujacy z Xj, wyrazy oscylujace (£ =2, 3, ..., 0) i stata B,. Pomijajac
wyrazy oscylacyjne otrzymujemy wyrazenie dla N (2): ‘

Ni(t) = 'BIX:IL""__BO = B, " —B,, (4.23)
bedzie to, w przypadkach stabilnych, dobre przyblizenie dla duzych ¢
Z réwnpania (4.23) wynika dalej, ze

1, Ni+B,

t::gln' Bl——m_mt‘rl’

1
p

In (Vi+By), (4.24)

gdzie

by = 18

4.5. PRZYKLADY
Dla zilustrowania metody obliczania N(¢) podamy teraz kilka przykiadow.

4.5.1, Wszystkie symbole maja jednakowa dlugosé

Przyjmiemy dla tego przypadku a, == n, gdzie n jest calkowita liczba
symboli o dlugosgci ¢, = ¢ = 1. Réwnanie (4.12) przyjmuje postaé
X—n =0, (4.25)
Mamy tylko jeden rzeczywisty dodatni pierwiastek X = n i stad
N=n? oraz N;=@n'-1/1—n"1).

Przypadek ten wykazuje absolutna stabilno$é — bez oscylacji.

4.5.2. Symbole o dwu réznych diugosciach: 1 i ¢
(1) Stopienr réwnania charakterystycznego jest réwny o. W praypadku
ogélnym mamy
Xo—aq; X"t —a, = 0. | (4.26)
(2} Najprostszy przypadek wystapi dla o == 2:

XP—ay X—a, = 0. (4.27)
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Réwnanie to ma plerwiastki

Xy

X, } = 1/2(@1 ﬁiV@%"l"’"L%)- (4.28)

Poniewaz | X,| << X, mozemy by¢ pewni, ze wzgledna stabilnosé jest za-
pewniona, Warunek absolutnej stabilnosei w tym przypadku ma postaé

X, = ~Xy<<1 Iub  ay > ay—l. (4.29)

Warunek ten jest spelniony np. przez kanal z dwoma tylko symbolami:

s
0 =ay =1, X,= ZV5 — 1,62,
115
X, = 215 — —0,62. (4.30)

(3) Rozwazmy przypadek, 'kiedy dlugie sygnaty sa trzykrotnie dhuzsze
niz krotkie:
Lh=1, ty=2, tz3=3,  o¢=3,
ay <0, ay=0, ag>0.

Réwnanie charakterystyczne ma postaé

X3—a, X?%—ay = 0. (4.31)
Bierzemy
Y = X1,
stad mamy
Y34pY4q =0, gdzie p = a,/a,, natomiast ¢ = —1/a;. (4.32)
Jest to dobrze znane réwnanie trzeciego stopnia*. Poniewaz wyrazenie 2792+

+4p® jest dodatnie, istnieje jeden pierwiastek dodatni i dwa zespolone:

Y, =A+B, Y,=wA+&B, Y,=dA+wb, (4.33)

* 1. S. Sokornikorr, E. S. Soxounikorw, Higher Mathemaiics for Engineers and
Physicists, New York 1941, Mc Graw-Hill, str. 86.
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gdzie )
o= (—1-V30)2, &= (—1=V3))2, o?=a,

1 4p3 .1 /M 4p?
3 T — 2 . S | —py — 2 ..
A_-z(g{r q+27),3 2(9 'lq»~r-27)-

Wybieramy dla A i B rzeczywiste pierwiastki trzeciego stopnia, tak ze Y] jest
liczba rzeczywista, podezas gdy Y, 1 Yy sa liczbami zespolonymi sprzezo-
nymi.
Stabilno$¢ wzgledna wystapi, jesli

[ Xpl = [Xp| < Xy lub (Y] = [Vy| > V4. (4.54)

Latwo mozna obliczyé
|Y,2 = Y, V, = Y,Y, = A2} B2—AB,
Y? = A*+-B2-+2AB,

lecz

Tak wiec warunck wzglednej stabilnodci (4.34) jest spelniony. Aby wystapita
absolutna stabilnoéé trzeba, by '

| Vo2 = | Y3)* > 1; (4.35)
warunek ten jest spelniony, kiedy |A| i |B| nie sa zbyt male. Mamy
B+ B = (A+B) (A B —AB) = —q = 1]ay;

:Stéld |
Y, Y, = 1as.

Poniewaz Y, jest mniejsze niz 1 (X, > 1), z warunku (4.35) wynika latwo
spelniony warunek
as Y, < 1. (4.30)
4.5.3. Kazdy symbol ma inna dlugosé
W tym przypadku mamy
Ay = Qg = ... == U, =1
oraz odpowiednio

tlxl, 32“""’——2, soay t0.$ a.
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i

Réwnanie charakterystyczne (4.12) przyjmuje postaé

Xe—Xo"loX"2_  _X-1=0 (4.37)
lub
Xo—1
X0 — S =0,

Mnozac przez X—1, otrzymujemy
X+l 9X° 1] =0, (4.38)

Réwnanie powyzsze ma pierwiastek obey X = 1. Réwnanie (4.37) ma tylko
jeden pierwiastek dodatni, lezacy pomiedzy 1,62 (przypadek o = 2, réwnanie
(4.30)) a 2 (dla 0—>o00). Wychodzac z réwnania (4.38), napiszemy

1.

Jedli @ jest parzyste, to istnieje jeden pierwiastek ujemny, kiedy zaé ¢ jest
nieparzyste, pierwiastkéw ujemnych nie ma. Mozna to latwo sprawdzié
stosujac do réwnania (4.38) regule znakéw Kartezjusza:

X x {o‘ parzyste: —X'°*1—2X"°11 =0, jedna zmiana znaku,

o nieparzyste: X'°F142X"94-1 =0, nie ma zmiany znaku.
parzy y

(4.40)

Wszystkie pozostale pierwiastki sa zespolone. Jezeli o jest parzyste, ujemny
pierwiastek lezy w przedziale pomiedzy X' = 0 oraz X' = 1 (co odpowiada
X = —1) 1 dlatego nie wplywa on na stabilnoéé rozwiazania. Dla duzych
wartosci o pierwiastki zespolone sg bliskie pierwiastkowi stopnia ¢ z jednoéei.
Napiszmy

X = e(2nni/c)+s? (44'1)

gdzie n jest Hezba calkowita, & natomiast jest mate. Ta wartoéé X spelnia
réwnanie (4.38), jesli e wyraza sie w przyblizeniu wzorem

™ & 1j(2—e?™il), g1,

Wyrazenie to daje mala warto$é e, jesli ¢ jest duze. Pierwiastki zespolone
beda wiec mialy warto$é modutu bliska jednoécei i warunek wzglednej stabil-
noscl bedzie spelniony.
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4.6. OBLICZANIE PRZEPUSTOWOSCI KANALU

Obecnie jesteémy w stanie znalezé przepustowoéé kanatu zdefiniowana
wzorem (4.3). Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z przypadkiem stabilnym,
Dla bardzo diugich 7" mozemy poshugiwaé sie wyrazem dominujacym
(réwnanie (4.18)):

NMT) ——> A, X] = A, przy T ——>o00 (4.42)
i stad '
In Noe— gT+In 4,, gdzie f=1In X,.

Stosujac teraz (4.3), otrzymujemy wzér na przepustowo$é¢ kanatu

C = lim (.Kﬂ + K II}AA) — KB. (4.43)

T —»00

Shannon rozpatruje takze zagadnienia, w ktérych na dopuszezalne ciggi
symboli S; naklada si¢ pewne ograniczenia. My, jednakze, w obecnych roz-
wazaniach zajmiemy si¢ poprzednim zagadnieniem, bez Zadnych ograniczen.

Po zdefiniowaniu przepustowosci kanalu Shannon wprowadza swoja
definicje miary iloéci informacji, ktéra juz podalidiny w poprzednich rozdzia-
lach. Nastepnie udowadnia on fundamentalne twierdzenie* dla kanalu
bezszumowego:

Jesli kanal ma przepustowos$é ¢ bitéw na sekunde i otrzymuje wiadomosci
ze zrédla informacji podawane z szybkoéeia ¢ bitéw na symbol, to najlepszy
z mozliwych koddw pozwoli nam przesylaé przez kanal informacje z szybkoécia
R = (7 symboli na sekunde.

Dowdéd tego twierdzenia wyniknie z rozwazan, ktére przeprowadzimy
ponizej.

4.7. DOPASOWANIE KODU DO KANALU

Zamierzamy obecnie zajaé sie dokladniej fizycznym znaczeniem funda-
mentalnego twierdzenia Shannona 1 okreéli¢ wlasnoécei kodu, ktéry umozliwia
pelne wykorzystanie przepustowoséci kanalu. Wykazemy, Ze najlepszy jest
taki kod, ktéry prowadzi do najbardziej prawdopodobnego rozkladu symboli;
podamy takze reguly znajdowania takich optymalnych systeméw kodowania.

* €. E. Smannon, W. WEAVER, op. cit., Sec. 9, str. 28.
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Przypomnijmy najpierw niektére wyniki z poprzednich rozdzialéw.
Zatozyliémy, ze w naszym systemie komunikacyjnym uzywamy n réznych
symboli, i mogli$my obliczy¢ catkowity liczbe telegraméw, to znaczy réznych
kombinacji symboli, jedliliczby Ny, Ny, ..., N, ..., N, powtdrzen tych réznych
symboli byly znane. Niech

i=n
Go= Nyt Nyt t N, = J1 N, (4.44)
]:
bedzie catkowita liczba symboli, z ktérych utworzone sg telegramy, oraz
. J=n
p; = N,/Gy,  gdzie > p; =1, , (4.45)
i=1
ozrnacza wzgledna czestodé wystepowania j-ego symbolu. Calkowita liczba

réimych telegraméw tego typu jest okreflona przez wzér (1.26):

P = Gl /TIN L.
;

Stosujge wzdr Stirlinga otrzymujemy w przyblizeniu

je=n

In P =Gy 3 p;Inp;. (4.46)
j=1

Wzér ten byl stosowany do okredlania ilosei informacji, uzyskiwanej przy
wyborze jednego telegramu z P mozliwych (wzér (1.28)) i stad mieliémy
informacje na symbol

F=n
= [[Gy = —K thj In p,. (4.47)
iz

4.7.1. Symbole o réwnej dlugosci (jednakowym czasie trwania)

Na wstepie rozwazmy prosty przyklad, przyjmujac, ze wszystkie symbole
maja jednakowa dlugosé ¢;. Diugi odcinek czasu T zawiera

G = Tjt,

pozyeji (lub komorek) dla réznych symboli. W kazdej pozyeji mozemy umies-
cié jeden z n réznych symboli 1 stad calkowita liczba mozliwych telegraméw
jest réwna

N(T) = nC = n¥ln, (4.48)
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Z definicji (4.3) otrzymamy teraz przepustowosé takiego kanalu:
C = (Kln n)/t,. (4.48a)

W naszych obecuych rozwazaniach dotyczgcych przepustowodei kanalu nie
zakladamy znajomodei czestodei a priori wystepowania n réznych symboli.
Kiedy definiowaliémy informacje, zatozyliémy, Ze znamy czestoéci a priori
symboli py, pa, ..y iy -oos P> 1 otrzymalidmy iloé¢ informacji (na symbol)
okreslona przez rownanie (4.47). Iloéé informacji osiaga maksimum, jezeli
wszystkie p; sa sobie réwne:

Pi=Pa=Pg= - =Pj= oo TPy = l/n

1 to maksimum ma wartodé

TG BN
Ltnax — B ";'i“ 11 n = nin,

F==1
poniewaz w sumie mamy n réwnych wyrazéw. Jest to ilo$é informacji na
symbol w przypadku, kiedy wszystkie symbole sa réwnoprawdopodobne.
Kazdy symbol ma czas trwania ¢, i stad szybkos$é, z jaka informacja jest
przekazywana, wynosi '

ift, = (K'ln n)ft, bitéw na sekunde. (4.49)

Jest to wzoér identyczny ze wzorem (4.48a) dla przepustowosci kanatu. Podo-
biefistwo pomiedzy wzorami (4.48) i (4.49) jest uderzajace. Przy obliczaniu
przepustowoéci kanatu uzywaliSmy wszystkich mozliwych rozktadéw symboli.
W przypadku wzoru (4.49) zatozylidmy pewien dowolny zespél gestosei -
a priorl, nastepnie za$, w celu maksymalizacji informacji, przyjelidémy p; = 1/n
i w ten to spos6b otrzymalidmy identyczny wynik. Ze wzordw (4.48a) i (4.49)
otrzymujemy szybkosé przekazywania symboli

R = Cji = 1jt;. , (4.50)

Istotnie nie mozemy przekazywaé wiecej niz 1/t; symboli o czasie trwania ¢,
(sekund) na sekunde. Stad w naszym prostym przykladzie najlepszym sposo-
bem kodowania jest taki sposob, przy ktérym wszystkie symbole, zgodnie
z twierdzeniem Shannona, wystepuja w réwnych proporcjach®.

* Tzn. réwnie czesto. (Przyp. ttum.).
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Zauwazmy takze, ze warunek, by iloéé¢ informacji byla maksymalna,
daje najbardziej prawdopodobny rozktad symboli. Istotnie N(z) jest catko-
wita liczbg mozliwych telegraméw, zas P, gdzie

j=n
mP=— > plnp =iK
j=1

jest liczba mozliwych telegraméw o rozkladzie symboli okredlonym przez
prawdopodobienstwa p;. Maksymalizacja In P (lub ilodei informacji i) jest
réwnowazna maksymalizacji P. Jednakze P/N (gdzie N uwazamy za stala)
jest prawdopodobienstwem wystapienia rozkladu P (okreflonego przez p))
i rozklad jest najbardziej prawdopodobny, jezeli P osiaga maksimum.

W przypadku uproszezonym, jaki rozpatrujemy w tym paragrafie (wszy-
stkie symbole maja taka sama dlugosé), doszliémy do warunku, ze najbardziej
prawdopodobny rozklad daje maksimum ilodci informacji. MoZna takie
powiedzieé, ze rozklad ten jest rozkladem asymptotycznym, co wynika
z réwnania (4.48a), przy wyprowadzaniu kidrego nie uwzglednialiémy roz-
kladu a priori. Ten asymptotyczny rozklad moze by¢ uwazany za rozklad
sredni w tym znaczeniu, ze przy usrednianiu za diugi okres czasu odgrywa
role tylko rozklad asymptotyczny. W nastepnym rozdziale zobaczymy, Ze
uwagi te sa sluszne rowniez w przypadku, kiedy symbole nie maja tego

samego czasu trwania.

4.8. ZAGADNIENIE OGOLNE — SYMBOLE O ROZNYCH DLUGOSCIACH

Chcemy obecnie rozwazyé zagadnienie ogdlne, z symbolami o réznych
dlugosciach ; udowodnimy réwniez, ze nasz poprzedni wniosek, a mianowicie,
ze najbardziej efektywny jest kod, przy ktérym rozklad a priori czestodel
réznych symboli jest najbardziej prawdopodobny, pozostaje stuszny. Nastepnie
bedziemy chcieli znalezé taki wlasnie rozklad i rozpatrzyé zwiazek zachodzacy
miedzy nim a zaleznodciami (4.11) i (4.12).

Rozwazania dla symboli o réznych dlugodciach sa nieco bardziej zlozone
niz dla symboli o ré6wnej dlugoéei. Zalézmy najpierw, ze mamy do czynienia
z telegramem o catkowitym czasie trwania 7T, oraz przyjmijmy, Ze bedziemy
stosowaé Ny, Ny, ..., Nj, ...y N, symboli, odpowiednio, typu 1, 2, ... j; ...y 2
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Calkowity czas trwania wiadomoscl wynosi

J=n
T=7> Nit,. (4.51)
j=1
Wprowadzmy calkowita liczbe symboli G, i wzgledne czestodel wystepowa-
nia p;: '
j=n /
j=1
stad
Jj=n
> p=1 (4.53)
i=1

Wzor (4.5]1) mozemy zapisaé¢ w nastepujacej postaci:

j=n
J=

Logarytm catkowitej liczby P réznych wiadomosei, kidre mozemy skonstruo-
waé przez zmiane pozycji réznych symboli, wyraza sie w dalszym ciagu wzo-
rem (4.46):

J=n

InP = —G, Z; pilap. (4.55)
=

Informacja uzyskana przy wyborze jednego z rozpatrywanych telegraméw
(a jest ich P), zgodnie z nasza definicja (1.1), jest okreélona wzorem K In P.
Wszystkie te telegramy maja ten sam czas trwania T, poniewaz skladaja sie
z takich samych liczb N, Ny, ..., N, réinych symboli; przyjmiemy réwniez,
ze 83 one réwnoprawdopodobne a priori. Cheemy teraz znalezé najbardzie;
prawdopodobny rozklad, co jest réwnoznaczne maksymalizacji iloéci infor-
macji przypadajacej na telegram. Uzyskamy to, maksymalizujac In P oraz
uwzgledniajac warunki (4.53) i (4.54). Mozna to uczynié stosnjac metode
mnoznikéw Lagrange’a. Warunek wystapienia ekstremum ma postac*

d(In P)—a d (Ji‘ pj) —BdT =0, (4.56)

* Warunek (4.56) jest warunkiem istnienia ekstremum In P. Dowéd, czy jest to minimum,

czy maksimum, moZe byé przeprowadzony metoda stosowana przy dowodzie wlasnoscei (C)
(rozdz. 2.3).
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gdzie o i 8 =a dowolnymi mnoznikami, ktére okredlimy pdézniej. Zmiennymi
sa W Gy, P1s Pas ooe» Pjs »os D ROZDiCZKUjaC réWnaNie (4.55) otrzymujemy

j=n J=n
d(In P) = —(dGy) 3} p;jIn p—Gy 2 (1--1n p) dp;.
=X j=1

Je=

Jezeli podstawimy to wyrazenie do wzoru (4.56), to otrzymamy

J=n j=n j=n
—dG, [lef In p;+p lef%] + 20 dpl -Gyt Gill -+ )] = 0.
j= j= j=
(4.57)

Rézniczki dGy i dp; musimy teraz traktowaé jako dowolne, niezaleine wiel-
kodci. Rézniczka zupetna d(In P} moze byé réwna zeru tylko wtedy, gdy oba
wyrazenia w nawiasach kwadratowych beda réwne zeru, a wige jezeli

j=n

Ep]- (In p;+-pt;) =0, (4.58)
=

Inp, = —1—pt;—ajG,. (4.59)

Po podstawieniu réwnania (4.59) do (4.58) otrzymamy

J=mn

_lej(‘"“l—““/Go) = 0.

i=

7 uwagi na warunek (4.53) musimy przyjac

14a/Gy=0 lub a= —G,. (4.60)
Wobec tego réwnanie (4.59) sprowadza si¢ do
Inp;= —pt; lub p;= e P, (4.61)
Stala dowolna f jest okreflona przez warunek (4.53):
J=n f=n '
Mpi= e =1 (4.62)
i=1 j=1
Oznaczmy
X =éf,

Nalezy przy tym pamietaé, ze w telegramie moze wystgpowac wiecej niz
jeden symbol o tej samej dlugoéci.
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Zalézmy, ze wystepuje a; symboli o czasie trwania ¢;. Réwnanie (4.62)

mozna wowczas rapisaé w postaci

j=n

D a X7 =1 (4.63)

i=1
Wyrazenie to jest identyczne z wyrazeniem (4.11) z rozdz. 4.3. Jezeli bedziemy
rozpatrywaé telegramy nieskonczenie dhigie, dojdziemy ponownie do réwno-
waznosci pomiedzy rozkladem asymptotyeznym z rozdz. 4.3 a rozkladem
odpowiadajacym maksimum informacji, ktory jest zarazem (por. uzasadnie-
nie w rozdz. 4.7) rozkladem najbardziej prawdopodobnym, jak rowniez
srednim. Rozklad (4.61) daje liczbe telegraméw (4.55):

j=n F=n f=n
InP=—G, > p;lnp, =G, > ft;e™ 5 = Gf ¥ t;p, (4.64)
. =1 j=1 j=1
lub
InP=87T lub P=¢T=XT

zgodnie z réwnaniem (4.54) oraz definicjag X. Nasze P, najbardziej odpowiada-
jace prawdopodobnemu rozktadowi, jest znowu identyczne z wielkoécia
N(T), odpowiadajaca wszystkim mozliwym rozkladom, przepustowosé kanatu
za$ zgodnie ze wzorem (4.43) jest réowna

C=Kln X = KB. (4.65)

Dla dhugich telegraméw rozklad najbardziej prawdopodobny jest tak dalece
bardziej prawdopodobny niz inne rozklady, ze te inne rozklady moga byé
po prostu pominiete. Najlepszym kodem jest kod, przy ktérym zostaje osiag-
gniety omawiany najbardziej efektywny rozklad symboli, mianowicie taki,
przy ktérym zgodnie z réwnaniem (4.61) mamy:

(Inp)ft; = —p  (stala). (4.66)
Najwiekszy rzeczywisty plerwiastek f réwnania (4.62) odpowiada najwiek-
szemu rozwigzaniu X réwnania (4.12) i daje, zgodnie z (4.64), najbardziej
prawdopodobny rozkiad, z ktérym zwigzana jest najwicksza wartoéé P,
Jezeli stosujemy mnajbardziej efektywny kod i rozklad symboli jest naj-
bardziej prawdopodobny, a prawdopodobierisiwa réinych symboli dane sa
wzorami (4.61), to iloéé informacji na symbol wynosi

' j=n j=n -
i=—KYplnp =—KB > t;p=—Kft, (4.67)
F=1

j=1
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gdzie ¢ jest érednim czasem trwania symbolu. Szybkoéé przekazywania, zgod-
nie z réwnaniami (4.65) i (4.67), jest réwna

R = Cli = 1/ (4.68)

zauwaimy, ze wzor ten jest bardzo podobny do wzoru (4.50).

4.9. ZAGADNIENIE DOPASOWANIA

Kod, przy ktérym dopasowanie zrédla stéw do kanalu jest najbardziej
efektywne, jest okreslony przez warunek (4.61) lub (4.66). Warunek ten jest
tak wazny w zagadnieniach kodowania jak warunek dopasowania impedancji
charakterystycznych w zagadnieniach teorii obwoddéw. Shannon zajmujac sie
pewnym szczegélnym zagadnieniem postuguje sie metoda prowadzaca do
bardzo podobnej reguly®. Udowodunilidmy, Zze warunek dopasowania jest
0gdélny i shuszny dla wszystkich zagadnien kodowania. Specjalne przyklady
1 zastosowanie warunku dopasowania kodu do kanatu rozwazymy w nastep-
nym rozdziale.

Zaznaczmy na koniec, ze pokrywanie sie rozkladu éredniego z rozkladem
najbardziej prawdopodobnym jest dobrze znanym efektem wystepujacym
w przypadku systeméw mogacych przyjmowaé bardzo duza ilo§é standw.
Pokrywanie sig tych dwu rozkladéw odgrywa niezmiernie wazna role w termo-
dynamice statystycznej, gdzie thumaczy zbieznoéé réinych definicji entropii,
podanych przez J. W. Gibbsa, Maxwella, Boltzmanna i Plancka. Zagadnienie
to zostalo dokladnie rozpatrzone przez H.A. Loventza w Lecons au College

de France (Les theories statistiques en thermodynamique, Leipzig 1916,
Teubner).

4.10. ZAGADNIENIA STATYSTYKI SLOW (MANDELBROT)

Wnioski, ktére podalismy w rozdz. 4.3, 4.4, 4.7, 4.8, Mandelbrot™* zasto-
sowal przy badaniu statystyki stéow jezykéw naturalnych (%5). Zagadnienie
to bylo rozwazane w poprzednim rozdziale z empirycznego punktu widzenia.

* Q. E. Suanwon, W. WEAVER, op. cit., str. 20—30.
** Por. notka ** na str. 59.
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Jaka jest rola stowa w jezyku naturalnym? Znaczenie slowa moina znalezé
w stowniku. Przedstawia ono rodzaj specjalnej wiadomodci (inaczej informacji
w sensie potocznym). W przypadku pisania — wiadomoéé ta jest kodowana
przy pomocy liter, natomiast w przypadku moéwienia — przy pomocy fone-
méw (26). W jaki sposéb jest ona kodowana w mézgu? Jest to oczywiécie
problem otwarty, mozemy jednak zatozyé pewien rodzaj kodowania oparty
na elementarnych symbolach lub sygnatach, z kiérych kazdy charakteryzuje
sie okredlonym kosztem. Zalozenie takie pozwala nam stosowaé poprzednia
analize: musimy po prostu zamiast czasem trwania postugiwac sie kosztem.
Dalej, przyjmiemy, ze kod jest, praktycznie biorac, dopasowany do ezgstodci
wystepowania wiadomodci w jezyku, tj. do wzglednych prawdopodobienstw ich
uzywania. Zalozenia te przyjal Mandelbrot w swoich rozwazaniach.(*7)

Niech Sy, Sy, +.vr Sy -..s S, beda podstawowymi literami lub symbolami,
b1 bas wees by ouns B, 708 ich wzglednymi kosztami. Liczba stow (-8) N(t) o kosz-
cie ¢ jest dana przez rownanie (4.15) i jeshi mamy do czynienia z przypadkiem
stabilnym, mozemy postuzyé sie uproszczonym wyrazeniem (4.18). Liczba
stow o koszcie mniejszym lub réwnym ¢ jest okreélona przez réwnanie (4.22)
i wynosi N;(¢). Réwnanie (4.22) dla przypadku stabilnego przyjmuje uprosz-
czona postaé¢ (4.23):

N(t) = B,e®*—B,.

Uporzadkujmy teraz w slowniku wszystkie stowa zgodnie z rosnacym kosz-

. ! . . .
tem t. Niech N; bedzie numerem porzadkowym stowa w tej klasyfikacji.
Réwnanie (4.24) wyraza éredni w sensie statystycznym zwiazek pomiedzy
kosztem ¢ i numerem N, :

t =ty - %J)—ln (N1-+By).

Rozwazmy obecnie czestoéé wystgpowania (lub prawdopodobienstwo)
stowa. Pomiedzy kosztem i prawdopodobiefistwem moégtby nie zachodzié
zaden zwiazek, nasze zalozenie jest jednakze inne. Zakladamy mianowicie,
ze prawdopodobienistwo stowa 1 jego koszt sg do siebie dopasowane, tzn.
dlugie, kosztowne ciagi kodowe odpowiadaja rzadko wystepujacym wiado-
mosciom i odwrotnie, krétkie, tanie stowa odpowiadaja wiadomosdciom uzy-
wanym najczescie].

Zagadnienie dopasowania rozwazaliémy w rozdz. 4.8 i 4.9; wyjasnilidmy
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tam, jak najlepiej wybraé prawdopodobieristwa symboli o réznych kosztach £
Wynik koticowy wyraziliémy za pomoca réwnania (4.61):

Inp, = —pit; lub p;=e"P4,
Obecnie chcemy zastosowaé podobna analize do stéw, zamiast do liter czy
symboli. Stowu o0 numerze N,i odpowiada koszt t,:; obie te wielkoéci sa zwia-
zane réwnaniami (4.23) i (4.24). Obecnie naszym warunkiem dobrego do-
pasowania jest warunek, by prawdopodobiefstwo pys stowa bylo zwiazane

A Ve
g Py pN;mP(M"fB) 7
(Mandelbrot)
pe

pN{':P/Nt’
/(Zipf)

lg N,’}

Rys. 4.1. Poréwnanie rozkladu Mandelbrota czestosci stowa w funkeji numeru porzadkowego
stowa z rozkladem Zipfa

z kosztem tego stowa wzorem (4.61). Jest to ogdlny warunek zawierajacy
nowa dowolng staly ;. Poréwnujac wyrazenia (4.61) i (4.24) mozemy wy-
eliminowa¢ koszt £y 1 powigzaé bezposrednio numer porzadkowy N7 slowa
z jego prawdopodobieristwem py::

— N, = pn| = —ft, — —%l—ln (N1+B) (4.69)

py;=PINi+B)™,  gdrie  P=e 0t y=pfg  (470)

1 stad

Wprowadzenie pojecia pewnego rodzaju kodowania w mézgu wiadomodci
w stowa oraz zalozenie kosztu tych stéw byly niezbedne do uzyskania zales-
nosei (4.23) i (4.24). Nieznane koszty stéw zdolaliémy jednak wyeliminowad,
zakladajac jedynie, ze dopasowanie jest dobre. Wyrazenie (4.70) odpowiada
prawu podanemu przez Mandelbrota; zawiera ono, jako specjalny przypadek,
prawo zasugerowane przez Zipfa:

pn.=PIN;, P~110, B=0, y=1(8,=2F0). @71
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Inna wazna wielkoécia, ktéra nalezy rozwazyé, jest calkowita liczba sléw
w stowniku. Jezeli niywamy stownika zlozonego z R sléw, mamy

1< N; <R

czestosc stowa pp,
2

10

} 4
1 10 102 103 104
rzad stowa n

Rys. 4.2. Krzywe doéwiadczalne czestodel stowa w zaleinosei od rzedu slowa. Krzywe A, B,
C i D odnosza sie do jezyka norweskiego, krzywa NV do niemieckiego

i suma prawdopodobiedstw musi byé réwna jednosci:

Ni =R Ni=R
N =P D iR =1 @72)
Ni=1 =1

Réownanie to okredla P lub, jezeli P jest dane (Zipf przyjmuje P = 1/5),
okredla calkowitg liczbe uzywanych stéw. W taki wlaénie sposéb Shannon,
przyjmujac za Zipfem P = 1[4, uzyskal liczbe stow w stowniku 8727.
Dla wiekszodci jezykéw mozna prayjaé 1<C ¢ < 1,2, chociaz w szezegolnych
przypadkach y moze osiagaé 1,6 (jak np. w mowie dzieci).
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W dwdch cytowanych poprzednio pracach® Mandelbrot podaje wiele
przykladéw zastosowan teoril, sg tam takze rozwazane niektdre inne wlasnoéei
jezykéw. Na rysunku 4.1 pokazano dla poréwnania wykresy zaleznoéci
wynikajacych z praw Mandelbrota i Zipfa, a na rys. 4.2 przedstawiono niektore
krzywe eksperymentalne, znalezione przez Zipfa.

4.11. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA DOPASOWANIA

Podkreslalismy w rozdz. 4.9 potrzebe znalezienia sposobu kodowania,
ktéry dopasowywalby kanat do Zrédla podajacego stowa. Wykazaliémy, ze
rownanie (4.61) stanowi warunek dobrego dopasowania. Obecnie cheemy
pokazaé, jak dopasowanie takie mozna praktycznie zrealizowadé.

W rozdziale 4.4 rozwazylismy wlasnoéci kanatlu. Przyjeliémy mianowicie,
ze mamy n symboli S, S,, ..., S;y +ees S, 0 czasach trwania ¢y, 2y, ..., Liy voes By
i wykazaliémy, Ze érednia iloé¢ informacji na symbol (rozdz. 4.8) ma wartoéé
maksymalng, jezeli prawdopodobienstwo symbolu p; jest zwiazane z jego
czasem trwania wzorem (4.61):

pi=e"", f=stal.

Rozwazmy teraz wiadomos$é napisana w pewnym jezyku przy uzyciu
pewne] liczby v znakéw 2. Znakiem (%) moze by¢ litera, blok liter, stowo itd.
W jezyku chinskim np. kazdy znak odpowiada stowu. W celu uproszezenia
zagadnienia zalézmy, Ze kazdy znak ma okreélone prawdopodobienstwo ,,
niezalezne od poprzedzajacych go znakéw. Tanymi stowy, aby uniknaé
komplikacji, zaniedbamy korelacje pomiedzy znakami.

Na poczatku chcemy rozwazyé mozliwie najprostszy sposéb kodowania,
polegajacy na przyjeciu ¥ symboli (+19) i przyporzadkowaniu w koderze naj-
krétszych symboli najbardziej prawdopodobnym znakom. W takim przy-
padku warunek (4.61) zazwyczaj nie jest spelniony 1 dopasowanie nie jest do-
bre. O wiele lepsze wyniki mozemy otrzymaé, jezeli bedziemy blokom znakéw
przyporzadkowywaé bloki symboli (1), Analiza takiego zagadnienia wymaga
jednak uprzedniego zbadania wlasnodei prawdopodobienstw blokéw znakéw.

Mamy
v zmakdéw: 2 By ey Dy iy (4.73)
prawdopodobienisiwa: Trys Ty euy Ty weny 7L,

* Por, notka ** na str. 59.
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Zatézmy dalej, ze prawdopodobienistwa 7; moga byé przedstawione w postaci
7, = e A, (4.74)

Wzér ten bedziemy traktowaé jako definicje wykladnikéw 0,.
Prawdopodobienistwo bloku znakéw X125 ... &) mozna zapisaé w postaci

7= gty .. 01y = el 0D — 5O (4.75)

W ten sposob otrzymalismy prawo addytywnoéci dla wykladnikéw 6. Mozemy
teraz znalezé liczbe R(6) blokéw symboli odpowiadajacych okreélonemu
prawdopodobiefistwu ;w = ¢~ ®. Jest to zadanie zupeltnie podobne do rozwaza-
nego w rozdz. 4.3. Musimy jedynie w miejsce czaséw trwania z; i T wstawié
_wykladniki 0, 1 @. Dla dtugich zespoléw znakéw wynik wyrazony przez réwna-
nia (4.18) 1 (4.23) przepiszemy, jak nastepuje:

R(O) = a, e"°, (4.76)

odzie P2(O) jest érednig liczba blokéw znakéw pray 26 = 0, zas wspélezynnik
y wprowadziliémy na miejsce poprzedniego f. Mamy takze

Ry(O) = b, e®—by, (4.77)

gdzie R,(0) jest érednia liczba blokéw znakéw przy 20 < 6.

Mozemy obecnie poréwnaé statystyczne wilasnosci blokéw znakéw i blo-
kéw symboli. Bedziemy kodowaé ‘R4(®) blokéw znakdw przy pomocy N(t)
najkrétszych blokéw symbolis w ten sposéb przypiszemy najkroétsze telegramy
najezeécie] wystepujacym stowom. Poréwnujac “%,(0) i Ny(t) i wykorzystujac
réwnania (4.77) 1 (4.23) dostajemy

RUO) = by e°— by = By e — By = N,(1). (4.78)

Aby to uproszczone wyrazenie bylo stuszne, bloki znakéw i symboll musza
byé dhugie. W takim przypadku wyrazy z b; i By w réwnaniu (4.78) beds
o wiele wieksze niz stale b, i B,.

Wobec tego state te mozemy pominaé. Dla celow praktycznych warunek
(4.78) mozemy wiec zapisa¢ w postacl

b, e"® = B, e,
: ' } (4.79)

v@ = fi--1n (By/b,).
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Poniewaz O i ¢ sa duze, drugi wyraz mozemy odrzucié i napisaé ostatecznie

Zgodnic 7 warunkiem (4.80) wykladnik @ jest proporcjonalny do czasu
trwania ¢.

Przy tym sposobie kodowania symbole S; o czasie trwania t: beda miaty
érednie prawdopodobienstwo

pj = e % = e PLl7, (4.81)

Jest to dokiadnie warunek (4.61), okreslajacy optymalny kod. Warunek
(4.78) nie okresla jednoznacznie kodu, tym niemniej udato sic nam wykazaé,
ze istnieje mozliwoé¢ dopasowania zrédta stéw do kanatu. Dobre dopasowanie
wymaga kodowania przy uzyciu dhugich blokéw znakéw i symboli, co jednak
pociaga za sobg konieczno$é wprowadzenia opéznien pray kodowaniu w nadaj-
niku i przy dekodowaniu w odbiorniku.

Zagadnienia bardziej ztozone, w ktérych uwzglednia sie korelacje pomiedzy
kolejnymi znakami, a zatem i rozwlekloéé, moga byé analizowane za pomoca
metody podobnej do stosowanej w przypadku uproszczonym.

Wréémy do warunku (4.68). Zatozyliémy tam, ze diugie bloki symboli
sa stosowane dla rzadkich blokéw znakéw, a bloki krétkie dla czesto spotyka-
nych blokéw znakéw. Ze stosowaniem zespoléw znakéw o zmiennej dhlugodel
zwigzana jest trudnosé polegajaca na koniecznodci wprowadzenia specjalnego
symbolu do oznaczania przerwy pomiedzy telegramami, Mozna tego uniknaé
stosujac bloki symboli o réwnej dlugoéei. Na pierwszy rzut oka takie ToZWig-
zanie moze wydawaé sig¢ nieckonomiczne. Mozna jednakze wykazaé, Zze nie
jest ono gorsze od rozwiazania rozwazanego powyzej. Zamietimy warunek
(4.78) warunkiem

Ri(O) = by e —by = 4, e = N(1). (4.82)
Poniewaz @ it sa duze, mozemy odrzucié staly b i otrzymamy
y0O = ft+In (4,/B,). (4.83)

Jezeli w tym wyrazeniu odrzucimy ostatni wyraz, co jest moliwe, otrzymamy
wnow warunek (4.80). Postepowanie takie ilustruje duza réznorodnoéé mozli-
wych metod kodowania, przy ktérych uzyskuje sie dobre dopasowanie.
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DODATEK DO ROZDZIALU 4

Jednorodne, liniowe réwnanie réznicowe o stalych wspélezynnikach moze
byé zapisane w postaci®

P(u(x)) = u(x-+n)-+p,_ wx-tn—1)+...+pula+1)+poulx) = 0, (D.1)

gdzie p sa stalymi. Réwnanie to jest liniowe wzgledem nieznanej funkeji
u(x), zaé przyrosty » sa stale i réwne jednodci. Ma ono n szezegdlnych rozwig-
zat uy(%), ..., u,{%) niezaleznych, jezeli miedzy rozwigzaniami tymi nie istnieja
zalesmodei liniowe. Rozwiazania te mozna znalezé podstawiajac

u(x) = ¢". - (D2
Podstawiajac (D.2) do (D.1) otrzymujemy
o*fle) =0,

flo) = @"+pur0” ... FP10+Pe = 0. (D.3)

Rozwiazanie (D.1) dostajemy, jezeli g jest pierwiastkiem réwnania charaktery-
stycznego (D.3). Niech o4, 09, .5 0, oznaczaja pierwiastki tego réwnania.
Zalézmy, ze wszystkie one sg rdime. Mozna udowodnié, ze odpowiadajace
tym pierwiastkom rozwigzania sa niezalezne i rozwiazanie ogélne ma postac

) = 3 A4 (D.4)

odzie A, oznacza n dowolnych wspélezynnikow. W przypadku krotnego
pierwiastka o krotnosci v rozwiazanie ogolne mozna otrzyma¢ biorae jako szcze-
o6lne rozwigzania funkcje niezalezne

x x v—1 _2x
of, xgT, ..., 8707
Rozwazania dotyczace réwnan jednorodnych mozna latwo uogdlnié na przy-
padek réwnan niejednorodnych.
Poniewaz zagadnienie rozwiazania réwnania roéznicowego sprowadza sie
do znalezienia pierwiastkéw réwnania algebraicznego (D.3), przypomnijmy

* L. M. Mi~e-Taomson, The Caleulus of Finite Differences, London 1951, Mac-
millan, rozdz. 12, 13.
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niektére podstawowe wlasnodci™ réwnan algebraicznych o wspélezynnikach
rzeczywistych.

f(x) = ap"+ta x4+ +a,=0. (D.5)

(1) Jezeli f(e) i f(#) maja r6zne znaki, istnieje co najmniej jeden pierwiastek
pomiedzy a i 8. Liczba takich pierwiastkéw jest nieparzysta.

(2) Regula Kartezjusza. Liczba dodatnich rzeczywistych pierwiast-
kéw réwnania (D.5) jest albo réwna lezbie zmian znaku f(x), albo od niej
mniejsza o liczhe parzysta.

(3) Calkowita liczba pierwiastkow wynosi n. Jezeli liczba zespolona a—ib
jest pierwiastkiem réwnania, to sprzezona z nia liczba zespolona a—ib jest
takze pierwiastkiem tego samego réwnania.

* 1. S. SoroLnikoFF, E. S. SokoLNIKOFF, op. cit., str. 27.

H. B. Fing, College Algebra, New York 1904, Ginn, str. 425.

L. E. Dickson, First Course in the Theory of Equations, New York 1939, Wiley,
rozdz. 2.

6 - Nauka a teoria informacji



ZAGADNIENIA KODOWANIA

5.1. KODOW ANIE POSZCZEGOLNYCH LITER — SYSTEM DWOJKOWY

W poprzednich rozdzialach rozwazyliémy warunki najbardziej efektywnego
kodowania. Nasze rozwazania doprowadzily do warunku, Ze przy idealnym
kodowaniu powinna byé spelniona zaleznosé

—lg p; = pt;, (5.1)
gdzie p; jest prawdopodobienstwem a priori symbolu S, naloiniast ¢; czasem
trwania albo dlugodcia tego symbolu, f zaé jest stdla.

Warunek (5.1) mozna uzasadnié w prosty sposob: symbole najbardziej
prawdopodobne maja p; stosunkowo bliskie jednodci i stad —lgp; bedzie
liczhbg dodatnia, stosunkowo mala. Zatem odpowiadajace im sygnaty zgodnie
z warunkiem (5.1) powinny by¢ krétkie, podczas gdy sygnaly odpowiadajace
malo prawdopodobnym literom (znakom) moga byé diugie. Wynik ten jest
prawie og¢zywisty i réwnanie (5.1) okreéla warunek idealny, do ktdrego,
w sytuacjach praktycznych, w miare mozliwodci nalezy dazy¢. Wykorzystujac
dobrze znane prawdopodobieristwa wysigpowania réznych liter w jezyku
angielskim, wzér ten mozna tez zastosowaé przy kodowaniu poszczegdlnych
liter, z ktérych zbudowane sa stowa. W tablicy 5.1 (identycznej jak tabl. 1.1)
podano prawdopodobiefistwa p; 1 ich ujemne logarytmy. Nie ma przy tym
znaczenia, jakiego rodzaju logarytmy stosujemy, zmiana bowiem podstawy
logarytmu prowadzi jedynie do przemmozenia stalej f przez staly mnoz-
nik.

Jak widaé¢ z tabl. 5.1, logarytmy prawdopodobienistw liter (>1) zawarte
sa w przedziale od 0,7 do 3. Mozemy dobra¢ kod binarny (%), w ktérym
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dugosé blokéw sygnalow binarnych przyporzadkowanyeh literom zmienia
sie w podobny sposéb. Taki kod binarny mozna wykorzystaé w kanale, w kt6-
ryin przekazuje sie tylko jeden rodzaj impulséw: brak impulsu odpowiada 0,
impuls odpowiada 1. Poniewaz nasze bloki sygnaléw binarnych maja na ogél

Tablica 5.1

Prawdopodobiefistwo wystepowania p i wartosci -lg p dla liter jezyka angielskiego

Symbol i ~lg p Symbol p ~lg p
f
przerwa i
miedzy
slowami 0,2 0,699 L 0,029 1,54
£ 0,105 0,979 C 0,023 1,64
T 0,072 1,143 FU 0,0225 1,65
0 0,0654 1,184 M 0,021 1,68
A 0,063 L2 P 0,0175 1,76
N 0,059 1,23 . Yw 0,012 1,92
I 0,055 1,26 G 0,011 1,96
R 0,054 1,27 B 0,0105 1,98
S 0,052 1,28 V 0,008 2,1
H 0,047 1,33 K 0,003 2,52
D 0,035 1,46 X 0,002 2,7
JOZ 0,001 3,0

réina dhugoéé, musimy preewidzieé jakis sposéb rozpoznania kofica bloku.
Dwukrotne, trzykrotne lub czierokrotne zero moze oznaczaé¢ koniec clagu
impulséw odpowiadajacych kodowane] literze. Oznacza to, ze w blokach
przyporzadkowanych literom mozna stosowadé tylko popdynezu zera. W tablicy
5.2 podano przyklad tego rodzaju kodu.

Dlugoéé bloku zmienia tie od 3 do 8 impulséw, co ogdlnie biorac jest
wartoécia rozeadng. W dlugim telegramie, $redni czas na litere mozna obliczyd
mnozac czasy t; liter przez ich prawdopodobienistwa i sumujac te iloczyny.
Tak postepujac otrzymujemy wartosé

j=27

1= ijtj = 4,65, (5.2)
gdzie p; bierzemy z tabl. 5.1.

6%
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Wartoéé 4.65 jest takze érednia iloécia symboli na litere. Poniewss uzy-
wamy systemu dwdéjkowego, mamy

Il L

na litere — tna symbol

(tlosé symboli na litere) = lg,2 - 4,65 = 4.,65.

Dla poréwnania rozwazmy kilka innych sposobéw kodowania (*-%). Jezeli
stosujemy bloki o réwnej dilugosdcei, potizebujemy pieciu cyfr dwéjkowych
do utworzenia 32 kombinacji, spoéréd ktérych mozemy wybraé 27 dla ozna-
czenia liter alfabetu. Kod, w ktérym stosujemy bloki o tej samej dlugoéei,
réwnej 5, jest nieco gorszy niz nasz poprzedni kod z blokami o zmiennej diu-

Tablica 5.2
Przyklad kodu dwdjkowego dla liter jezyka angielskiego
Litera Kod Litera Kod Litera Kod

przerwa

miedzy

stowami 000 H 101100 W 1101000
E 100 D 110000 G 1101100
T 1000 L 110100 B 1110000
0 1100 C 111000 vV 1110100
A 10000 F 111100 K 1111000
N 10100 U 1010000 X 1111100
{ 11000 M 1010100 J 10101000
R 11100 P 1011000 Q 10101100
S 101000 Y 1011100 VA 10116000

godci. Otrzymana przez nas wielkodé (informacja na litere) jest jednakze
jeszcze zbyt duza, przekracza ona bowlem teoretyczna wartodé 4,03 bitéw
na litere, wykazang wzorem (1.30). Kod pokazany w tabl. 5.2 jest duzo lepszy
niz zwykly kod Morse’a stosowany w telegrafii.

5.2. KODOWANIE POSZCZEGOLNYCH LITER — SYSTEM TROJKOWY
W wielu przypadkach istnieje mozliwoéé stosowania dodatnich i ujemnych

impulséw oraz przerwy (braku impulséw). Ma to miejsce w przypadku tadmy
magnetycznej lub systemu telegraficznego, w ktérym wykorzystuje sie prad
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o zmiennym kierunku. Uklady takie prowadza do kodu tréjkowego, w ktérym
symbol moze przyjmowaé jedna z postaci —1, 0,4-1. Przyklad (przypuszczalnie
nie najlepszy) tego typu kodu podaliémy w tabl. 5.3. Mozemy stosowaé jeden
z trzech symboli, np. —1, do oznaczania przerwy miedzy blokami. Pozwala,
to nam kodowaé litery w kodzie dwdjkowym.

Kod ten daje érednig liczbe 3.3 symboli na litere, co mozna fatwo obliczyé
stosujac prawdopodobiefistwa z tabl. 5.1. Tloéé bitéw na litere wynosi

3,3 1gy 3 = 5,25. (5.3)
Liczba ta jest znacznie wicksza od podanych liczb dla kodéw z poprzedniego

paragrafu. Wada wszystkich kodéw z blokami o zmiennej dlugodci jest ko-

Tablica 5.3

Przyklad kodu tréjkowego dla liter jezyka angielskiego

Litera Kod Litera Kod Litera Kod

przerwa

miedzy

sfowami 1,~1 H 011,—1 14 0100,~1
E 0,1 D 100,~1 G 0101,~1
T 00,-1 L 101,~1 B 0110,-1
O 01,-1 C 110,-1 V 0111,-1
A 10,-1 F 111,-1 K 1000,~1
N 11,-1 U 0000,~1 X 1001,-1
) (00,1 M 0001,-1 J 1010,~1
R 001,-1 P 0010,-1 Q 1011,-1
S 010,~1 Y 0011,-1 V4 1100,-1

niecznoéé wprowadzenia specjalnego sygnatu wskazujacego na zakohczenie
stowa kodowego. Kod z tabl. 5.3 nie jest dokladnie ,,wywazony®, poniewaz
symbol —1 jest mniej czesty niz 0 i 1. Bardziej dopracowany sposéb kodo-
wania moégthy wyréwnaé te réznice czestoécl i nieco zmniejszyé liczbe bitéw
na symbol.

Pod koniec tego rozdziatu rozwazymy problem kodowania catych stéw
zamiast kodowania poszczegélnych liter i wykazemy, ze taki sposéb moze
by¢ znacznie bardziej ekonomiczny.
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5.3. ALFABET 1 LICZBY

Innym zagadnieniem jest zagadnienie kodowania oprécz liter alfabetu
naturalnego takze i liczb. Rozwigzanie tego zagadnienia bedzie zalezato od celu
kodowania. Mozna zalozyé, ze piszac na maszynie czesciej uzywamy liter niZ
liczb. W przypadku kalkulatora lub maszyny matematycznej sytuacja jest
odwrotna. Podamy kilka przykladow:

(1) Stosujemy szeéciopozycyjny, dwdjkowy kod IBM (bitu korekcyjnego
nie uwzgledniamy), tak ze bloki dla liter i dziesieciu dziesigtnych cyfr maja
te sama dlugodé. Daje to éredni stosunek prawdopodobietistw

prawdopodobienstwo litery 27
— e = e = 2,7, (5.4)
prawdopodobieristwo cyfry dziesietnej 10

' co jest wartoscia wladciwa dla maszyny do pisania. Kod ten jest jednakze
nicefektywny, poniewaz wykorzystuje sie tylko 37 z mozliwych 64 kombinacji,
pozostawiajac 27 nie wykorzystanych blokéw symboli.

(2) Stosujemy, 7 blokéw sygnaléw (symboli) dwéjkowych dajacych 128
kombinacji 1 kodujemy wszystkie liczby od zera do 99 oraz 27 liter. Jedna
kombinacja pozostaje nie wykorzystana. Jest to bardzo efektywny kod,
dajacy érednio 3,5 bitéw na liczbe (optimum wynosi 3,32). Traktujemy kazda
z tych 100 liczb jako dwie cyfry dziesigtne (liczbe 7 moina np. przedstawié
jako 07); w ten sposéb w liczbach wystepuje lacznie 200 cyfr dziesietnych.
Stad mamy

prawdopodobienstwo litery 27
. - = = (,135. .
prawdopodobienistwo cyfry dziesietnej 200 0,13 (5:5)

Wartoéé tego ilorazu wydaje sie byé rozsadna w przypadku kalkulatora.

(3) Przyjmujemy bloki 10 sygnatow dwoéjkowych dajacych 1024 kom-
binacji i kodujemy wszystkie liczby od 0 do 999 oraz 24 litery (dwie litery
pozostana nie zakodowane). MoZemy zakodowaé tak samo litere O i zero
atakze L1 1. W ten sposéb otrzymujemy 3,33 bitéw na liczbe, co jest najlepsza
praktycznie osiggalng wartoéeig. Istnieje 1000 liczb trzycyfrowych, co daje
tacznie 3000 cyfr dziesietnych; stad mamy stosunek

prawdopodobienstwo litery 26
prawdopodobienistwo cyfry dziesietnej 3000

= 0,00866.  (5.6)

Kod taki bylby odpowiedni dla elektronicznych maszyn cyfrowych, gdzie
litery pojawiaja sie rzadko.
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W kodach (2) i (3) dopelnienia do 991 999 beda odgrywaly role zwyklego
dopelnienia 9 i fatwo mozna je otrzymaé stosujac odpowiednie kody ,,nadmiar
14% lub ,nadmiar 12%. Wazne jest, aby przed wyborem kodu znaé wzgledne
prawdopodobienstwo ¢yfr i liter.

5.4. DWOJKOWE KODOWANIE SEOW

t

W rozdziale 3 rozwazyliémy wyniki Shannona dotyczace rozwlekloédci
jezyka angielskiego. W jednym ze swoich przykladéw Shannon rozpatruje
czestos$é wystepowania réznych stow w jezyku i podaje prawo

P, = 1/10m (5.7)

dla prawdopodobieristwa wystapienia slowa o numerze porzadkowym m
w ciggu uporzadkowanym zgodnie z malejaca czestodcia wystepowania.
Prawa tego nie mozna stosowaé¢ do nieskoriczonej liczby wyrazéw, poniewaz
w tym przypadku suma p,, bedzie rozbiezna. Shannon zalozyl, ze uzywa sie
jedynie 8727 sléw. Liczbe te wybral on dlatego, by suma p,, réwnala sie
jednoéci:

m=8727

% pu=1. (5.8

Przy takich zalozeniach mozna obliczyé érednig iloéé informacji na slowo

[ = 11,82 bité6w na stowo, } (5.9)

i == 2,14 bitéw na litere.

Przyjeto tu, ze érednia diugo$é stowa w 27-literowym alfabecie (26 liter plus
przerwa miedzy wyrazami) wynosi 5,5 liter. Liczba 2,14 bité6w na litere stanowi
duzy postgp w poréwnaniu ze zwyklym kodowaniem poszczegdlnych liter,
przy ktérym jest konieczne uzycie okolo 5 bitéw na litere.

* Obliczajac graniczng liczbe stow: 8727 Shannon wykorzystywal, dla najezeéciej uzywa-
nych stéw, prawdopodobiehstwa znalezione empirycznie, natomiast dla stéw mniej czestych
(m > 100) stosowal on wzér (5.7). Jeéliby stosowaé wzér (5.7) dla wszystkich stéw, graniczna
liczba stow w stowniku bylaby znacznie wieksza — wynioslaby okoto 12000,
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Rozpatrzmy teraz, jak mozna wykorzystaé znajomosé prawdopodobierisiw
stéw. Na poczatek mozemy rozwazyé telegramy (°+%) o tej samej dlugodel.
Jezeli stosujemy cyfry dwéjkowe 0, 1 i przyjmujemy stala dlugoéé telegramu
13 bitéw, to otrzymamy 213 = 8192 réznych telegraméw, ktérych moina
uzyé do kodowania 8192 sléw, tworzacych stownik wystarczajacy do wielu
celow. Ten prosty sposéb kodowania daje 13 bitéw na slowo lub 2,36 bitéw
na litere, co jest juz wartoécia bardzo bliska teoretycznej granicy (5.9).

B

Tablica 5.4

I 11 Il v \%

1,00 10,00 100,00 1000,00 10000,00
11,00 101,00 1010,00 10100,00

110,00 1011,00 10101,00

111,00 1100,00 10110,00
1101,00 10111,00

1110,00 11000,00

1111,00 11010,00

’ 11011,00

11100,00

11101,00

11110,00

11111,0

Lepszy wynik mozna otrzymaé stosujac metode podobna do opisanej
w pierwsze] czesei tego rozdziatlu (przykiad z tabl. 5.2). W metodzie tej nie
uzywamy wielokrotnych zer w telegramach; uzywamy ich tylko do ozna-
czania koricéw tych telegramoéw. Kazdy telegram bedzie zaczynal sie od 1
1 konezyl zerami wielokrotnymi 00,000,0000,... Pierwsze takie kombinacje
pokazane =g w tabl. 5.4.

W czwarte] kolumnie kombinacja 1001 zostala pominieta, poniewaz
zawiera dwa zera obok siebie. Z tego powodu pomijamy 10001,00; 10010,00;
10011,00 i 11001,00 z piatej kolumny.

W dalszych rozwazaniach opudcimy ostatnie dwa zera pojawlajace sie
przy konicu kazdego telegramu. Przypusémy, ze znalezliSmy wszystkie tele-
gramy pewnej kolumny (np. siedem sygnaléw IV kolumny, z czterema cyframi
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w gléwnej czesci kazdego sygnatu), Wprowadzimy- nastepujace oznaczenia:

n — numer kolumny;

N, 1 - liczha telegraméw zakoriczonych symbolem 1;

N, o — liczba telegraméw zakonczonych pojedynczym zerem;
N, oo — liczha telegraméw zakoriczonych grupa zer.

Rozwazmy przyklad w przypadku kolumny IV (nie liczac dwu ostatnich
zer za kropka):

n = 4‘, N4’1 == 3, N4’0 e 2, N4’00 = 2.

Cheemy teraz obliczy¢ liczhy N, .y, N, 10 0raz NV, 4, dla telegraméw
z (n-+1) cyframi w glownej cz¢éei. Telegramy N, o oraz N, ;| moga byé uzupel-
nione albo przez 0, albo przez 1. Telegram N, 45 moze by¢ uzupetniony tylko
przez (0 1 stad mamy nastepujace zwiazki:

Nn-i— 1,1 = Nn,l_"}"Nn,U’

N,HL0 = N, 1 (5.10)
N, +1,00 m Nn,0+Nn,00-

n

Stosujac te zwiazki krok za krokiem otrzymujemy wyniki podane w tabl. 5.5.

Jedli zastosujemy do przesvlania stéw telegramy z kolumn od 1 do 17,
to lezba cyfr dwéjkowych tworzacych telegram bedzie sie zmieniata od 3 do
19 wliczajac w to dwa zera dodawane na koticu kazdego telegramu, co pozwohi
zakodowaé stownik zlozony z okolo 11000 stéw. Obliczenie éredniej liczby
bitéw na stowo nie jest zbyt trudne, jeSli wykorzysta sie wzér Shannona
dla prawdopodobienstw kolejnych stéw. Prowadzi to do wyniku bliskiego
12 bitom na stowo, co jest wielkoscia zblizona do teoretycznej granicy 11,82.
Ten typ kodowania wydaje si¢ najbardziej efektywny spoéréd praktycznie
realizowalnych.

W prakiyce tego typu kod powinien by¢ uzupelniony dodatkowym kodem
pozwalajacym kodowaé poszczegélne litery. Potrzeba takiego kodu wynika
stad, ze litery sa potrzebne do tworzenia wszystkich stéw, ktérych nie ma
w stowniku, szczegdlnie imion, nazwisk, nazw miast, krajow, rzek itp. Jezeli
takie stlowa nie ¢a zbyt czeste, mozna zachowaé 27 ostatnich telegramoéw
kodu do przesylania liter, jezeli natomiast pewne stowa wystepuja bardzo
czesto, ten sposob kodowania staje sie niewygodny.
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Zwigzki (5.10) mozemy wykorzystaé do obliczenia wzglednych prawdo-
podobienstw p, 1, p,gs P00 telegraméw, ktorych czedé gldwna koniczy sie na

1,0 lub 00:
N 1mNn.pn,1’ Nn,OﬂNn.pn,O’ N,o():Nn'Pn,ooa

n, 7

Nn = Nn,1+Nn,0 + 7,00 (511)

Réwnania (5.10) i (5.11) okreélaja razem kolejne wartosci p. Kiedy n jest duze
(np. n> 10), prawdopodobienistwa te staja sie niezalezne od » 1 fatwo mozna

otrzymac

P1~ poo = (3—V5) = 0,382, p, = 0,236; (5.12)
réwnania (5.10) przechodzg wéwezas w
, Nyy1 = No(2p1+2po+pog) = 1.618N, (5.13)
stad

N,=D,-1,618", N, 4+N,+...--N, = D,-1,618", (5.14)
gdzie

Dy= 1,163, D,~ 3.

Poréwnanie otrzymanych wynikéw z doktadnymi wynikami z tabl. 5.5 wyka-
zuje, ze te przyblizone zwigzki sa dokladne dla n > 10. Przy pomocy tych
zalezno$ei mozna dokladniej przeanalizowaé kod podany w niniejszym
rozdziale.

Tablica 5.5

Binarne kodowanie stéw

Numer kolumny »n

FE 4|5|6’7J8|9’10111{12|13‘14‘15'16‘ 17 | 18 | 19

i
Np,3 titl2) 3| 5] 8113|210 34| 55| 89 144 | 233\ 377 610 987' 1597 | 2584 | 4181

Nn,0 O|111| 2, 3| 5| 8] 13| 21| 34| 55 89| 144 233 377 6i0| 987 | 1597 2584
Npoo (0011 2| 4] 7|12| 20| 33| 54| 88 {143 | 232] 376 609 986, 1596 2583 4180

EN 1 2|4] 711202033 | 54 88 143 (232|376 | 609 986) 1596 2583 4180 | 6764 |10945

catko-
wita .
liczba 4
zakodo- (| 1|37 (14| 26|46 |79 |133 [221 364 596 972 | 158112507 4163 674610926 17690 28635
wanych
stéow ! 1
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5.5. ALFABETYCZNE KODOWANIE SEOW

Inny sposéb kodowania stéw moze byé oparty na wykorzystaniu jako sym-
boli liter czy tez ich blokéw. Jezeli jako symbole stosujemy pary liter: aa,
ab, ac, ..., zz, mozemy zakodowaé 262 = 676 stéw (°-%) przy ilodei informacji
24,7 = 9,4 bitéw na stowo, poniewaz alfabet 26-literowy daje 4,7 bitéw
na litere. Dla uzyskania bardziej licznego zbioru telegraméw mozemy przyjac
telegramy trzyliterowe; daje to 26% == 17570 telegraméw, co stanowl juz
- duzy zbiér bez zadnej rozwleklodei, dajacy 3« 4,7 = 14,1 bitéw na telegram.
Z obu tych przykladow widad, jak duza jest rozwleklosc zwyklego jezyka, gdzie
na stowo wypada érednio 5,5 liter zamiast 2 lub 3, jak to ma miejsce w oma-
wianych kodach. Oczywidcie, telegramy tych kodéw beda w wiekszosci
niemozliwe do wymowienia.

Muiej efektywny kod, zawierajacy okoto 10000 telegraméw, podat P. Luhn
z IBM. Trzy- i czteroliterowe telegramy tego kodu sa wymawialne i tak zakon-
czone, ze przerwa miedzy tymi telegramami nie jest niezbedna. Jest to mozliwy
do zastosowania w praktyce kod, o éredniej dhugodci telegramu 3,8 litery
zamiast 5,5 jak w przypadku jezyka angielskiego.

5.6. KODOWANIE OPARTE NA KORELACJI W OBREBIE BLOKOW LITER

W zakoniczeniu rozdz. 3 omawialidmy sposéb kodowania ogélnego typu,
podany przez Shannona. Sposéb ten jest oparty na zastosowaniu ukladu
z pamiecig oraz na wykorzystaniu przy kodowaniu danej litery powigzan
statystycznych tej litery z literami sasiednimi. Procedura taka stanowi bez-
poérednie zastosowanie matematycznych rozwazan z rozdz. 3, lecz moze by¢é
uzyta jedynie dla jezyka, dla ktérego przeprowadzono szczegbtowe badania
statystyczne i okredlono co najmniej prawdopodobienistwa digraméw i tri-
graméw (tzn. blokéw dwu, trzy i wiecej literowych).

Praktyczne metody kodowania tego typu rozwazal B.M. Oliver®. Zalozyt
on, ze do przekazywania liter w systemie wykorzystuje si¢ 27 impulséw
o amplitudach 0, 1, 2, ..., 27, i rozwazal mozliwoéci zmniejszenia do minimum

* B. M. OuwveR, Efficient Coding, Bell System Tech. J. 31 (1952), str. 724.
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$redniej mocy w kanale. Pierwsza mozliwodeia jest uzycie naszych skwanto-
wanych impulséw zgodnie z porzadkiem alfabetycznym:

symbol: przerwa A B C D E ...
amplituda impulsu: 0 12345 .. (5.15)

Rzecz oczywista, ze nie jest to rozwiazanie dobre. Lepszy sposdb kodowania
moze byé oparly na prawdopodobienstwach z tabl. 5.1:

symbol: przerwa E T O A N ..

amplituda impulsu: 0 12345 .. (5.16)

Rozwigzanie to jest bardziej efektywne, poniewaz impulsy o malej amplitudzie
odpowiadaja najbardziej prawdopodobnym literom.

Q
S ¢ 7.8
0 A 1 19 0
THERE |5
e
wyjscie
S
A~ ™ :
S \\\‘ ‘
przerw | ) fotokomdrka
THERE 1S wejscie
-

Rys. 5.1. Monogrammer Olivera do kodowania pojedynezych liter

Zaproponowany przez Olivera uklad realizujacy taki sposéb kodowania
zostal przedstawiony na rys. 5.1, Impulsy odchylaja promient lampy, na ktérej
ekran zostala nalozona maska o zmiennej przezroczystosci (zgodnie z (5.16)).
Natezenie $wiatla padajacego na fotokomérke, a stad i impuls z fotokomédrki
odpowiada przyporzadkowaniu (5.16). Uklad taki nazwano monogrammerem.




5.6. Kodowanie oparte na korelacji w blokach liter 03

Digrammer pokazano narys. 5.2 {takze z pracy Olivera). W tym przypadku
wykorzystuje sie dwie pary plytek odchylajacych w lampie. Jedna para plytek
jest sterowana poprzednia litera, druga zaé literg przychodzacg w danej chwili.
Kazdej parze liter (digramowi) (i, j) odpowiada punkt na ekranie. Przezro-

o’z’nienie

6
J_OOLGOH_T,Q

THERTE 195

e o

wyjscie

| fotokomorka

przerwa
wejscie
B Sanane

Rys. 5.2. Digrammer Olivera do kodowania par liter

czysto$é maski w punkcie wyznaczonym przez (i, j) odpowiada prawdopodo-
bieristwu p(Z, j). Taki sposéb kodowania prowadzi do dalszego zmniejszenia
éredniej mocy potrzebne] do transmisji. Rozwaza sie takze uklady oparte
na trigramach 1 tetragramach, wydaje sie jednak, ze nie znajda one praktycz-
nego zastosowania.

Wielu roznych autoréw® podaje inna jeszeze metode kodowania. Naj-
lepiej mozna ja wyjasnié na przykladzie telefonii. Mamy przestaé ciagla krzywa
i dysponujemy danymi statystyczoymi co do typu wystepujacych krzy-
wych. Wykorzystujac te informacje oraz niektére juz przeslane wartosci
mozemy przewidzieé kolejna najbardziej prawdopodobna wartoéé i przesylad

- * P. Erias, Harvard University Thesis, Proc. 1, R. E. 39 (1951), str. 839; E. R. KreT-
zMER, Bell System Tech. J. 31 (1952), str. 751; C. W. Harnrison, ibid., str. 764.
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tylko poprawke, tzn. odchylke od wartosci przewidzianej (>6). Zaleta tej me-
tody jest mozliwoéé jej zastosowania do dwdch wymiardw (telewizja), przy
czym warunkiem zastosowania jest znajomos$¢ odpowiednich danych staty-
stycznych. W przypadku telewizji rozpatrzymy system, w ktérym wykorzystuje
sie 26 = 64 poziomdéw kwantyzacji. Jesli wszystkie poziomy sa réwnoprawdo-
podobne, potrzebujemy 6 bitéw na punkt obrazu. Jednakze réine poziomy
maja rézne prawdopodobietistwa i dzieki temu informacja na punkt maleje
do 5 bitéw. Wykorzystujac korelacje pomiedzy sasiednimi punktami mozna
dalej zmniejszyé te warto$é do 2,4—2,6 bitéw na punkt. Odpowiada temu
mozliwo$é dwukrotnego zmniejszenia przepustowosci kanalu telewizyjnego.
Podobnie jak w innych tego typu zagadnieniach, trzeba jednak braé pod uwage
fakt, Ze transmisja z mala rozwleklodeig jest znacznie mniej odporna na zakld-
cenia. Spowodowane to jest tym, ze zmniejszenie rozwlekloscel zmniejsza takze
mozliwosé¢ przewidywania i korekeji bledu w odbiorniku.




KODY WYKRYWAJACE I KORYGUJACE BLEDY

6.1. KODY WYKRYWAJACE BEEDY

W poprzednich rozdziatach rozwazaliémy metody pozwalajace na elimino-
wanie rozwlekloéci 1 konstruowanie kodéw, w ktdrych liczba bitéw na litere
jest najmniejsza. Metody te mozna wykorzystaé nie tylko w przypadku liter,
lecz takze w przypadku dowolnego typu symboli przy rozpatrywaniu bardziej
ogélnych probleméw teorii informacji.

Obecnie musimy jednakze postawié pytanie, czy w niektérych zagadnie-
niach praktycznych rozwlekloéé nie jest czynnikiem korzystnym. Jezeli
bowiem przesylamy lub magazynujemy telegramy w systemie, ktéry charakte-
tyzuje sie duzym poziomem szumdw, pewne bledy moga byé spowodowane
szumami i rozwlektoéé moze byé bardzo pomocna w procesie wykrywania,
a nawet korygowania bledéw. Na przyklad, korekeji takiej dokonuje cztowiek
czytajac ksigzke zawierajaca pewna iloéé bledéw drukarskich lub telegram
(w sensie potocznym), w ktérym pewne litery zostaly znieksztalcone. Zamiast
wykorzystywaé bardzo duza naturalng rozwlekloéé jezyka angielskiego do
wykrywania bledéw, mozemy wprowadzi¢ specjalny mechanizm kontroli,
stosowany w polaczeniu z kodem o malej rozwleklosci. Jest to rozwiazanie
o wiele bardziej skuteczne, poniewaz nie mozna korzysta¢ z naturalne) roz-
wlekioéel jezyka przy wykrywaniu bledéw w nazwiskach, nazwach miast,
rzek itp.

Jezeli mamy do czynienia z kodem binarnym, najprostsza forma kontroli
jest test parzystoéci. Mozemy na przyklad na podstawie wynikéw obser-
wacji wnioskowaé, Ze w pewnej liczbie sygnaléw binarnych (powiedzmy,
n = 0) nie pojawi si¢ wiecej niz jeden blad. Aby moéc stosowad test parzystosci,
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Yaczymy sygnaly w bloki pilerwotne po sze$é i dodajemy do kazdego bloku
tworzacego telegram siédma cyfre binarna tak dobrana, aby catkowita liczba
jedynek byla liczbg parzysta. Na przykiad:

~ blok pierwotny 101100, cyfra binarna 1,
blok pierwotny 100 010, cyfra binarna 0.

Pozwala to na wykrycie po stronie odbiorezej jednego bledu w ciagu,
lecz bez mozliwoéci okreélenia miejsca, w ktérym pojawit sie blad. Nie ma
takze mozliwodci wykrycia bledéw podwéjnych.

6.2. KODY KORYGUJACE POJEDYNCZE BLEDY

Mozemy rozwazyé nastepnie mozliwoéé wprowadzenia metod kontroli
umozliwiajacych okreélenie po stronie odbiorczej pozycji bledu, co pozweli
go skorygowad.

W swej interesujacej pracy R. W. Hamming™* rozwazat zagadnienie kodow
pozwalajacych okreélié pozycje bledu i korygowaé go. Hamming konstruuje
takie kody wprowadzajac kilka testéw parzystodci; w-swej pracy podaje on
takze niektore zastosowania tej metody.

Rozwazmy, dla wyjaénienia metody Hamminga, telegram bedacy ciagiem
cyfr binarnych (¢1) 1 zalézmy, Zze w tym ciagu nigdy nie wystapi wiecej niz
jeden blad. Spoéréd n pozycji clagu wybieramy m pozycji, ktére rezerwujemy
do przenoszenia informacji, natomiast reszte: k pozycji rezerwujemy dla
kontroli. Cyfry binarne na % pozycjach kontrolnych daja 2% réznych liczh
binarnych, ktére powinny wskazywaé:

(1) Zze nie ma bledu lub
(2) jesli jest, to na jakie] pozycji.

Poniewaz mamy n pozycji, wszystkich wyzej wymienionych sytuacji jest
n+1 1 stad otrzymujemy warunek

2% 3> nt1. (6.1)

* R. W. HaMMING, Bell System Tech. J. 29 (1950), str. 147.
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Kontrola jest najbardziej efektywna, jezeli zachodzi réwnoéé. W tablicy 6.1
podalismy maksymalng liczbe symboli, ktére moga byé skontrolowane. przy
uzyciu k pozycji kontrolnych.

Drugi wiersz w tabl. 6.1 odpowiada zalozeniu, ze w ciagu trzech cyfr
binarnych nie moze wystapi¢ wiecej niz jeden blad. Jednej z pozycji w ciagu

Tablica 6.1

Maksymalna liczba symboli, ktére moga byé skontrolowane za pomocy jednego do pigciu
symboli kontrolnych

Liczba symbolt Calkowita liczba .

kontrolnych symboli Informacja
k n m=£k—n
1 1 0
2 3 1
3 7 4
4 15 11
3 ' 31 2

uzyjemy do przenoszenia informacji, dwie pozostale beda shuzyly do kontroli
(tabl. 6.2).
Cyfry binarne*® na pozycjach B i € wybiera si¢ w nadajniku tak, ze

A-+B jest parzyste oraz A-+C jest parzyste.

Odbiornik oblicza te dwie sumy: jesli tylko jedna z nich.jest nieparzysta,
to sygnal z pozycji kontrolnej objetej ta suma jest bledny. Jeéli, na przyklad,
A--B jest nieparzyste, a A-C jest parzyste, sygnat B jest bledny. W przy-
padku, gdy blad tkwi w A4, obie sumy beda nieparzyste. Stad zawsze wiadomo,
ktory sygnat musi byé skorygowany.

Trzeci wiersz w tabl, 6.1 odpowiada kodowi, ktéry bedziemy tu nazywaé
kodem cztery z siedmiu. W kodzie tym cztery cyfry binarne przenosza infor-
macje, trzy stuza do kontroli. Tu réwniez bledy moga byé wykrywane i korygo-

* Autor oznacza tak samo pozycje ciagu i cyfre na tej pozycji. (Przyp. tium.).

7 — Wattlro o tenria infarmacsii



98 6. Kody wykrywajace i korygujace bledy

Tablica 6.2

Kod o jednej pozycji informacyjnej i'dwu pozycjach kontrolnych®

Informacja Symbole kontrolne

* Symbole kontrolne zostaly wybrane tak, by suma x-6w w kazdej écieice byla parzysta.

Tablica 6.43

*Kod o czterech pozycjach informacyjnych i trzech pozycjach kontrolnych*

Informacja Symbeole kontrolne
A B C D E F G
X— XX x
X—2% x x -

x A X

* Symbole kontrolne zostaly wybrane tak, by suma x-6w w kaidej Sciezce byla parzysta.

wane przy zalozeniu, ze nigdy nie moze wystapi¢ wiecej niz jeden blad w sied-
miu cyfrach binarnych. Przebieg procesu kontroli przedstawiono w tabl. 6.3.

Sygnatami A, B, C'i D moga byé zero lub jeden. Cyfry w pozycjach kon-
trolnych powinny byé tak wybrane w nadajniku, aby nastepujace sumy
kontrolne byly parzyste:

A+B+C+E
A+-B+D-+F § parzyste. (6.2)
A+ C+D+-G

Te trzy sumy oblicza odbiornik dla ciggu odebranego.

Jezeli wszystkie sumy sa parzyste, nie ma zadnego bledu, poniewaz
zatozyliémy, ze w siedmiu pozycjach nie moze wystapi¢ wigcej niz jeden blad,
Jezeli jedna suma jest nieparzysta, blad thwi w pozycji kontrolnej objetej
ta sumg. Na przyklad, gdy tylko pierwsza suma jest nicparzysta, znaczy to,
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e cyvira na pozycji K jest bigdna. Jezeli dwie sumy daja liczby nieparzyste,
blad tkwi w pozycji, ktéra wystgpuje w obu tych sumach jednoczeénie i nie
wystepuje w trzeciej sumie. Jesli na przyklad, dwie pierwsze sumy sa niepa-
rzyste, blad thkwi w pozycji B. Gdy wszystkie sumy =3 nieparzyste, blad jest
w pozyejl A. '

Tablica 6.4
Kod o jedenastu pozycjach informacyjnych i eczterech pozycjach kontrolnych*
Informacja Symbole kontrolne
Pozycje 4 B C D E F G H I J K L M N O

Xk —X— KX —X x

P - Xk — x

X —x X % % x x x

x £ —— —X. x X2 x

* Symbole kodowe zostaly wybrane tak, by suma x-6w w kazdej Scieice byla parzysta.

Powyzsza metoda rézni sie nieznacznie od metody Hamminga, prowadzi
-ona jednakze do podobnych rezultatéw.

Rozwazmy teraz czwarty przypadek z tabl. 6.1 i ponownie zaléimy, ze.
nie moze wystapi¢ wiecej niz jeden blad w ciagu 15 eyfr binarnych, tzn.,
Ze mamy

m == 11 pozycji informacyjnych,
k = 4 pozycje kontrolne.

System kontroli dla tego przypadku jest pokazany w tabl. 6.4. Wynika stad,
ze maja by¢ parzyste nastgpujace sumy kontrolne:

A+B+C+D+F+G+H+L
A+B+C+E+F+1 +]+M
A+B+D+E+G+1 +K+N
A4+ C+D+E+H+J+K+0

parzyste. (6.3)

Nieparzystod¢ pojedynczej sumy oznacza, ze blad wystepuje w ktérejkolwiek
z pozycji kontrolnych. Bledy na pozycjach informacyjnych sa przyczyna
nieparzystosci dwu, trzech lub czterech sum kontrelnych.

(2
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Ogélna metoda staje si¢ oczywista na tle powyzszych przykladéw. Jezeli
mamy. k pozycji kontrolnych i pewna liczbe m pozyeji informacyjnych
A, B, C, D, ..., whczamy cyfre binarna z pozycji A do wszystkich & sum kon-
trolnych. Kazda cyfra binarna z nastepnych % pozycji wystepuje w (5--1)
spoér6éd k sum kontrolnych. Nastepnie wykorzystujemy (k—2) spostod £
sum kontrolnych dla nastepnych 1/, k(A—1) pozycji informacyjnych itd.
Kazda suma kontrolna zawiera cyfre binarng tylko z jednej pozycji kontrolne;
i cyfra binarna z danej pozyeji kontrolnej wystepuje tylko raz. Stad w ogélnym
przypadku £ pozycji kontrolnych daje
k(k—1)  E(k—1)(k—2)

5 T 23

k(k—1)

I R SR | N - -
b = 21 64

m=1+%k -

mozliwodci kontroli, co stanowi maksymalna liczbe pozyeji informacyjnych,
ktore moga byé skontrolowane. Pojedyncze bledy moga takze wystepowad
na k pozycjach kontrolnych, praypadek za$ braku bledéw daje jeszcze jedna
mozliwosé, Dlatego mamy

2% = m+-k+1 = n+1,

€0 jest zgodue z rownaniem (6.1), i stad mozemy wnioskowaé, ze podana tu
metoda jest ogodlna.

Jezeli mamy 6 pozycji informacyjnych, jak w kodzie stosowanym przez
IBM, to potrzebne nam sg cztery pozycje kontrolne (tabl. 6.1). W takim
przypadku mozemy dowolnie wybraé 6 z 11 pozycji (4 do K) z tabl. 6.4.

6.3. KODY KORYGUJACE POJEDYNCZE BLEDY I WYKRYWAJACE BLEDY
PODWOJNE, _

Naisze poprzednie postepowanie mozemy rozszerzy¢ tak, aby wykrywaé
bledy podwdjne. Zacznijmy od kodu korygujacego pojedyncze bledy. Kod
ten mozemy uzupemié jeszeze jedna pozycja kontrolna, aby méc sprawdzié
wszystkie poprzednie pozycje postugujac sie testem na parzystoéé. Mamy
wiec nastepujace przypadki:

(1) Nie ma bledu — wazystkie testy na parzysto$é daja wymk dodatni
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(2) Pojedynczy blad -~ pewne testy daja wynik ujemny i wskazuja
pozycje bledu. Ostatni dodatkowy test daje takie wynik ujemny,

(3) Dwa bledy. Ostaini test daje wynik dodatni, nicktére zaé z poprzednich
testéw —— wyniki ujemne. Swiadczy to o tym, ze na pewnych pozycjach wysta-
pity co najmniej dwa bledy. Metoda ta jest ogélna i moze by¢ zastosowana do
ktéregokolwiek z przykladéw rozwazanych w poprzednich paragrafach. Sto-
sujac reprezentacje ciagéw jako punktéw w wielowymiarowe] przestrzeni,
Hamming podal interpretacje geometryczng wprowadzonych pojeé. Na tej
interpretacji mozna oprzet¢ ogolny dowdd stusznodei poprzednich metod.

Nowsze osiagniecia teorii kodéw korekeyjnych mozna znalezé w pracy
E. N. Gilberta*. Obszerny material dotyczacy kodéw korygujacych wielo-
krotne bledy jest zawarty w ,, Transactions of the I.LR.E. Professional Group

on Information Theory™**.

6.4. EFEKTYWNOSC KODOW KOREKCYJINYCH

Kody korekeyjne, ktére rozwazalidémy w poprzednich rozdzialach, moina
wykorzystaé nastepujaco. Wybierzmy jako czczegdlny przykiad kod cztery
z siedmiu® (tabl. 6.3). Przyjmijmy, Ze pewne sfowo zakodowane jest nastepu-
jaco:

(0001060101001060. (6.5)
Telegram ten podzielmy na bloki czterocyfrowe:

0000, 1000, 1010, 0100, (6.6}

ktére wzupelnimy trzema cyframi odpowiadajacymi testom parzystodei —
réwnanie (6.2):

0000000, 1000111, 1010010, 0100110. (6.7}

W tej postaci telegram prackazywany jest przez kanal i w odbiorniku wykorzy-

stuje sie testy parzystoéci do korekeji, a nastepnie odrzuca zbedne juz trzy

ostatnie cyfry i praywraca jego poczatkowa ((6.6) i (6.5)) postaé.
Postepowanie takie jest stuszne w przypadku, gdy na n cyfr przypada

* E. N. GiLerT, Bell System Tech. J. 31 (1952), str. 504.
** Trans. LR.E. (P.G.L.T.) 1-—4; przede wszystkim zob. Goray, ReEp, SILVERMAN,
BALSER 1 in. Zob. takie Convention Record of the IRE Nat. Conv. 1954,
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nie wiecej niz jeden blad (w naszym przykladzie n = 7). Warunek ten nigdy
nie jest dokladnie spetniony. Zazwyczaj mamy do czynienia z sytuacja, w ktérej
bledy pojawiaja si¢ przypadkowo ze érednim prawdopodobiefstwem p.
Dowiedziemy, ze kod korekcyjny pozwala znacznie zmniejszyé liczbe bledéw
i daje male prawdopodobienstwo P wystapienia bledéw nie skorygowanych.
Oznaczmy przez p prawdopodobienstwo bledu jednej cyfry w telegramie.
Btad polega na tym, Ze 0 moze przejé¢ w 1 lub odwrotnie. Wezmy pod uwage
kod (%, n, m) tego typu co w tabl. 6.1, o & pozycjach kontrolnych i calkowitej
liczhie pozycji n. Dla danego ciagu n cyfr binarnych mamy nastepujace
prawdopodobienstwa:

Ty = (1—p)” — prawdopodobieistwo braku bledu,
7y = np(l—py—1 R prawdopodobienstwo wystapienia
jednego bledu,
n(n—1) , o ]
My =P (1—p)*=2 — prawdopodobietistwo dwu blt’gdow na 6.8)
dwu réznych pozycjach, |
= l‘(nif)_‘_pl(] —p)*~! — prawdopodobienstwo [ bledéw na [

réznych pozycjach.

Aby pokazaé, jak uazyskuje sie te wzory, obliczmy prawdopodobienstwo
wystapienia jednego bledu. W takim przypadku mamy (n—1) prawidtowych

*=11 jedna falszywa (z prawdopodobien-

eyfr z prawdopodobienistwem (1—p)
stwem p), ktéra moze si¢ znajdowaé na dowolnej spoéréd n pozycji. Prowadzi
to do wzoru na m, z zestawienia (6.8).

Inne prawdopodobiefstwa obliczane sa przy zalozeniu, ze bledy wystepuja
zawsze na roznych pozycjach. Takie zaloZenie jest uzasadnione tym, ze dwa
bledy nalozone na siebie w jednej pozycji nawzajem sie znosza. Jesli na przy-
kfad na pewnej pozycji mamy cyfre 1, to jeden blad da nam 0, za$ po nastep-
nym znowu otrzymamy 1. W ten sposéb podwéjne bledy zawsze prowadza
do zmniejszenia ogdlnej liczby bledéw. Wspélezynniki 7, sa izeczywidcie
prawdopodobiefstwami, poniewaz ich suma (zgodnie z twierdzeniem o dwu-
mianie) réwna si¢ jeden:

I=n [

i
=

n!

= ) T l),p( ) =1-p+pI"=1"=1. (6.9

I=0

’ M

Teny
i
=]
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Jezeli w odebranym ciagu n cyfr nie ma zadnego bledu lub jest tylko
jeden, mozna prawidlowo odtworzyé m cyfr przenoszacych informacje. Jesli
za$ w clagu wystapi 2,3, ..., 1 ... bledow, cyfr tych nie mozna prawidlowo
odtworzyé. Prawdopodobienistwo blednego odebrania m cyfr przenoszacych
informacje bedzie wiec réwne

P — %2+%3+-..+ﬁn = 1"‘750“—‘%1- (6-10)

Zatézmy, ze p jest mate, i pomifimy wyrazy z p®i p?, ... Wyrazem dominujacym
w P jest @, 1 stad

P~ 7, &~ Yyn(n—1)p?. (6.11)

Wartoéé P mozna porédwnaé z oczekiwang liczba bledéw w przypadku, kiedy
nie stosujemy kodu korekcyjnego. Dla m pozycji przenoszacych informacje
liczba ta jest réwna

L= —p)" = mp—/ym(m—1)p* ... ~ mp.

Stosunek mp/P moze stuzyé jako miara elektywnosci kodu. Mozemy takze

Tablica 6.5
Wiasnodci rdznych koddéw korekcyjnych
Kod |
mp P mp|P 2
k n m
2 3 1 D 3 p? 35 3 p?
3 7 4 dp 21 p? —i—— —zi- Pt
21 p 4
4 15 11 1lp 105 p* —i % e
105 p 11
5 31 20 26 p 465 p? ——%-6—-— il—?é e
465p 26

zdefiniowaé wielkoéé p’ = P/m, kt6éra mozna uwazaé za nowe prawdopodobiei-
stwo bledu na cyfre po korekcji. W tablicy 6.5 podano wartoéei mp, P,
mp/P i p" dla kilku réznych kodéw.
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Rozpatrzmy sytuacjg, w ktérej wystepuje érednio jeden blad na sto cyfr
kodu bez korekeji, tzn. p = 10-2%, Jezeli przyjmiemy kod korekeyjny ,cztery
z siedmiu®, bedziemy mieli P = 21 - 10~4, co po korekeji daje $rednio jeden
blad na 475 cyfr. Efektywnosé tego kodu wyraza sie liczba 4 - 102/21 = 19,
Prawdopodobienistwo p” bledu na cyfre po korekeji wynosi p’ = 5,25+ 104,

6.5. PRZEPUSTOWGSC BINARNEGO KANALU Z SZUMEM

Poréwnajmy otrzymane wyniki z teoretycznym wzorem Shannona*,
Rozpatrujac ogolne zagadnienie dyskretnego kanalu z szumem, Shannon
otrzymat dla kanalu binarnego nastepujacy wzdr:

C=1+plgyp+(1—p)lg, (1—p), (6.12)

gdzie C jest przepustowoécig kanalu z szumerm w bitach na symbol, p za$
prawdopodobienstwem bledu jednego znaku binarnego. Wzér ten mozna
uzasadnié¢ w sposéb elementarny. Przesylamy przez kanal telegram zlozony
z N cyfr binarnych; z tych N cyfr Np bedzie przestanych nieprawidiowo.
Do skorygowania tych bledéw trzeba znaé jedynie ich.pozycje w ciagu evir
tworzacych telegram. Jezeli falszywa cyfra jest 1, blad korygujemy zastgpujac

dolaczajac do telegramu dodatkowe sygnaly (1 dla bledu, 0 dla braku bledu).
Do przestania tych dodatkowych sygnatow wymagany jest kanal o prze-
pustowosci

—plge p—(1—p) gy (1—p)

bitéw na symbol. Ta dodatkowa informacja musi byé przeslana praez nasz
kanal, co obniZa jego przepustowoéé. Kanat bez szumu pierwotlnie ma prze-
pustowos¢ € == 1, za$ kanal z szumem przepustowos¢ okreslong przez row-
nanie (6.12). Teoretycznie powinniémy znalezé sposdb kodowania umozliwia-
jacy osiagniecie takiej przepustowodci.

W naszym poprzednim przykladzie p = 102, wyrazenie (6.12) daje
warto$¢ przepustowodcei rzedu 0,92, co oznacza, ze do korekeji bledéow po-

* C. E. Smanwon, W. Wraver, The Mathematical Theory of Communication,
Urbana, I11. 1949, Univ, of Illinois Press, str. 38. :
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winna wystarczy¢ tylko jedna dodatkowa cyfra binarna na dziewieé wyjécio-
wych. Nasz kod cztery z siedmiu nie zapewnia pelnej korekeji i wydtuza
telegram o 3/, zamiast o Y/, Jestedmy wiec jeszeze daleko od granicy teore-
tycznej.

E. N. Gilbert* dochodzi do tego samego wniosku nie podajac zadnego
prakiycznego rozwigzania. Praca jego zawiera jednak wiele interesujacych
rozwazan dotyczacych wlasnoéei wielu rodzajéw kodéw i ich efektywnosci.

Problem korekcji bledéw jest jednym z najwazniejszych w telekomuni-
kaecji 1 obecnie ukazalo sie wiele prac dotyczacych tej tematyki. Metoda
Hamminga, opisana w rozdz. 6.2, zostala stworzona w celu automatycznej
korekeji blednych symboli. Bardziej ekonomiczng metode podal C. A. Wagner
z Massachusetts Institute of Technology. Polega ona na okreélaniu cyfry
binarnej, dla ktérej prawdopodobienistwo bledu jest najwieksze, 1 korygowaniu
go. Metode te rozwazali réwniez Silverman i Balser®®, wydaje sie byé ona
obiecujaca. Dla okreslenia, ktéremu z symboli odpowiada najwieksze prawdo-
podobienstwo bledu, autorzy ci wykorzystywali pewne wstepne dane, doty-
czace korelacji w przesylanym telegramie. Jednakze przyjecie korelacji jest
réwnowaine przyjecin rozwlekltosci. Wynika stad, ze w takim przypadku
liczba symboli wykorzystywanych przy transmisji jest zbyt wysoka, Wydaje
sie, ze w obliczeniach, przeprowadzonych przez Silvermana i Balsera, dotycza-
cych pordwnania liczby wymaganych symboli w ich metodzie oraz w metedzie
Hamminga — nie uwzgledniono tego faktu. Ogélna idea tego typu korekeji
jest jednakze obiecujaca. Dalszy rozwéj teorii kodéw korekeyjnych, z uwagi
na jej duze znaczenie w telekomunikacji, nalezaloby z uwaga éledzié (5:2).

* E. N. GiusrrT, Bell. System J. 31 (1952), str. 504. ‘
** SrLvERMAN, BALSER, Proc. LR.E. 42 (1954), str. 1428; Trans. LR.F. (P.G.L.T.)
4 (1954), str. 50.



ZASTOSOWANIE TEORII INFORMACJI DO
ROZWIAZYWANIA NIEKTORYCH ZAGADNIEN
SPECJALNYCH |

7.1. ZAGADNIENIE KLASYFIKACJI Z ZASTOSOWANIEM KOMORKI
NEUTRALNE]

Jezeli chcemy klasyfikowaé dane (teksty, roliny, bledy itd.) przez umiesz-
czanie ich w komdrkach klasyfikacyjnych (,,Smﬁa&k&(—:h“) wchodzacych
w sklad pewnego zespolu, to wylania si¢ zagadnienie optymalnego wyboru
rozmiaru tych komoérek (,szufladek™). Jesli bowiem ,rozmiar™ komérek
jest zbyt ,maly™ w pordéwnaniu z ,,rozm,iarem“ klasyfikowanych danych,
wystapi niejednoznacznodé, jesli zad ,rozmiar™ jest zbyt ,,duiy™, kla%yﬁkaqd
jest malo efektywna.
~ Obeenie oméwimy dwa rézne sposoby klasyfikacji. Pierwszy z nich polega
na tym, ze klasyfikowane dane, ktérych przynaleznoéé do zadnej z komorek
nie jest oczywista, umieszezamy w specjalnej komérce, kidra bedziemy
nazywali komdrkq neutralng®. Drugi sposob, to sposéb segregowania do
wielu komdrek — tak nazywamy system, gdy klasyfikowane dane, ktérych
nie mozemy umiesci¢ w jedne] z komérek, przypisujemy wielu komérkom

naraz™*, Interesujace jest poréwnanie efektywnosci®*** obu tych sposobdéw

* Odpowiada to w bibliotekarstwie szufladce ,rézne®.
% Ten sposéb réwniez jest czesto stosowany w bibliotekarstwie.
#ix Zagadnienie to po raz pierwszy sformulowat i rozwazyl D.K.C. MacDow~avrp, J. Appl.
Phys. 23 (1952), str. 529,
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klasyfikacji. Rozwazania nasze oprzemy na fundamentalnym wzorze (1.13):

[= K ij In p;. (7.1)
-5 -

- Wyraza on ilosé informacji w przypadku, gdy dokonujemy wyboru spoérod

pewnej liczby przypadkéw a, b, ....Jj, ..., majacych prawdopodobienistwa
a priori p,, py, ..oy pj, ... Jezeli Chcemy wyrazaé informacje w jednostkach
dwéjkowych, to

K =lg,e,

I = -_ij lg, p; bitéw. (7.1a)
7

Zajmiemy si¢ uproszczonym modelem klasyfikacji, a mianowicie rozwa-
zymy klasyfikacje polozenia odcinka o zadanej dtugosci [, na znacznie dtuzszym
odcinku o catkowitej dlugosci L.

Przyjmijmy, ze L > [ tak, aby mozna bylo pominaé syluacje powstajace
na koncach odcinka. Odcinek o dlugodci L dzielimy na N przylegajacych
do siebie odcinkéw o dlugodei m tak, ze

Nm = L. | (7.2)

Odeinki te odpowiadajg komérkom klasyfikacyjnym, a dtugo$é odcinka od-
powlada rozmiarowi komoérki. Checemy znalezé warto$é optymalna m, w tym
znaczeniu, iz daje ona najwieksza zawarto$¢ informacji. Model ten zostal
przedstawiony graficznie na rys. 7.1. Umieéémy w sposéb przypadkowy

A

T m -
i R il e
¢ A 8 F 0

Ry sy T A—"

m »

Rys. 7.1. Model klasyfikacji z komérkami klasyfikacyjnymi o dlugosei m = CD i klasyfiko-
wanymi elementami o dlugosci = AB :

segment AB o dlugoéei I na odeinku L. Odcinek CD bedzie jedna z komérek
o dlugosci m. Jedli punkt A pada pomiedzy C i E, to caly odcinek AB lezy
wewnatrz tej komérki. Jesli 4 znajduje sie pomiedzy E i D, to odcinek AB
przvkrywa punkt styku D pomiedzy komérkami. Mamy wowczas

CD=m, ED=1, -CE=m—l (7.3)
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Zalozmy, ze prawdopodobieristwa trafienia odeinka 48 do réznych komoérek
sa sobie réwne. Prawdopodobietistwo zdarzenia, ze AB w calodci lezy w i-te]
komoéree, wyiosi

pi=(m—biL. a4

Gdyby klasyfikowane odecinki byly nieskodczenie krétkie, to mieliby$my
p; = m/L. Calkowite prawdopodobienstwo tego, Zze odcinek AB w calojci
lezy w pewnej komoérce, wynosi '

P= EN(m—-l)/L — N(mn—0)|L = 1—1jm. (7.5)

Przypadek m == 0 jest trywialny i nie bedziemy go rozwazaé, a wiec obecnodé
m w mianowniku nie komplikuje sytuacji.

Prawdopodobiefstwo tego, Ze odcinek AB lezy na granicy miedzy komér-
kami i w zwiazku z tym musi by¢ umieszezony w pewnej dodatkowej neutralnej
koméree, jest oczywidcie réwne

1—P=q=Im. (7.6)

Zawartoéé informacji na symbol danych jest okreélona wzorem (7.1) 1 wynosi

TN
[|K = — pr Inpi+qln gf =

=1

e {( 1—{/m)In (-1——) + - 1n —l} : (7.7)

Poniewaz cheemy obliczyé maksimum informacji, przyréwnujemy pochodna
I wzgledem m do zera:

LA b () (U)LY
Kdm =~ mE L mf\m—L] m? Yo T T

Iub

'—-—lmln (-ﬁ:—i) wlwkwgwln—l—+ / = ().
m

i m
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Stad maksimum [ wystapi przy
)
m m \ m—I

m = 1(1 +In -__ﬂi—-—) . (1.8)

m{m—1)

lub

Jest wiec rzecza oczywista, Ze optymalna wartosé m jest tego samego rzedu
co l. Dokladne rozwigzanie zalezy jednak (raczej nie krytycznie, z uwagi
na zaleznoéé logarytmiczna) od wyboru L, a $cidle] méwiac od stosunku
»dlugosei® calego systemu klasyfikacji do ,,dtugoéci® klasyfikowanych elemen-
té6w I Weimy np. L == €5, tj. L~ 150l Oznaczajac mfl przez x, z réw-
nania (7.8) otrzymujemy

x == 6—In{x(x—1)}. (7.9a)

Rozwiazaniem tego réwnania jest x & 3,7, tzn. ze ,rozmiar“ komérki powi-
nien byé okolo cztery razy wigkszy od ,rozmiaru®“ klasyfikowanych ele-
mentéw. Jezeli jednak wziaé L = €19 (tzn. L ~ 22 000 [), otrzymamy

x = 11—In{x(x—1)}, (7.9b)

co daje x ~ 8,0.

7.2. METODA SEGREGOWANIA DO WIELU KOMOREK

Rozwazmy teraz model odpowiadajacy metodzie segregowania do wielu
komérek, ktérg stosujemy w przypadku danych nie lezacych w calodci w jednej
z komorek. Przede wszystkim zalézmy, ze jeden klasyfikowany element
moze pokrywaé tylko dwie sasiednie komérki (ma to miejsce np. w przypadku
systemu, w ktérym wystepuja lokalizowane bledy). Dalsze nasze rozwazania
beda uzaleinione od sposobu znajdowania miejsca pokrycia i jego interpre-
tacji. Jedli na przyklad zajmiemy sie systemem segregacii tekstéw, to przydzie-
lenie tekstu réwnoczeénie do dwu komérek segregatora oznacza po prostu,
ze tekstowl przypisano szersze miejsce w przestrzeni klasyfikacji. Wyrazajac
to w terminologii, ktéra poslugiwalidémy sie dla modelu z rozdz. 7.1, mozemy
powiedzied, ze dlugoéé odcinka, w ktérym moze lezeé lewy koniec A klasyfiko-
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wanego odcinka, wynosi (2m—I[). W ten sposéb, pomijajac znéw sytuacje
powstajace na koncach, mielibyémy teraz

1

i=N
] m—1 [ 2m—1 -
IK = Zl - m( - ) +-7-n-1n( - ) (7.10)

Zauwaimy, ze mnoznik w drugim wyrazie pozostal niezmieniony przy zalo-
zeniu, ze nie zmienilo si¢ prawdopodobienstwo a priori I[/m zachodzenia
klasyfikowanego odcinka naraz na dwie komoérki. Ilosé informacji wynikajaca
z zaklasyfikowania do dwu komérek réwnoczednie: In (2m—I)[L jest jednakze
rozna. Maksymalizujac I wzgledem m 1 oznaczajac jak poprzednio mfl = «,
otrzymujemy wyrazenie na wartoéé optymalng

2x—1 206—1 .
= 5ri1 In 1 (7.11)

X

Daje to x = 1,06. Jest rzecza ciekawa, Ze rozwigzanie to nie zalezy od L,

Jednakze w przypadku, kiedy w naszym systemie segregacji interesuje
nas bezpoérednia akumulacja informacji statystycznej, znajomo$é miejsca
zachodzenia klasyfikowanego odcinka na dwie komérki naraz pozwala na
zlokalizowanie tego odeinka. Prowadzi to do zaleznoéci

[ m—1l 1 [
IIK = w{(1 - ?n}-w) In 7 —}———mlnnz;—}, (7.12)

m

a stad mamy warunek
x = —In (x—1), (7.13)

ktérego rozwigzaniem jest x &~ 1,28. Wartoéé ta takie nie zalezy od L.

Poré6wnamy obecnie ilo$é informacji przypadajace] na klasyfikowany
element dla réznych metod klasyfikacji, stosowanych w sposéb optymalny.
W pierwszym przypadku klasyfikacji do dwu komdrek, przyjmujac optymalng
warto$é mfl otrzymujemy:

I L [ 2m+1

(I/K)ope = 1n (L1) 40,03, (7.14a)

lub
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podezas gdy w drugim przypadku (wzér (7.12))
(|K)opr = In (L[1)+0,28. (7.15)

Z porbéwnania tej ostatniej wartodci z przypadkiem, gdy stosujemy system
z komérka neutralna, rozpatrywanym w rozdz. 7.1, widaé, ze system segre-
gacji do wielu komérek jest lepszy przy warunku

m—1 m—I

7t

= —0,28,

tj. gdy

Lil = 1,11. (7.16)
Wartosé L spelniajaca ten warunek jest jednak na tyle mala, Ze segregowanie
traci sens.

Analiza zagadnienia w przypadku Klasyfikacji, kiedy Klasyfikowane ele-
menty maja pewien statystyczny rozklad dlugosdci, nie jest trudnma. Jezeli
p(l} jest gestoéeia rozkladu prawdopodobietistwa [, to dla systemu z komdrka
neutralng (réwnanie (7.7)) otrzymujemy

o0

IK = — f { ( 1 _7%) In [( 1 —m]%-) %J . ;l;ln %}p(n di. (7.17)

Jezeli przyjmiemy

l,, edy 0<I<l,
=] " | 0

to po przeksztalceniach otrzymamy warunek uzyskania maksimum zawartoéci

o=t i) = () m ()

z ktérego dla rozpatrywanego poprzednio przypadku Lfl, = e® otrzymujemy

informacji:

mfl, = 2,2. (7.18)

We wszystkich tych przypadkach zajmowalidmy sie elementami, ktére
moga by¢ klasyfikowane przez rozmieszczanie na linii, a wiec w jednym wy-
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miarze. Podane zalezno$ci mozemy uogélni¢ na elementy zalezne od 2, 3 lub
wiecej zmiennych, ktére powinny byé klasyfikowane praez rozmieszczanie
na plaszczyznie, w przestrzeni lub w przestrzeni wielowymiarowe). Jednakze
przy takich warunkach jeden element moze pokrywaé kilka komérek, co
znacznie komplikuje sprawe.

7.3. NAJKORZYSTNIEJSZA LICZBA SYGNALOW PRZYPADAJACYCH NA
KOMORKE ELEMENTARNA

Zagadnienie to, zaleznie od sposobu podejscia, ma réine rozwigzania,
Przyjmijmy tu punkt widzenia inzyniera telekomunikacji, ktéry majac do
dyspozycji kanal charakteryzujacy sie okreslong stata czasu dazy do uzyskania
jego maksymalne] efekiywnosci. Ponizsze rozwazania przytaczamy zgodnie
z R. M. Walkerem (IBM, Watson Laboratory). Ograniczymy sie do kanaldéw
bezszumowych. Zagadnieniami z szumem zajmiemy sie w nastepnych rozdzia-
lach. Przyjmijmy, ze sieci elektryczne skladajace sie na kanat charakteryzuja
sie pewng stata czasu 7. Wiadomo, Ze sieé¢ inercyjna, w ktérej zmagazynowano
energie F , fraci te energi¢ zgodnie z prawem

E=FE, ", (7.19)

Przyjmijmy teraz, ze sygnal ma posta¢ impulsu o energii, ktéra moze
przyjmowaé jedna z wartoscl

0, Ey, 2E,, ..., E, = (n—1) K. (7.20)

Jeéli energia sygnalu jest najwyisza i wynosi E, oraz jest tracona zgodnie
z réwnaniem (7.19), to aby odczytaé poziom 0 lub Ej, musimy czekaé, az E
opadnie ponize] F£y/2. Prowadzi to do warunku

E,f2 = (n—1)Eye™'",

) (7.21)
tjt = —lp ——— =In 2(n—1).
[T n-; (n—T) n 2(n—1)
Jezeli cheemy rozrézniaé impulsy o energiach danych przez réwnanie (7.20),
to czas ¢ okredlony przez réwnanie (7.2]1) odpowiada najkrétszemu odeinkowi
czasu pomiedzy kolejnymi rozréznialnymi impulsami.
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Dla dlugiego -odcinka czasu calkowity liczbe impulséw obliczamy, jak

nastepuje:

G = Tt = T/(vIn 2(n—1)). (7.22)
Przyjmujae, ze wszystkie impulsy. maja réwne prawdopodobienstwa a priori,
otrzymujemy maksymalng mozliwg zawarto$é informacji (wzér (1.6))
| I = KGlnn = (KT[7)f(n), (7.23)
gdzie

J(n) = (In n)/(In 2(n—1)). (7.24)

/

0.77F—F--=>

]
i
5
01\234567é916 n
Rys. 7.2. Wykres f(n) = (In n)/(In 2(n—1)) w funkeji n

- Mozemy wykreslié kraywa f(n) zmieniajac n od n=2 (kod binarny) do oo
(zmienna ciagla). Krzywa ta zostala przedstawiona na rys. 7.2. Funkcja f(n)
przyjmuje wartoéé 1 dla n = 2, dla n = 4,6 osiaga minimum 0 77 1 rosnie
znoéw do 1 przy n—>oo.

Jak wiec widzimy, iloéé informacii, jaka moze byé przestana w danym
czasie, jest maksymalna w przypadku kodu binarnego (telegrafia) lub w tele-
fonii przy przesylaniu zmiennej ciagle;.

b MTmralrmn A hnamin Jeifarmsrn moadd



ANALIZA SYGNALOW: ANALIZA FOURIERA
I METODY PROBKOW ANIA

8.1. SZEREGI FOURIERA

W nastepnych rozdziatach bedziemy korzystali z niektérych wynikéw
analizy sygnaléw. Obecny rozdzial bedzie stanowil systematyczny przeglad
metod matematycznych stosowanych do analizy sygnaléw i wzajemnych
powiazahh tych metod (81). -

Zacznijmy od analizy Fourierowskiej funkeji okresowych®. Niech f(¢)
bedzie funkecja okresowa o okresie 7. Funkcja ta moze byé przedstawiona
w postaci sumy skladowych harmonicznych. Bedziemy. stosowali postaé
zespolona szeregu Fouriera:

+ 00 '
. 2m :
foy= 3 Coetws, wg="2. @)

adzie

C, w...w%m j F(t) e=noot di. (8.2)

Jezeli £(t) jest funkcja rzeczywista, to spelniony jest warunek

c_,=C, (8.3)

* Proejrzysty 1 écisty wyklad podstaw teorii szeregéw Fouriera moina znaleié w pracy
H. Borra, Almost Periodic Functions, New York 1947, Chelsea, rozdz. 1.
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gdzie gwiazdka oznacza liczbe zespolona sprzezong. Podano wiele prakiycz-
nych metod obliczania calki (8.2). Ze wzgledu na écisly zwiazek z zagadnie-
niami, ktérymi bedziemy sie zajmowaé dalej, rozwazymy tu metode przedzia-
16w skoniczonych. Wybierzmy N réwnoodleglych punktéw w przedziale
[0, 7], ktéry odpowiada jednemu okresowi, podstawiajac

= mb, === (8.4)

gdzie m jest liczba calkowita. Jako przyblizenie calki (8.2) weZmy sume

. |
1 .
=gy D Sl e ©5)
[ ’ :

Podstawiajac zamiast f(z,) szereg Fouriera (8.1), otrzymujemy

N + 00 ‘
1 Z Z g 2
R Y ai{n—nmuw, —

m=1 = —00
Mozemy skorzystaé z nastepujacej zaleznosei:
N o 2m ——
3 N = { N, gdy p = qh, (8.7)
0. gdy p = qNV,

m==1
gdzie g jest liczba calkowita.
Dolny wzér wynika stad, ze katy pm 2n/N g réwnorozlozone pomiedzy O
i 2pm. Wyrazy niezerowe sumy (8.6) odpowiadaja wskaznikom
p =n—n' = gN,
gdzie g jest dowolng liczba calkowita; stad |
yn’ = Z Cn = Z Gn’w}qu' (88)
7

Wspolczynnik y,. obliczony ze wzoru (8.5) jest suma wspolezynnikéw €,
ze wskaznikami n = n'+gN. Poza tym wspélezynniki 4, sa okresowe wzgle-
dem n’ z okresem réwnym N. Wnioski te #a szczeglnym przypadkiem
wyniku bardziej ogdlnego™.

* L. BriLLouiN, Wave Propagation in Periodic Structures, 1st ed. New York 1946,
McGraw-Hill, 2nd ed., New York 1952, Dover Publicatio1 s; zob. np. rozdz. 1, str. 7.

8*
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Interesujacy jest przypadek, gdy w rozwinieciu Fouriera funkeji rzeczywistej
skladowe harmoniczne o numerach wiekszych od pewnego granicznego ny,
staja sie znikomo matle, tak ze mozna je odrzucié:

C,=0, jezeli |n|>ny, C_,=0C. (8.9)
Woéwezas mozemy wziad
N = 2np4-1. , - (8.10)
Stad mamy
Vo= G jezell  [n| <mp (8.11)

Pierwsze N wyrazow v, daje dokladnie N pierwszych wspotczynnikéw IFou-
riera C , wyrazy y, o wickszych numerach sa powtdérzeniem wspélczynnikow
C, — okres powtarzania wynosi N (rys. 8.1).

Bardzo waznym wynikiem analizy Fouriera jest wzdr Parsevala. Jest on
stuszny w przypadku, kiedy funkcja f(t) jest rzeczywista, ograniczona i catko-
walna w przedziale [0, 7] odpowiadajacym jednemu okresowi, Wzér Parse-
vala ma postac:

Lpu= Y ar 8.12)
0

= 00

Wzér ten latwo mozna udowodnié podstawiajac w miejsce jednej z funkcji
f(t), w wyrazenin podcatkowym, po lewej stronie wzoru (8.12), jej rozwinigcie

Fouriera (8.1):

| i_ffzdzﬁ%ffz Cnei"wo‘dtzzCnC§=Z | Cal?
0 0 " | : "

A | |
cnl ¥n : ;
| {
Cp ! on | n
,f"j . ’.’"-"1 il
e ! N - I N
// 1 \\ // l \\ b .
i . F o
Ny 0 Ny N-ny N N+ny 2N-n,  IN  IN+ny n
|

Rys. 8.1, Wykres ilustrujacy réwnosé wspélczynnikéw Fouriera C, i wspélezynnikéw y,, dla
—np< n< +npg oraz okresowosé y, dla wiekszych wartodci n
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W wielu zastosowaniach wielkoSci wystepujace we wzorze (8.12) przedsta-
wiaja energie; w takim przypadku twierdzenie Parsevala méwi, ze energie
przypadajaca na okres T moina obliczy¢é badZ to catkujac f?, badZz sumujac
energie skladowych harmonicznych. |

8.2. ZJAWISKO GIBBSA I ZBIEZNOSC SZEREGOW FOURIERA

Warunki zbieznoéci szeregéw Fouriera omawiane sg w wielu podreczni-
kach*. Rozwiniecie Fouriera mozna stosowaé dla funkeji posiadajacej skon-
czona liczbe punktéw nieciagloéci w obrebie okresu 7. Niech ¢, oznacza punkt
nieciaglodci z lewostronng i prawostronna wartoscia f(t,-+0) i f(t,—0) oraz
zatézmy, ze w punkcie ¢, istnieje lewostronna i prawostronna pochodna.
Mozna udowodnié, ze szereg Fouriera dla ¢ = ¢, jest zbieiny do wartosci

Yol fltg—0) =110 +0)1. (8.13)

Wynik ten ilustruje szczegdlny, lecz typowy przyklad, ktéry teraz rozpatrzymy.
Rozwazmy funkecje o okresie 2n majaca nieciaglodci dla ¢ = 4=, +3x, ...

(rys. 8.2):
f) =1t —m<t<-m, (8.14)

przy czym wielkodé uskoku dla ¢ = = wynosi —2m. Szereg Fouriera tej
funkeji ma postaé

sin ¢ sin, 2¢ sin 3¢ ) . (8.15)

f(t)=2( T~ 5 T3

Oznaczmy przez S, sume pieiwszych p wyrazéw i poréwnajmy ja z rozwijang
funkeja. Réznica A wynosi
sin nt

A = f)—S8, =2 Z (—1ys+1 . (8.16)

{2
n=p+1

Checemy zbadaé, jak bedzie sie zachowywaé r6znica 4 w okolicy niecigglosci

* R. V. CuurcHILL, Fourier Series and Boundary Value Problems, New York 1941,
Mc Graw-Hill; J. S. Sokornirorr, E. S. Sokornikorr, Higher Mathematics for Engi-
neers and Physicists, New York 1941, Mc Graw-Hill, str. 68.
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przy t = w. Wezmy
| b == 7t-—-9,
wowczas

sin nt = (—1)* "1 sin nf,

skad

Aefo§y =2 Z sin nf .

I
n=p+1

Kolejne wartodei n réznig sie o An = 1, za$ o 0 zakladamy, ze jest bardzo
male. Wprowadzmy nowa zmienna
n=rn, Ayp=0 0Ll

Zgodnie z podstawowym twierdzeniem rachunku calkowego mozemy sume
we wzorze (8.16) zamienié na calke

o ¢]

sin %

A =2

n=(p+1)0

dn = —2 Si(p-+1)9, (8.17)

gdzie przez 3i(x) oznaczamy, jak zazwyeczaj, sinus calkowy*. Funkecja Si
przyjmuje w punkeie x == 0 warto$¢ —m/2 i przy x dazacym do nieskorniczonoéci
wykazuje thumione oscylacje. Kolejne maksima i minima funkeji Si wystepuja

dla

1 +0,281
(p+)8 = 2 ) .o ) —0,153
== | g5 Wowenas St () = 10,104 (8.18)
4 —0,079

Wykresy kolejnych przyblizen funkeji f(¢) pokazano na rys. 8.2. Zanotujmy
nastepujace fakty:
(1) Wszystkie krzywe odpowiadajace sumom czedciowym S, przechodza

* Jaunge — EmpE, Tables of Functions, New York 1945, Dover Publications, str. 9.
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-

przez jeden punkt ¢ = =, S, = 0. Stad punkt w frodku skoku jest punktem,
do ktorego szereg jest zbieiny, co jest zgodne ze wzorem (8.13).

(2) Sumy czesciowe wykazuja duze oscylacje w otoczeniu pupktu nie-
cigglodci, podezas gdy nie wykazuje ich funkcja rozwijana. Kiedy liczba p

A
£(t) -
I | |
Py
; “m - ~m 0 T:rt/?:rc :i:3:n:74vc ;

Rys. 8.2a. Wykres nieciaglej funkeji okregowej o okresie 21
F(E) = —m< <+

dzie5i8C wyrazon
F(t) S265¢ wyrazow-
cztery wyrazy—

Rys. 8.2b. Szeéé pierwszych wyrazéw szeregu Fouriera funkeji f(z). Pokazano takie sumy
pierwszych czterech, szeéciu 1 dziesiecin wyrazoéw tego szeregu

wyrazéw w sumie czesciowej jest dostatecznie duza, oscylacje te mozna przed-
stawié¢ standardowg krzywa 4 (réwnanie (8.17)). Oscylacje maja zawsze taka
sama amplitude, natomiast polozenia maksiméw i miniméw wyznaczaja
zaleznoéci (8.18). Pierwszy przerzut wystgpuje dla 6 = wfp; w tym praypadku
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suma przekracza wartosé funkcji o 0,281, co daje blad wzgledny

4 4 2

‘jr == “7? MM'TC_ (0,281) e 18%. (819)
Jedli liczba p wyrazéw sumy czesciowej werasta, dlugosé przedziatu, w ktérym
wystepuje blad, maleje, jednakze maksima i minima zachowuja te sama am-
plitude. Efekt ten jest znany jako zjawisko Gibbsa. Na rysunkaczh 8.2 latwo
jest zauwazyé, ze wysoko$é przerzutu wynosi zawsze 189%,, gdy suma obejmuje
4, 6 lub 10 wyrazow.

Wyniki, do jakich doszliémy w tym szczegélnym przypadku, maja charak-
ter ogdlny 1 pozostaja shuszne dla dowolnej funkeji z uskokami. Rozwazmy
funkcje okresowa F(t) o okresie 27 majaca uskoki Dy, Dy, Dy, ... w punktach

bya g tgs e Mozemy skonstruowaé funkcje ciggla

D D
G = F+ ﬁf(tu—tl—{—rc)ir %%f(zwtzirn)...

dodajac do funkeji F odpowiednia liczbe funkeji typu (8.14) pomnozonych
przez odpowiednie wspélezynniki. Szereg Fouriera funkcji ciaglej jest szybko-
zhiezny; jego wspélezynniki maleja jak 1/n? lub jeszcze szybeiej. Niecigglosci
funkcji f daja natomiast wsp6lezynniki malejace powoli, a mianowicie tylko
jak 1/n (wzér (8.15)). Zachowanie sie szeregu Fouriera funkcji £ w poblizu
niecigglodei jest w gtownej mierze okreslone tymi, wolno malejacymi wyrazami,
wykazujaeymi wlasnoéci takie same, jak w oméwionym wyzej przypadku
szczegbdlnym. |
Na zakonczenie podkreslimy jeszeze inna wazna wlasnoéé szeregu Fouriera.
Suma czedciowa S, jest mianowicie najlepszym mozliwym, w sensie najmniej-
szego bledu éredniokwadratowego, przyblizeniem rozwijanej funkeji*.

8.3. CALKI FOURIERA

A
Catki Fouriera zilustrujemy najpierw na prostym przykladzie zwiazanym
z praktycznymi zagadnieniami techniki impulsowej. Rozwazmy impuls
o czasie trwania fl, powtarzany okresowo (okres 7). Rozwinmy ciag takich

* Por. notka * do Sir. 114.
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impulséw w szereg Fouriera zgodnie z réwnaniami (8.1) i (8.2) (zob. rys. 8.3):

211:
Ab) = Z Gy e, ooy = 2myy = =
IR (8.20)
1 .
an? ff(t)e”“"“’ﬂ’dt, C..=Cy,

— [
przy czym zakladamy, ze f(2) jest funkcja rzeczywista. Poniewaz na zewnatrz
przedziatu 6 impuls jest réwny zero, mozna przyjaé dla C, granice catko-

A i !
F(t) the L +he |
| '1/2 T | +oz : -
~T /\{ ] ; i } m -E-)-
g B ~g
bk QK PES Tt

Rys. 8.3. Impulsy o czasie trwania § 1 okresie powlarzania T

wania -+0/2. Przypuéémy teraz, ze zwiekszamy stopniowo- odleglosé 7 po-
miedzy kolejnymi impulsami i przechodzimy do granicy t—oo. Funkcja
f(t) moze byé zapisana w postaci

f(t) = 2 C, e An = ? C,7 ™™ Ay, v, = ny,, An =1,

A':Q = v, = 1/1.
Dla- bardzo duzych 7 sume¢ mozemy zaqtapié calka:
T>00: f{t) = f C(v) ¥ dy (8.21)
oraz T
lim (C,7) = C(») = f f e“"‘z“” dL CF(—»). (8.22)
T-00 s 00

W calce ze wzoru (8.22) calkowanie obejmuje faktycznie tylko prze-
dziat 6, odpowiadajacy pojedynczemu impulsowi, poniewaz f(t)540 tylko dla
—0/2 < ¢ < b]2.

Dla duzego 7, wspélezynniki € 7 tworza w1dm0 prazkowe, obwiednig

.

ktérego jest ciagle widmo odpowiadajace calce Fouriera. Im wieksze jest ,
tym mniejszy jest przedzial Ay = 1/t pomiedzy prazkami widma prazko-
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widmo catki Fouriera

widmo dyskretne ciggu impulsow

Hr>
Av=y=1z

Rys. 8.4. Ciggle widmo C(») calki Fouriera jako obwiednia widma dyskretnego C,v

wego (rys. 8.4). Z réwnan (8.21) i (8.22) wynika, Ze zmienne ¢ i » odpowiadaja
sobie nawzajem w tym sensie, ze jedli impuls f(¢) ma widmo C(»), to impuls
C(t) ma widmo f(»).

Jezeli impuls jest symetryczny, to jego widmo réwniez jest symetryczne:

k]

J&y =f(—=t) = [ C@)cos 2wt dy, (8.23)
Clr) = C(—» = [ (&) cos 2mwe dt. (8.24)
. L= — 00
Sa to wyrazenia podstawowe w naszych rozwazaniach. Podamy teraz kilka
przykladéw: ‘
impuls prostokatny widmo
1 < ()b, - -
4 _, osinmvly 9
=, co) =0, 50 8.25)
O e} > (a)0,
impuls typu sint widmo prostokatne
t .
sin 2wt I v <wm
=V S () = ; (8.26
7o S ®) { 0 P>y (8.20)

impuls tréjkatny

( WJ%M) 8| < 0,

ft) = / C) = 0 sin7l; g (8.27)
N TN e, T
0 |t > 8,
impuls gaussowski widmo gaussowskie

ft) = emmwh C(y) =0, e=m00* . (8.28)
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Odpowiednie wykresy pokazano na rys. 8.5. Pierwsze dwa przypadki ilustruja

omawiang poprzednio odpowiednioéé zmiennych ¢,
w réwnaniach (8.23) i (8.24). ’

Dla calki Fouriera stuszny jest wzér Pa,rbevala pod

v oraz ich symetrug

obny do wzoru (8.12),

stusznego dla szeregu Fouriera. Wzér ten wyprowadzimy w nastepujacy

impuls f(fﬂ:

;':!”05!%0“*

kainy |

. . = ‘ P AN
I SN
—ﬁj 291 _ 1+_@-1
A

impuls () BM}L

tupu |

(sint)/t , A,

| .

. i ! -~ s =
N FT S v
“5, 20,0 <, v9, L 7y *”sz:z]—m

e 8()

umpuls 2

trijkat-

Avq
& e
45{ 0 !' +6 . 70 Y
1 -8 +126, S S TR I §
26, 26, 6,
A
| 20K B(v)
tmpuls

gausso-

Rys. 8.5. Przyklady funkeji i ich widm. Krzywe te odpowiadaja wyrazeniom (8.25) do (8.28).
Warto zwrdcié uwage na symetrig t—v (zaznaczong strzatkami) dla pierwszych dwéch przypad-

kow oraz dla impulsu i jego widma w ostatnim przypadku
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prosty sposéb:
JIf2di= [ fofdi= [ f*de [ Cp)e o,

w wyrazeniu tym w miejsce fﬁnkcji f{t) podstawiliémy jej catke Fouriera
(8.21). Calkujac ze wzgledu na ¢ mamy

ff*(t) ey = C*(»),

stad
+oo +o0
mf | f(2) |2 d¢ ————mf C)2dy = E. (8.29)

W wielu zagadnieniach fizycznych calka ta odpowiada catkowite] energii
fali o amplitudzie f(¢) i wielko$¢ E moze byé obliczana albo bezpoérednio
na podstawie funkcji f(¢), badZ na podstawie jej fourierowskiego widma.

8.4. ROLA SKONCZONEJ SZEROKOSCI ZAJMOWANEGO PASMA
CZESTOTLIWOSCI

Jedna z charakterystycznych cech kazdego systemu telekomunikacyjnego
jest to, e zawsze wykorzystuje sie w nim tylko skoriczone pasmo czestotli-
woéci. System moze byé typu dolnoprzepustowego, jeshh wykorzystuje sig
czestotliwoéci od 0 do pewnej maksymalne] wartosci vy, lub moze byé srod-
kowoprzepustowy, jesli przyjeto w nim czestotliwosci pomiedzy dwoma
wartodciami v, 1 v,. Systemy, ktére mozna nazwaé gérnoprzepustowymi, sa
czysto hipotetyczne, poniewaz nie istnieje zaden uldad fizyczny bez gérnej
granicy czestotliwodci. Analize systemu pasmowoprzepustowego mozna
sprowadzi¢ do analizy systemu dolnoprzepustowego, modulujacego pewng
czestotliwoéé noéna. Dlatego mozemy ograniczyé nasze rozwazania do syste-
méw dolnoprzepustowych.

Rozwazmy zagadnienie, podczas gdy dany jest system o pewnej gornej
granicy czestotliwosci vy,. Jakie sygnaly mozemy przekazywaé w takim syste-
mie? Innymi stowy, jakie sa cechy charakterystyczne funkcji f(t), ktérych

[y
.

- widmo Fouriera nie przekracza wartosel vy, ?
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Warunek ten oznacza, ze wykorzystujemy pasmo czestotliwodci Aw,:
] vy, vy < <y, Avy = 2wy, (8.30)

Na wstepie chcemy wykazaé, ze dla odtworzenia sygnatu o czasie trwania
0, konieczne jest pasmo czestotliwodci o szerokodei

Av, > 511- Av, 6, > 1. (8.30a)
W praktyce pasmo czestotliwodei nie jest dokladnie okreslone. Dla czestotli-
wosci lezacych wewnatrz pasma, wartodci C(v) sa duze w poréwnaniu z warto$-
ciami dla czestotliwoéei lezacych na zewnatrz pasma. Podobnie funkcja £(z)
przedstawia sygnal o stosunkowo duzej amplitudzie w przedziale czasu 6
i stosunkowo malej amplitudzie dla pozostalych chwil na osi czasu. Iloczyn
Avy - 8; ma kres dolny. Mozemy to zauwazyé na tle przykladéw (8.25) do
(8.28), gdzie sygnaty o krétszym czasie trwania maja szersze pasmo czestotli-
woscl. |
Zagadnienie ilodciowego okreslenia szerokodel zajmowanego pasma
czestotliwodel 1 czasu trwania sygnalu jest zagadnieniem o charakierze empi-
rycznym. Wyniki obserwacji z dziedziny telewizji, ktére obecnie oméwimy,
daja dobre'podstawy do wyboru definicji loéciowych. Ustalono mianowicie,
ze do przeslania sygnatu telewizyjnego przy 525 liniach na obraz, 30 obrazach
na sekunde i 360 impulsach na linie potrzebne jest pasmo o szerokosci okoto
6 megacykli*. Daje to dlugos$é impulsu
B 1 1
T 525-30-360 5,7

0, - 10-8;

stad

1
Avl . 91 =« 106 . “'“5“:““,?“' 10-6¢ = 1,05.

Przyklad ten sugeruje, ze szerokosé zajmowanego pasma i czas trwania sygnatu
musza spelniaé nieréwnosé (8.30a):
Av, -0, > 1.

Rozwazmy teraz przyklady (8.25) do (8.28) z poprzedniego rozdzialu. Sg to
krétkie, symetryczne impulsy o maksymalnej amplitudzie dla ¢ = 0 i rzeczy-

* Jest to standard amerykaniski. (Przyp. tlum.).
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wistej fourierowskiej gestosci widmowej C(») majacej maksimum dla ¥ = 0.
Pokazemy, ze dla nastepujacych definicji A»; i 0, spelniona jest nieréwnoéé*

(8.30a):
+o0
fO)- 0= [ fo)a, 331)

gdzie §; — nominalny czas trwania impulsu,
C0) - Ay, = f C{v) dv, (8.32)
gdzie Av; — nominalna szerokos¢ pasma.

Zauwazmy teraz, ze calka w réwnaniu (8.31) jest réwna wielkodei (/(0) wystepu-
jace] w réwnaniu (8.24). Podobnie calka w réwnaniu (8.32) jest réwna wiel-
"kodci f(0) wystepujace] w réwnaniu (8.23). Zatem

o)
)

Definicje te daja réwnosé¢ (8.33) zamiast nierdwnosei (8.30). Latwo mozna to

Ay, = _Jé((%),)m , 0y Ay =1L (8.33)

0, =
sprawdzié na naszych poprzednich przyldadach. Jednakze sa to przypadki
szezegdlne, nie odzwierciedlajace ogélnej sytuacji, a wige wyrazenia (8.31)
i (8.32) nie moga by¢ zastosowane do ogélnej, majacej praktyczne znaczenie,
definicji czasu trwania sygnatu lub’szerokosci pasma. Tak wice na pwyldad
przy obliczaniu nominalnego czasu trwania sygnatu 6, ujemne wartodei f
powinny dawaé dodatni przyrost, podezas gdy w réwnaniu (8.31) wystepuja
one ze znakiem ujemnym. Mozemy wprowadzié nastepujace zmodyhkowane
definicje oparte na wartoéciach bezwzglednych :

| /(0)10; f A5 de = | ff(t) de| = [C(0)] (8.34)

i podobnie

00 +-00

1CO)|Avy = [ [CO)|dv = | [ Cl) dv| = |f(0)]. (8.35)

e O — 00
Z definicji otrzymujemy

0, >0, Avy,=Avy, 0,Av, =>6,0v, =1, (8.36)

* 1, A. WHEELER, Proc. LR.E. 27 (1939), str. 359; P. Le COI%BEILLEB, Electronic Cir-
cuits and Tubes, New York 1947, McGraw-Hill, str. 586590,
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co stanowi warunek (8.30a), ktéry cheieliémy spelnié. Rysunek 8.6 ilustruje
sposéb korzystania z definicji (8.34). Dlugoéé 0, jest wybrana tak, aby pole
prostbkqta o podstawie 6, i wysokoédci f(0) bylo réwne polu pod krzywa
)], Jedli chodzi o szeroko$¢ pasma sytuacja przedstawia sie podobnie.
Czas trwania f, moZe by¢ zmniejszony, jezeli poczatek osi czasu przesuniemy

Rys. 8.6. Czas trwania 6, impulsu otrzymano przez poréwnanie iloczynu £(0) -6, z obszarem
pomigdzy wyprostowana krzywa |f(f)| i osia ¢ '

do punktu, gdzie | f|osiaga maksimum. W podobny sposéb, przez odpowiedni
wybdr poczatku osi czestotliwodci mozemy zmniejszy¢ szerokodé pasma Aw,.
Przesuwanie ost -czestotliwo$el mozemy zreslizowaé mnozac widmo przez
wspélezynnik e ; operacja taka odpowiada demodulacji sygnatu. Jednakze

nawet tak zdefiniowane 6, i Aw, zawsze spelniaja warunek (8.36).

8.5. ZASADA NIEOZNACZONOSCI DLA CZASU I CZESTOTLIWOSCI

Nasz ogélny warunek (8.30a) jest szczegélnym przypadkiem zasady nie-
oznaczonosci znanej w mechanice kwantowej. Zasada ta mdwi, Zze zmienna
q oraz sprzezony z nig moment p nie moga by¢ jednoczeénie zmierzone z do-
wolng dokladnoécia, lecz Ze istnieje zwiazek pomiedzy bledem Ag pomiaru ¢
i bledem Ap pomiaru p. Zwiazek ten jest nieréwnoécia

Ag-Ap > a, (8.37)
przy czym & w pewnych przypadkach jest réwne stalej Plancka A, a w innych —

réwne statej Diraca h = h/2w. Obie te stale sq tak male, ze 7 prakiyeznego
punktu widzenia nie ma wiekszego znaczenia, ktéra z nich przyjmiemy.
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Jak wiadomo z mechaniki, energia jest ,,momentem sprzezonym® z czasem
t, tak ze zgodnie 7 réwnaniem (8.37)

AE - At > a. (8.38)
W przypadku drgait o czestotliwodci v energia (32) £ = Av i dlatego

vAEzhAv;

stad, jezell wykorzystamy empiryczny zwiazek (8.30a), otrzymamy

AE- At = hAv - At > h. (8.39)

Wynika z tego, ze powinni$my przyjaé raczej @ = h niz @ = h. Zagadnienie
to rozwazymy dalej, przy kofcu tego rozdaiatu.

" Obecnie przedstawimy rozumowanie, stosowane w mechanice kwantowej,
ktére prowadzi do zasady nieoznaczonosci*. Oblicza si¢ tam funkcje falows
(t), nie przypisujac jej jednak zadnego bezpodredniego znaczenia fizycznego,
zaklada sie natomiast, ze kwadrat |f|?> daje gestoéé prawdopodobienstwa
zmiennej t. Sciélej méwiac prawdopodobienistwo tego, Ze zmienna ¢ lezy
pomiedzy ¢ oraz t+di, jest definiowane, jak nastepuje:

p(t’) de = %— | f(t")|? dt, (8.40)

gdzie E jest calkowita energia fali, okreslona przez (8.29). Warunek (8.29)
daje takze |

?ocp(t) dt = 1. (8.40a)

Podobnie prawdopodobiefistwo tego, ze czestotliwo$é v lezy w przedziale
v oraz v'-+dv, jest okreslone przez wzory

P@) dv = %m CO')2 dy (8.41)
oraz

TO P(v) dv == 1. (8.41a)

* Zob. np. D. GaBor, M.LT. Lectures, 1951.
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Zdefiniujmy teraz sredni czas trwania sygnalu wzorem

ty= [ 1p(t) de, (8.42)
érednig zaé czestotliwodé — wzorem
+eo0

vo= [ v P{») d. (8.43)
— o0

Odchylenia t; i »; od tych érednich sg okreslone wzorami

Fl

Obliczmy wartosci $rednie kwadratéw tych odchylek

+-00 — oo
- f t2 p(t) d v = [ v P() d. (8.44)

Srednie bledy pomiaru czasu At i pomiaru czestotliwodci Aw okreélimy,
jak nastepuje:

=Vait, Av=Va. (8.45)
Stala @ wybierzemy tak, by warunek (8.30a) byl spelniony, tzn. checemy, aby
At-Av=Va?B¥ >1 Tub o289 1. (8.45a)

Jezeli wykorzystamy réwnania (8.40), (8.41) i (8.44), to zamiast réwnania
(8.45a) bedziemy mieli (83) ‘

& [ 2O A [ 2200) Co)dv > B (8.46)

Nie zawezajac zagadnienia mozemy przyjaé, ze ty = 0 oraz v, = 0; zatem
ty == £ oraz vy = v. Przystepujac do doboru wartosci stalej a, udowodnimy
tozsamosé

f v2 C*(y) C(») dam_--— j ) 2f dt. (8.47)

Dowéd tej tozsamodei latwo mozna przeprowadzié, przy zatozeniu, Ze f(f)
oraz ({v) sa rézniczkowalne i dostatecznie szybko malejg dla dugzych wartoéei

=]

% — Nauka a teoria informacji
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argumentoéw. Korzystajac z calki Fouriera (8.21) otrzymujemy

o

dzf iy
T fC('p)(—ZLTczvz)ez tdw,

Vim 00

2
f*mdfdtm — 42 ’ ,,,z C(v f*e \2mive g
dz?

prmz — 00 P 00 t:--———

stad

Wystepujaca po prawe] stronie druga calka zgodnie z réwnaniem (8.22)
jest niczym innym jak C*(v). W ten sposéb dowiedliémy tozsamodei (8.47).
Korzystajac z tozsamoéci (8.47) réwnanie (8.46) mozemy napisaé w postaci

"'f%ﬁ f 2 At J{ f*w—mdt X f FEF e (8.48)
* trm — 00 f= —00 f= 00
W dalszym ciagu bedziemy korzystaé z nieréwnosci Schwarza:*
4 [F*F dt [ G*G dt > | [(F*G+FG*) du]?, (8.49)

gdzie :
F=1tf oraz == dffdt.

Druga catke obliczamy calkuﬁ( przez czescl 1 korzystajac z tego, Ze funkeja f
znika w nieskonczonoéci:

-+ 00 [ae]

. dr* df 4, df *dgf _
__fccdsz T ff dt

f s dgf dt. (8.50)

Réwniez prawa strone nierdéwnosci Schwarza calkujemy przez czedci:

+ o0 400 o0
[ tes)umarn | - [uras

* Dowdd nieréwnodci Schwarza podano w Dodatku przy koncu tego rozdziatu.
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W ten sposéb nieréwnodé Schwarza przyjmuje postaé

f BF ds f r

Z poréwnania tego wyr_aienia 7 (8.48) wynika (8%), ze nalezy przyjaé

a® = 16w lub  a = 4m,

tzn. ze mamy

=Vir®, Av=Vamg.

Interesujace jest poréwnanie tych definicji z réwnaniami (8.31) i (8.32). |
W poprzednim rozdziale, w przykladach (8.25), (8.27) i (8.28) mielidmy czas
trwania 0 i szerokoéé pasma 1/6;. Nowe nasze definicje daja wartodci

nastepuj qce:
(8.25): == 0, | At = ]/—— 6,, Av=o00 At Ay =00
2 1 3 . 6
(8 27) Lk ww"?) 91, At = ——5““ 91, Ay == "0—“;]/;, At A'V‘——- ""g“j,
(8.28): E == —’%: . At =)26,, - Aw ﬂ—;“ V2, At Ay =2.
_ 0, -

Obliczenie E, Av oraz At w tych przykladach pozostawiamy czytelnikowi.
Podamy tylko niektére z catek oznaczonych, ktére wystepuja w obliczeniach :

o : o0 e8]

' . 9 . - .
[(smx) dx = T, fsmzx dxmﬁ, [xze‘”"zdx:—-l/??.
X _ x 2 J

X — 00 . e OO

W wielu pracach z mechaniki kwantowe] przyjmuje sie ¢ = 2. W takim
praypadku

Ay
b= V2$ e, AP = e
A ]/271: ! V2r -~
Wynika stad
1
. g
At Ay 5

g*
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Jegli podobnie okreslimy Aq i Ayp, relacja nieoznaczonoéci przyjmie postaé

*

Ayq- Ayp = h

Definicje te z punkiu widzenia naszych poprzednich rozwazaii wydaja sie
nierealne. Zgodnie z nimi kres dolny Ay - At ma byé 27 razy mniejszy, co we
wspomnianym W poprzednim rozdziale przypadku kanalu telewizyjnego
oznaczaloby, e wystarczajace jest pasmo o szerokosci okolo 1 megaherca.
Rzecz prosta (3%), ze gdyby to hylo rzeczywiscie mozliwe, wprowadzono by
w telewizji, zamiast jednego kanatu o szerokoéci 6 megahercow, szeé¢ kana-
16w o szerokodci jednego megaherca. Znaczenie fizyczne wartoécei At i Av
latwo mozna odezytaé z rys. 8.5.

Czytelnik na pierwszy rzut oka oceni wige, jak nierealistyczne byloby

przyjecie wartoscl mniejszych od wprowadzonych przez nas.

8.6. STOPNIE SWOBODY WIADOMOSCI

Rozwazmy obecnie nastepujace zagadnienie. Mamy funkeje czasu® f{(z),
okredlona w przedziale czasu 7, ktérej widmo nie zawiera czestotliwodcl wyz-
szych od wartodcl v,y lle parametréw (lub stopni swobody) potrzeba do okres-
lenia takiej funkeji? Wykazemy, ze wystarcza tylko

N = 2vy7 (8.51)

(przy zalozeniu, ze vyt 3> 1) niezaleznych parametréw dla okredlenia takiej
funkcji. Rozpatrzymy takie niektore ogdlne wlasnosgei funkeji f{t) oraz rozne
mozliwoéel wyboru jej parametréw. |

Przede wszystkim musimy zaznaczyé, ze funkeja, ktorej wartoscl znamy
jedynie dla skoniczonego przedziatu, np. przedzialu 0 <t < 7, nie jest
w pelni okreslona. Jezeli chcemy poprawnie ustawi¢ zagadnienie, musimy
uwzglednié przebieg funkeji przed zerem 1 po 7. Nalezy to zrobi¢ nie dodajac
niczego do informacji zawartej w wiadomosci- (86) f(£). Sa tu mozliwe dwa
zalozenia:

(1) Funkcja f(t) jest okresowa — przebieg f z przedzialu od O do 7 po-

* Funkecje te autor nazywa wiadomoéeia. (Przyp. tium.).
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witarza sie nieskonczona iloéé razy, a wiec

f(t+q7) = f(t), g jest liczba calkowita. (8.52)
(2} Praebieg funkeji powtarza sig jednorazowo w przedziale 0 < ¢ < 7:
Sy =0 dla <0 lub > (8.53)

Ten ostatni przypadek byl rozpatrywany przez Shannona.
Zacznijmy od zalozenia (1) i rozwazmy funkcje okresowa o okresie 7.
Rozwirimy te funkcje w szereg Fouriera:

"M
S(8) = :}Z g Z (atn cOs n@--b, sin ng), (8.54)
=1
gdzie
27t 1
(;17 — ———; —_ zﬂvot, ’VO e ”:E*. (8.55)

Przyjmijmy, 7e czestotliwos¢ maksymalna vy, réwna sie dokladnie jednej
z harmonicznych czestotliwodci v, :

Nap = vyt lub  nawy = v,y (8.56)
Szereg Fouriera zawiera w takim przypadku skoniczona liczbe wyrazéw —

do wyrazu z numerem r,,. Kazdej harmonicznej odpowiadaja dwa parametry

a, oraz b,, stad catkowita liczba parametréw liczac stala a, wynosi

N = 2ny,+1 = 2vyr+1. (8.57)

Jesli czas trwania sygnalu 7 jest dostatecznie duzy, wyrazenie (8.57) przechodzi

ne

w (8.51). Wspélezynniki a, i b, moga stanowié jeden z mozliwych zespoléw
parametréw okreélajacych funkcje. Zamiast szeregu Fouriera o wyrazach
rzeczywistych mozemy przyjaé zespolony szereg Fouriera — wyrazenia (8.1)

1.(8.2):

TrAL i 9
. T
f(t) = E Cp €0 g = 27Ty, = —
PETM L (8.58)

1 ' 1 :
P __1 — £f + o inwyt’ A
Cn 5 (n lbn) = ff(t )0 dt’ = Ly, J
0

gdzie gwiazdka oznacza liczbe zespolona sprzezong.
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- Zamiast szeregn Fouriera mozemy, do wyboru zespolu parametréw
okreglajacych funkcje okresowa f(¢), zastosowaé metode prébkowania,
Polega ona na tym, ze w przedziale v wybieramy N réwnoodleglych chwil
prébkowania, np. o

T 1

W“ = m ) (8.59)

gdzie
N = 2ny~+1 = ©(2vp+vy) = 2vy7+1;
f,, nazwiemy wartodcia probki:
f = flant). (6.59%)

Jmion =S q jest liczba catkowita,

zgodnie z warunkiem (8.52). " |
- Naszg wyjsciowa funkeje f(2) mozemy odtworzyé (37), jesli znamy jej
2nu+-1 wartodei probek w przedziale 7. Zapiszmy

f() = Z Sagt—mb), - (8.60)

gdzie g(2) jest pewna funkcja impulsowa powtarzajaca sie okresowo w chwilach
czasu ¢t = gr. Przyjmijmy, ze funkcja g(f) ma nastepujace whasnodei:

g(t)
g(t)

Nasza funkcja impulsowa przyjmuje wartodé zero dla wszystkich innych

I

1 dat=0 lub ¢ = g7, gdzie ¢ — liczba calkowita,
0 dlat=ml lub m+# qN.

I

chwil prébkowania w przedziale 7. Nietrudno jest skonstruowaé funkeje
o takich wlasnosciach przy warunku, e jej widmo jest skoficzone i nie prze-
kracza wartodei vy,. Wykorzystamy tutaj tozsamoéé Lagrange’a

M bin(n.M+ %)tp
i — ing ‘ 61
—!— Z cos gn 2 Z el 2 sin (¢/2) ) (8.61)
n-————nM

gdzie @ = a)(,t.

Funkcja wystepujaca po prawej stronie (8.61) dla ¢ = 0 lub ¢ = gt jest
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rowna ny;-1s, w tych bowiem punktach mianownik przyjmuje wartosé zero.
Taka funkcja oscyluje i przyjmuje wartodci zerowe w punktach

1
(nM -4 —2~) wet = T, 2T, ..., M,

T 2t mr
i“—“i:“ﬁ» W v TN m # gN,
gdzie m nie moze byé catkowita wielokrotnoscia N. |
Mozemy zalozyé, ze nasza funkeja impulsowa g(f) ma postaé

gin (N wot) Ly .
g(t) = Z einont, (8.62)
() "
N sin —M
Poréwnujac réwnania (8.60), (8.62) i (8.58) otrzymujemy
M N
"™
f(t Z lf emcu(,(r —mb)
-—an
Stad mamy
1 &
o =3 Zl fon €m0 (8.63)

Wyrazenie to wiaze bezpodrednio wspélezynniki Fouriera™ ¢, z wartodciami
probek f,,. Relacje odwroing otrzymujemy ze wzoru (8.58):

+na1

Jw=Fml) = 3 cpe "l (8.63a)

n' = ——stpr

W zespolonym szeregu Fouriera mamy N = 2n,,-+1 zespolonych amplitud,
ktére dla +n sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Daje to [N niezaleznych
zmiennych rzeczywistych; wynika stad, Ze naszych N chwil prébkowania

* Réwnanie (8.63) jest identyczne z (8.5) i {8.11), poniewaz zajmujemﬁf sie tutaj funkcjami
majacymi skonczona szeroko$é pasma, jak w réwnaniu (8.9).
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zapewnia taka sama ilo$¢ stopni swobody. Wzory (8.63) i (8.63a) moina
fatwo sprawdzié:

1 N

jednakze | (8.63D)

. N ldlap =0,
e Bipmwﬂﬂ —
v

poniewaz dla p = 0 mamy w sumie /N wyrazéw réwnych jednoéci,  podczas
gdy dla p=£0 fazy N skladowych harmonicznych sg réwnomiernie rozlozone
w przedziale od 0 do 27w, co w rezultacie daje sume réwna zeru. Mamy wiec

¢, = X, Cpr{n—n’), c.b.d.o.

rM
Co’ ei(n'wn)mwoﬂ ;

0 dla p £ 0 (catkowitego), J

Zamiast probkowania w chwilach czasu mf mozna przyja¢ chwile prébko-
wania mO-+0, gdze 0 jest ustalonym odecinkiem czasu i 8'< 6. Da to
inny zbiér wartodei prébek f,, = f(mf-+-0'), ktérym mozemy zastapié
zbiér wartodci f,,. W takim przypadku wzory (8.63) i {8.63a) nalezy zastapié
wzorami

1 Z ;o , ) - ,
Cp = fm e—mwo(m@—f} ) , f‘m — ¢ e wy{mb -0} .
N Z -
m :

nl

Wartosci f,, 1 f,, sa powiazane ze soba zespolem N zwiazkéw liniowych.

8.7. METODA PROBKOWANIA SHANNONA

Shannon wykorzystuje metode prébkowania w zwigzku z zagadnieniem
(wzér (8.53)) funkeji wystepujacej jednorazowo, o ktére] zakladamy,
ze przyjmuje wartoéé zero dla ¢ < 0 lub ¢ > 7. Zagadnienie to mozemy
rozwigza¢ w sposdb nastepujacy. Wezmy funkceje okresowy o dlugim okre-
sie 7y > 7, zaldézmy, ze przyjmuje ona wartodé nasze] funkeji f(¢t) w prze-
dziale od O do 7, natomiast w przedziale od 7 do 7y réwna si¢ zero. Aby nie
wprowadzad czestotliwodel wyzszych od vy, zalézmy przy tym, ze przejécie
f(¢) w zero na obu koncach 0 i 7 jest plynne (88). Te nowa funkcje be-
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dziemy prébkowaé na odcinku 7; w IV, réwnooddalonych chwilach préb-
kowania, zgodnie z réwnaniami (8.59) i (8.62). Nowy okres préobkowania
0, zgodnie z réwnaniem (8.59) wynosi

1 1 2r

freen m 3 'Vl e “‘E P (1)1 — "‘:E‘;" . (8.64‘)

0y
Jedli 71 7, sa duze, to vy 1 v, sa do pominiecia w poréwnaniu z czestotli-
woscia maksymalng 1 mamy

1

0, ~ 6, ~ .
0 1 2'VM

Catkowita liczba chwil prébkowania wynosi teraz

N, = 2v,,7,+1. | (8.65)

Sposréd tych N; chwil N lezy w przedziale 0 << ¢ < 7, a Ny —N w przedziale
T <t << 1y. Plerwszy zbiér chwil prébkowania daje niezerowe wartoéei
prébek:

S =FAmb) #0, 0<m<N, (8.66)
podczas gdy dla drugiego zbioru wszystkie probki maja wartogé zero:
fw=Fmby) =0, N<m<N,.

Nasza funkcja impulsowa g(f) (réwnanie (8.62)) przyjmuje postaé |

sin (Nl %i)

lem( 5 )

Jezeli zatozymy teraz, e 7, roénie nieograniczenie, v, zaé maleje do zera, to
w granicy otrzymamy okres prébkowania

glt) = (8.67)

1
Ol == ——
' Lm va

i liczba prébek f,, rownych zero bedzie nieskoniczona. Probki o wartodciach
niezerowych odpowiadaja chwilom prébkowania z przedzialu

0 <mb,, <.
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Liczba ich jest réwna

Ny

m

— 7/0,;

lim

= 7. (8.68)

Otrzymany przez nas wynik jest zgodny z réwnaniem (8.51), natomiast funk-
cja impulsowa g(#) upraszeza sie do postaci

i
sin (Nl wm}w) :
| 2 [ sin 2wt
glH) ~ N, 4l T 2yt (8.69)

2
poniewaz

» ’ 2
Nyw, = Cvyry+1) 2——71 = dvpr JelliPN drvar.
31
W gmmcy funkcje f(t) mozna praed%ta“wm réwnaniem (8. 60) ktorc przyjmuje

postac

Z P sin 72y pt — m) ' (8.70)

T (2vpt —m)

Moina tatwo wykazaé, ze rozwiniecie réwnania (8.70) przyjmuje wartosé
f,, dla naszych wszystkich chwil prébkowania. Rozwazmy np. chwile ¢:

Wyraz m = g w sumie (8.70) daje skladowa f,, natomiast wszystkie mne
wyrazy sq réwne zeru:

m=q: sina{g—m) =0.

Suma (8.70) nie daje dokladnie wartoéei f{t) =0 dla ¢ <0 oraz t > 7,
lecz stanowi funkcje obustronnie szybko malejaca z malymi oscylacjami
o czestotliwodel vy, . Podany wyzej sposéb przedstawiania funkceji f(¢) stosowal
Shannon. | )

Jak wykazaliém'y wyzej, wystepujaca jednorazowo funkeja f(z), okredlona
zgodme z réwnaniem (8.53), ma tylko N stopni swobody. Jezeli do analizy
takiej funkcji zastosujemy rozwiniecie Fouriera, to zamiast szeregu Fouriera
otrzymamy catke Fouriera. Liczba wyrazéw w rozwinigein Fouriera jest




q
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nieskoriczona, lecz jest wérdd nich tylko V niezaleinych zmiennycli £,,. Wnio-
sek ten mozna latwo sprawdzié¢, poniewaz nasza funkcja g(#) jest identyczna
z impulsem z przyvkladu (8.26) i ma nastgpujace widmo:

1 _
B) = | 2vm o b (8.70a)
0  dla |y > vy
stad
+var +¥AL
— L 5 9 d :Wm}m_ ..izrwzd 8.'”1
g(l) = Y cos 2move dv ST e v (8.71)
b= ypg v v
oraz
- g
[ty = S [ el@mrit—mb) dy, (8.72)
' 2’VM _
gdzie
1
0 = v

Ogolna zasada rozwazanego tu zagadnienia zostala sformulowana niezaleznie
przez wielu uczonych. Wydaje sie jednak, ze pierwsze interesujace wyniki

- otrzymal Whittaker® w r. 1915,

Dalsze szczegdly dotyczace omdwionej wyze] metody oraz mozliwosei jej
zastosowania znajdzie czytelnik w rozdz. 17.6 i 17.7.

3.8. KOMORKI INFORMACYJNE GABORA
Oba rozwazane sposoby przedstawiania funkeji sa przypadkami szezegol-

nymi podanej przez D. Gabora** bardziej og6lne] metody. Obszar zajmowany
przez funkcje na plaszczyznie (39) (v, t) jest prostokatem v, -7 (rys. 8.7).

* E. T. Warrrakeg, Proc. Roy. Soc. Edinburgh 35 (1915), str. 181.
** D. Gasor, Theory of Communication, }. Inst. Elec. Engrs. 93, IIT (1946), str. 429;
94, I (1947), str. 369;takze Phil. Mag. [7) 41 (1950), str. 1161; La Cybernetique, Paris 1951,

- Editions Revue d’optique, str. L15.
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Prostokat ten mozna podzieli¢ na elementarne komérki o polu jednostkowym
Av - At = 1. (8.73)

Kazdej komérce odpowiadaja dwie skladowe funkecji — symetryczna i asy-
melryczna, a mianowicie dwie elementarne funkcje o czasie trwania A,
zajmujace pasmo szerokosci Aw. Amplitudy obu tych funkcji musza byé

A A A
’ " | szereqi Fouriera ¥ | metoda probkowania
VM vf“! VM T i 1 1 T i
]
L]
.3/7 ;I RN
Yz b
-» Ve Al
. - | 1 | ! 1 | L.
0 t 0 T ¢ 0 T

T
poleAr-At =1 totitotsts tn

Rys; 8.7. Réine sposoby wyboru komérek o jednostkowym polu na plaszezyinie (v,1)
znane; okreslaja one jednoznacznie nasza funkcje f(t). Liczba komoérek wynosi
no= VT,

natomiast liczba elementarnych funkcji
N = 2n = 2y, (8.74)

podobnie jak w réwnaniu (8.51). Ksztatt komdérek jest bez znaczenia, wazne
jest tylko ich pole. Przy rozwijaniu na szereg Fouriera (réwnanie (8.58))
wykorzystuje sie rozklad na komérki poziome, w metodzie probkowania zaé
(réwnanie (8.61)) -—— na komérki pionowe. Jako funkcje elementarne Gabor
zaleca przyjmowaé funkcje sinus i cosinus z obwiednia Gaussa, jak to poka-
zano na rys. 8.8. ‘
Komoérki (8.73) odpowiadaja komérkom wystepujacym w mechanice
- kwantowej, gdzie energia F i czas ¢ sa dwiema zmiennymi sprze¢zonymi, sama
komoérka zas jest okreslona przez warunek

AE-At=h, (8.75)
gdzie |
E=hy, AvAt=1
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Funkcje o skoriczonej szerokodei pasma sa funkcjami szezegélnego rodzaju;

nic maja one zaduych nieciagloéci, zadnych ostrych katéw; przebieg ich jest

lagodny, jak to pokazano na rys. 8.9,

| typ smusocdalny i

e At

Rys. 8.8. Funkcje wiadomoéci Gabora:
sinuseidalua i cosinusoidalna

o

A _funkcja z pocho-
F(t) =lf dna nieciqgta,

Rys. 8.9. Funkcje z ograniczonym pasmem
czestotliwodei

8.9. AUTOKORELACJA I WIDMO; TWIERDZENIE WIENER A — CHINCZYNA

Rozwazmy ponownie zagadnienie (1) z rozdz. 8.6, gdzie rozpatrywaliémy
funkeje okresowa f{¢) o okresie T (réwnanie (8.52)), ktérej widmo nie zawiera
czgstotliwodel wyzszych od 7,,. Rozwinimy funkeje f{¢) na zespolony szereg

Fouriera (8.1) 1 (8.58):

AL
) =Y G,
| el
C—ﬂ = C;;a

2
600 = """“:Z_t — ZTT’VO,
| (8.76)
Y
Hpap == ——— = PpMT.
Yo

Zdefiniujmy dla tej funkcji funkcje autokorelacji (319), R(tp), wzorem

R(ty) =f() fle+to) =

f ) fle+t) d (8.77)
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Podstawmy zamiast funkeji f(#-41,) jej rozwinigeie Fouriera (8.76). Mamy
w ten sposéb rozwiniecie Fouriera R(Z): |

“HAAL

R(tﬂ) = Z C, ettty ff ity A} Z C,C z()mw(,ro (8 78)

przy czym w ostatnim przeksztalceniu korzystamy ze wzordéw (8.2) i (8.3).
Zauwazmy dalej, ze suma ze wzoru (8.78) zawiera jedynie kwadraty mo-
duldw wspdlezynnikdw Fguriera funkejl f(2):

In — “‘n n IC |2 = lC I2 = —nt (8’79)

Zaleznodé od faz znikla w procesie uéredniania (8.77) 1 (8.78). Wykorzystujac
. symetrie (8.79), wyrazenie (8.78) mozemy przepisaé, jak nastepuje:

AL

R(ty) = Iy4-2 D) 1, cos nogty = R(—1y). (8.80)
M=l - ‘

Funkcja autokorelacji jest wiec parzysta funkeja opéinienia 7. Jest ona takze
funkeja okresowa, przy czym okres jej jest réwny okresowi 7 funkeji wyjécio-
wej. Taka sama jest takze gorna czestotliwodé |v| << »,,. Réwnanie (8.80)
* stanowl szczegdlny przypadek twierdzenia Wienera-Chinczyna*, wiazacego
funkcje autokorelacji funkceji f(¢) z jej widmem Fouriera. .

Jak pokazalismy w rozdz. 8.6, nasza funkcja wyjéciowa f{(2) ma skoriczona
liczbe N stopni swobody (zob. réwnanie (8.57)):

N = ZnMJrl
© wirdd ktérych mozemy rozréznié
1 skladowg stafa Co = Vo>
ny amplitud skladowych harmonicznych y,,,
ny faz skladowych harmonicznych @
C,= y'n.eiqm, C_, =Y, e i, (8.81) |
stad
I =42 n=01,.. 1. (8.82)

* N. WieNER, Acta Math, 55 (1930), str. 117; A. CunczyN, Math, Ann. 109 (1934),
sir. 604; Y. W. Leg, P. Capatnam, J. B. Wiesner, M.LT. Report No. 141, 1949,
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Rozwiniecie (8.80) ma tylko nyp+1 stopni swobody, poniewaz pozbyliémy sie
zaleznosci od ny, faz. |

Zamiast rozwinie¢ Fouridra (8.78) i (8.80) przy analizie funkeji autokore-
lacji mozemy wykorzystaé metode prébkowania (wzory (8.59) i (8.63)).
Wybierzmy w tym celu N réwnoodleglych chwil prébkowania w przedzwle T
rozciggajacym sie od —7/2 do +7/2:

tym = mf, 6 = %, N = 2np+1, (8.83)

m= —Tng, — gt 1, e, —1,0, 1, ., n,—1, g
i rozwazmy wartosci prébek
R, = R(m#) =R_,. (8.84)

Z warunku symetrii (8.80) wynika, ze istnieje tylko n -+ 1 niezaleznych
wartoscl prébek odpowlada]acy(,h

m=0,1,.,ny. | (8.85)

Wynik ten pokrywa sie z ndszymlvpoprzedmmi rozwazaniami, gdzie wy-
kazaliémy, Ze liczba stopni swobody jest réwna ny, -1, F unkcje R(¢y) mozemy
odtwoizyé wykorzystujac wartosci probek podobnie jak w réwnaniu (8.60):

R(ty) = Zﬂ R,,|g(ty—m0) +g(50 +m)] - Ry g(ty). (8.86)

gdzie funkcja g jest zdefiniowana przez réwnanie (8.62).

Przy takim sposobie postgpowania wykorzystujemy tylko ny~+1 stopni
swobody funkeji wyjsciowej (z ogélnej liczby 2n,,+1). Sposéb ten mozna
z powodzeniem stosowaé we wszystkich praypadkach, gdzie fazy ¢, nie saq
znane albo z uwagi na ich losowy charakter (zagadnienia szumu), albo z uwagi
na to, Ze metoda pomiaru nie pozwala zmierzy¢ katéw fazowych (np. badania
budowy krysztaléw za pomoca promieni X).

Zamiast zespolonego szeregu Fouriera (8.76) funkeji f(¢) mozemy przyjacé
postad rzeczywisty (8.54): |

AL
1
JO) =5 Ay Y Ay cos (nogtt-ga,
n=1 (8.87)

¢ 2 2
Ay =2yy, Ay =2y, Iy = Ao A
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i zgodnie z (8.80) otrzymamy
nM

R(t,) = 1/4A%4:1/2n§1A,% co? (nwgty)- (8.88)

W przypadku szumu bialego (813} wspolezynniki A2 s stale, niezalez-
ne (>1%) od n.

8.10. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE I FILTRY

Bardzo skuteczna metoda badania funkeji jest oparta na przeksztatceniach
Jinjowych*. Rozwazmy funkeje f(2) 1 je] catke Fouriera

' fity = [ e eZ i dy (8.89)

oraz funkcje @(f) malejaca dostatecznie szybko i jej catke Fouriera

#(0) = [ y) ¥ do. 390)
Funkeje ¢(0) okreéla nastepujace przeksztatcenie:
F(t) = ff(H' 0) o(0) d6. (8.91)
Funkeje F(t) mozemy takze przedstawié w postaci calki Fouriera:
F(t) = [ C(v) ei2M” dy. (8.92)

Wrykorzystujac (8.91) i podstawiajac ¢ :xvtwir—ﬂ mamy
Cly) = fFe"”igm” dt = ff(t') ey fqo(ﬂ) e Hi2m ),

* H. Laprouste, Y. LABROUSTE, Compt. rend. 184 (1927), str. 259; Ann. Inst.
Phys. Globe Univ. Paris 7 (1929), str. 190; 9 (1931), str. 99; 11 (1933), str. 93; Terrestrial
Magnetism and Atm. Elec. 41, No. 15 (1936), str. 105; -

H. Deve, Tables numeriques, Paris 1930, Evreux;

M. Levy, Compt. rend. 198 (1934), str. 2222; 199 (1934), str. 1081; 200 (1935), str. 646;
Ph. D. thesis, Paris 1951.

H. Labrouste rozwazal dokladniej zagadnienie obliczen numerycznych, gdzie korzysta sig
z dyskretnych wartoéei funkeji. Przyjmowal on ogélne przeksztalcenie typu

F(t) = Zpnf (e n7),

gdzie n jest catkowite. M. Levy uogdlnit wyniki na przypadek przekszialcen catkowych typu
(8.91). '
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Poniewaz catki po prawej stronie sa réwne C(¥) oraz p*(¥), otrzymujemy
wyrazenie

Cw) = c(») y*(»). (8.93)

Wynika stad, Ze przeksztalcenie (8.91) jest réwnowazne filtracji (814) przy
pomocy filtru o funkeji przenoszenia y(v). Labrouste i Levy rozwazali rézne
funkecje okreslajace przeksztalcenie (8.91) i pozwalajace na wyizolowanie
skltadowych sinusoidalnych ze wlozonych krzywych eksperymentalnych.
Na przyktad impulsy (8.25) do (8.26) daja funkcje przenoszenia odpowiada-
jace ich widmom i moga by¢ uzyte jako funkcje okredlajace przeksztalcenia.

Funkecja F(¢) jest funkcja korelacji skrodnej funkeji £ 1 . Jezeli ¢(z)
pokrywa sig z f(¢), to otrzymujemy funkcje autokorelacji funkeji f(t) i réw-
nania (8.91) 1 (8.93) staja sie podobne do (8.77) i (8.79).

Aby pokazaé zwigzek pomiedzy wynikami otrzymanymi w tym rozdziale,
rozpatrzmy przyklad. Przypudémy, ze chcemy zbadaé eksperymentalng
krzywa f{t), o kiérej wiemy, ze czestotliwosci powyiej v,, nie sa zapisane
doktadnie. Przede wszystkim cheemy wige odrzucié te czestotliwoéci. Mozemy
to zrobi¢ stosujac przekszialcenie (8.91) o funkeji przeksztaleenia (8.26);
w tym celu nalezy obliczyé

Ft) = 2wy f ft16) Sinz(jf;g‘e) d. (8.94)

Funkeja @) ma czestotliwoéé odciecia v, widmo jej ma postaé

. L gdy |v] <wy,,
v0r) = {Oa gdy || > vy

Przeksztalcenie to odpowiada idealnemmu filirowi dolnoprzepustowemu —
tlumi ono wszystkie wysokie czgstotliwosci, tzn. wygladza krzywa i eliminuje
ostre zalamania i nieciagloéci, o ktoérych przypuszczamy, Ze nie wystepuja
w rzeczywistosci. Poniewaz nowa funkcja F(¢) posiada wyraZnie okreglona
czestotliwoéé graniczng vy, przeto jezeli obserwujemy ja w odcinku czasu 7, to
zawiera ona tylko

N =2vy7

stopni swobody (por. (8.51)). Funkecje te bedziemy traktowaé jako funkcje
wystepujaca jednorazowo (rozdz. 8.6, punkt (2)) i zastosujemy metode probko-

16 — Nauka a teoria informacii
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wania Shannona (rozdz. 8.7) z okresem prébkowania (8.68):

1

alim e “2“;“;4“' .

W wyniku prébkowania funkcje ciagly zastepujemy ciagiem impulséw
o wysokosciach F,, = F(m#, ). Jak pokazaliémy w rozdz. 8.1 (réwnania
(8.9.), (8.11) i rys. 8.1), taki ciag impulséw ma nieskoilczenie szerokie widmo.
Sktada sig ono z widma pierwotnego (jv| < v,,), powtarzajacego si¢ okresowo
wzdluz osi v z okresem 2v»,,. Impulsy te moga by¢ przekazywane w systemie
telekomunikacyjnym za pomoca jednej z metod wspdlczesne] techniki
impulsowej. Wartodci prébek sa odtwarzane w stacji odbiorczej 1 zagadnienie
sprowadza si¢ do rekonstrukeji krzywej ciaglej F(¢) na podstawie prébek.
Mozna zrealizowaé to za pomoca ukladu elektrycznego, a mianowicie za pomoca
hliru pasmowego wycinajacego jedno z identyecznych pasm czestotliwosci
7 1ys. 8.1. Operacje te mozna takze zrealizowaé w sposéb rachunkowy obliczajac

sume (8.70):

sin 7t(2vat — m)
B

co zndéw odpowiada matematycznemu opisowi idealnej filtracji dolnoprzepus-
towej. Scigle rzecz biorac, aby obliczy¢ wartosci funkeji dla ustalonej chwili ¢,
musimy znaé wartosé wszystkich préobek przed i po t. Jedli chcemy odtworzyé
F(t)z doktadnoécia do 104, musimy uwzglednié co najmniej 104 prébek branych
przed i po chwili ¢. Jest to konieczne z uwagi na fakt, ze wyrazy sumy maleja
bardzo powoli — tylko jak ! lub (¢" —)~1. Wydaje si¢ jednak, ze w przypad-
kach, kiedy wymagana jest duza dokiadno$é, obliczenie sumy (8.94a) jest
najlepsza metoda odtwarzania F(¢).

8.11. TROJWYMIAROWA ANALIZA FOURIERA I METODY PROBKOW ANIA
W TRZECH WYMIARACH

Metody rozwazane w poprzednich rozdziatach moga byé zastosowane
do analizy zagadnieri, w ktérych wystepuja dwa lub trzy wymiary. Roz-
patrzymy teraz pokréice tego typu zagadnienia i wskazemy na ich zwiazek
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7 badaniami budowy krysztaléw przy pomocy promieni X lub z wykorzysta-
niem dyfrakeji neutronéw.

Okresowos$¢ w przestrzeni znajduje swoj wyraz w sieci krystalicznej 1 moze
byé scharakteryzowana trzema translacjami dy, d,, d;. Funkcje F(r), gdzie
r jest wektorem o skladowych (, ¥, 2), nazywamy funkcja okresowg o okresach
dy, dy, dg, jesli ma ona nastepujgcg wlasnoéé:

F(r+91d1+de2+Q3d3) = Fl(r), (8.95)
sdzie pq, 09, 03 a2 dowolnymi, dodatnimi lub ujemnymi liczbami catkowi-
tymi.

W przypadku ogélnym, kiedy wektory d, d,, d; nie sa ortogonalne,
wystepuja pewne komplikacje, ktérych mozna uniknaé w przypadku wekto-
row ortogonalnych. Nasze obecne rozwazania ograniczymy do najprostszego

o o

o o

o O -
o o} X9

Rys. 8.10. Sieé¢ prostokatna, okreélona przez ortogonalne wektory d,, ds, d,

przypadku i przyjmiemy wspéhrzedne prostokatne x;, a9, #5 0 kierunkach
pokrywajacych sie z kierunkami d,, d,, d;. Wektory, ktére bedziemy roz-
patrywaé, maja nastepujace skladowe (rys. 8.10):

r: (%1, g, %g),

d,;:  (d;.0,0),

d,:  (0,d,, 0), ] (8.96)
d;: (0,0, d,),
1 wlasnosé okresowodei (8.95) mozna wyrazié, jak nastepuje:
Flagro1dys %p+0ady, wgt0sds) = Flxg, xq, x3). (8.96a)
Wektory d,, dy, d5 okreslaja podstawowa komérke sieci o objetosei
V= d,dyd;.

10
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Funkcje okresowa F(i) mozna rozwinaé w potrdjny szereg Fourlera

I(ﬂ(xlj xz ) x3) . h;h Chlhlhs ezni(h]_blxl "“*'“hgngg “'}“hgbax;g)’ (8.97)
gdzie
1 1 1 : :
by = g by = AL by = o by, hy, hy — liczby catkowite.
1 2 3

Trzy wektory odwrotne (31%) by, by, by ca takie ortogonalne i okreglaja
komorke sieci odwrotnej (%1%} (rys. 8.11):
Vy = byboby = !
b = Uqtaly = 7
Sie¢ odwrotna mozna okreslié¢ takze dla struktur skoénokatnych i rozwazania
tego przypadku prowadza do podobnych wyrazenn, Wspolezynniki Fouriera
. Cponp, Olrzymujemy za pomoca nastepujacych calek:
d, dy dy

w
1 [
Ch1h2k3 = de F(gl;l9 Ko, xa) (_3“»211:1(}111‘)1961 hgboxy -+ hsbyxs) %
0 0 0

X dxg dxy dxg. . (8.98)

Jezeli funkcja F(i) jest rzeczywista, to mamy

*
thn by —hg T Chl: o by

Wyrazenia te sg prostym uogdélnieniem réwnan (8.1), (8.2) i (8.3). Oznaczenia
odpowiadajg sobie wedlug nastepujacego schematu:

okres T: dy, dy, d,
czestotliwodé podstawowa vy: by, by, by,
numer harmonicznej n: hys by, Ry,

W widmie tréjwymiarowym moga wystepowaé réznego rodzaju ograniczenia
czestotliwosei:

(1) Trzy niezaleine granice w irzech kierunkach:

[hyby| o1, |hoby| <op. hgby <oy (8.99)
stad (rys. 8.11):

X <~@11~— =o01dys Byl < oudys kgl < 05ds.
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Wielkosci pq, 09, 03 reprezentuja maksymalne czestotliwodci w kierunkach
1, 2, 3. Sytuacja taka jest po prostu zlozeniem trzech oddzielnych 1-wymiaro-
wych sytuacji typu (1), rozwazanych w rozdz. 8.6. W tym przypadku zachodzi
nastepujaca odpowiednioéé oznaczen:

maksymalna czestotliwosé vy, ... 0y, 0a, 03-

ysT
%03
20,

€2 Y

Rys. 8.11. Sieé odwrotna jest okre$lona przez wektory by, b, i by. Punkty siatki leza wewnatrz
pokazanego prostopadloécianu, jesli @y, @» i 04 sa maksymalnymi ezestotliwodciami w kierun-

kach I, 2, 3

(2) Mamy pojedynczq granice czestotliwosci ¢ z warunkiem (rys. 8.11):
habi-t h3b3+h2b2 < 02, (8.100)

Warunek ten odpowiada najmniejszej dlugosci fali 1/p. Rozwazmy dokladniej
jego znaczenie fizyczne. Kaida skladowa fy, fig, hy w rozwinieciu (8.97)
przedstawia pewien sinusoidalny rozklad w przestrzeni. Wszystkie punkty
lezace na plaszczyznie

hybixg +hoboxe+hgbgxg = 0

maja taka sama faze jak punkt w poczatku ukladu wspolrzednych. Inne plasz-
czyzny réwnolegle o tej samej fazie mozna opisaé réwnaniem

gdzie m jest liczbg calkowita. Dtugosé fali A jest odleglodcia pomiedzy dwiema
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sgsiednimi plaszezyznami Am = 41 i stad bez trudu otrzymujemy

";112— = (h1D1)* +(habo)?+(h3by)* < 0, (8.100a)

gdzie ¢ okredla (8.100). Duze wartodci h daja mate dlugosei fali, Wektor
(h1by, by, hybg) jest ortogomalny do plaszezyzny fal i jego dhugodé jest
réwna 1/A.

Funkcje z ograniczonym widmem (warunek (1) lub (2)) maja jedynie
skoticzong liczbe stopni swobody. Warunek (1) jest latwiejszy do analizy,

Rys. 8.12. Sie¢ odwrotna jest okreslona przez wektory by, by i b,. Maksymalna czestotliwoséé
o nie zalezy od kierunku i punkty sieci lezgce na zewnatrz kuli o promienin 0 sa wylaczone

poniewaz stanowi on bezposrednie uogélnienie zagadnienia (1) z rozdz. 8.6.
Analogia z réwnaniem (8.57) jest nastepujaca:
Ny = 20,d,+1  stopni swobody dla x,,
Ny == 20,d,+1  stopni swobody dla x5, (8.101)
Ng = 203ds+1  stopni swobody dla x,. ]

Stad catkowita liczba stopni swobody jest réwna

N = NyNyNy ~ 8V,010505. (8.102)

Powyzsze przyblizenie jest stuszne w przypadku, kiedy parametry 91, 0q, 03
sa duzo wigksze niz by, by, by:
¢

I edi> 1, 0udy> 1, gydy> 1
. _
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Metoda prébkowania podana w rozdz. 8.6 (réwnania (8.59) do (8.64)) moze
byé zastosowana bezpoérednio, jesli wziaé prostokatng siatke N punktéow
préobkowania® wewnatrz komérki dydydy:
Xys = mlgp | Kag == mggza X3s == m353=
£ — d; _ 1
TNy 200b 0 297
O§m¢<N{, im1,2, 3.

(8.103)

Okresowi probkowania 8 odpowiadaja &, &, &5.
Funkcja wyjsciowa moze byé latwo odtworzona z wartosci prébek przy
pemocy potréjne] sumy
F= 2 Foomm, 81(0—my &1} 8o(06a—ma&s) 83l —msdsy), (8.104)
Wi et g
gdzie
mef.lgrrz3 = F(mlgl » m’2$29 m3$3)

Funkcja g zostala zdefiniowana przez réwnanie (8.62) i jezeli nwzglednimy
odpowiednio$é oznaczen, otrzymamy

(i) — sin (N;7wh;x;)
&) =N sin(mba)

i =1,2,3. (8.105)

W ten sposéb rozwigzaliSmy postawione zagadunienie; metoda prébkowania
moze byé wiec stosowana réwniez w zagadnieniach tréjwymiarowych.

Zagadnienie (2) z pojedyncza granica o (réwnanie (8.100)) jest bardzie]
skomplikowane. Pokazemy, ze réwniez w tym przypadku funkcja posiada
skoficzona liczbe stopni swobody, jednakze sposéb prébkowania mozna tylko
naszkicowaé 1 pozostaje on zagadnieniem otwartym.

W rozwinieciu wzoru (8.97) skladowe Fouriera b, hy, A3 moga by¢ inter-
pretowane jako punkty siatki prostokatnej:

¥y = lyby, yo = hoby, y5 = h3bs, (8.106)

gdzie hy, hy, hy sa to dodatnie lub ujemne liczby calkowite. Siatka ta jest
zmana jako siatka odwrotna. Kazdy punkt (hq, hy, hs) tej siatki odwrotnej

* Punkt probkowania w przypadku funkeji trzech zmiennych %, y, z odpowiada chwili
prébkowania w przypadku funkeji czasu f(t). (Przyp. tfum.).
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)

odpowiada jednej skladowej Fouriera. Podstawowa komérka V), tej siatki
ma objetosé

Vi = bibyby;
skad mamy

1

V=
punktéw siatki odwrotnej, przypadajacych na jednostke objetodei. Granica
(8.100) wyznacza obszar sferycany w siatce odwrotnej. Ma on ohjetodé 4/,mp3
1 zawiera, zgodnie z (8.107),

v, (8.107)

N &~ Vy4ymp? (8.108)

punktéw. Wyrazenie to daje liczbe skladowych Fouriera, a zatem i liczbe
.niezaleznych stopni swobody naszej funkcji. Podobiefistwo pomiedzy réwna-
niami (8.102) i (8.108) jest oczywiste. Réwnanie (8.102) odpowiada obszarowi
prostokatnemu w siatce odwrotnej, réwnanie za$ (8.108) — obszarowi sfery-
cznemu.

W zasadzie byloby mozliwe skonstruowanie metody prébkowania przez
wykorzystanie N punktéw w komérce podstawowej d,d,dy siatki, jednakie
zagadnienie to nie zostalo dotad w pelni opracowane, nie moina bowiem
przyjaé prostokatnej lub szedciennej siatki punkiéw prébkowania, poniewaz
nie wykazuje ona wymagane]j symetrii sferycznej i odpowiada odmiennemu
zagadnieniu (8.99). Mozna sobie wyobrazié zbiér punktéw siatki rozmiesz-
czonych w $érodkach ciasno ulozonych kul. Prowadzi to do sieci plasko
centrowanych, poniewaz inne sieci typu heksagonalnego wykazuja faniejsza
symetrig*,

Rozwazmy zbiér punktéw prébkowania rozmieszczonych w  plasko
centrowanej siatce szedciennej o krawedzi . Szedcian 6° zawiera cztery punkty

probkowania®* i stad objetoéé w przypadajaca na punkt prébkowania jest
rowna
u =1/,83, (8.109)
W elementarnej komérce V), sieci krystalicznej mamy
Va 4Va
= = 8.110
N u 0? ( )

* L. BRILLOUIN, op. cit., str. 149,
** L. BRILLOUIN, op. cif., notka 8 na str. 135.




8.11. Analiza Fouriera 1 prébkowanie w trzech wymiarach 153

punktéw prébkowania. Liczba tych punktéw powinna byé réwna liczbie NN
stopni swobody (por. réwnanie (8.108)), stad zwiazek

o \1/3
N' =N, %71:03 ;;3’ Qﬁw(%). (8.111)

Odlegloéé pomiedzy plaszezyznami punktéw probkowych réwnoleglymi
do osi xy, %, lub xg wynosi d; = 8/2; odlegloéé pomiedzy plaszezyznami

prostopadlymi do gléwnych przekatnych jest réwna 0, = (5/V— Musimy
poréwnaé te odleglodei z najmniejsza dhugoéeia fali 4 = ¢~ Daje to

3 \1/3 3\1/38 9

zamiast warunku
206 =1
w przypadku tréjwymiarowym (por. (8.103)).

Aby konsekwentnie rozwina¢ metode prébkowania, trzeba rozwazyé
funkecje impulsowa g(r) odpowiadajaca danemu zagadnieniu. Funkcja ta
powinna zawieraé tylko fale o dtugoéci wickszej niz 1/8. Pozostaje do wyjasnie-
nia, czy w trzech (lub dwéch) wymiarach warunek ten bedzie zgodny z nnymi
zalozeniami dotyczacymi réwnania (8.60), a mianowicie zalozenlami, ze
funkeja impulsowa g{r) powinna byé réwna jednosci dla r = 0 i zeru dla in-
nych punktéw probkowania. Jesli ten drugl warunek nie moze by¢ spelniony,
to stosowanie metody probkowania powaznie sie komplikuje. Wydaje sie,
ze jedynym praktycznym rozwigzaniem jest postepowanie podobne do roz-
wazonego przy kotncu rozdz. 8.10, a mianowicie wprowadzenie ograniczenla
typu (1) (réwnanie (8.99)) przez trzykrotne catkowanie podobnie do (8.94),
a nastepnic wprowadzenie prostokatnej sieci punktéw prébkowania (8.103)
i (8.104). W kazdym razie jest to metoda konsekwentna, o duzym znaczeniu
praktycznym.

8.12. ANALIZA KRYSZTALOW ZA POMOCA PROMIENI X
Zagadnienia rozwazane w poprzednich rozdzialach sg $cidle zwiazane

z zagadnieniem analizy krysztaléw za pomoca promieni X. Krysztal jest
tréjwymiarowa okresowa struktura o podstawowej komorce d,, d,, d3, nato-
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miast funkcja okresowa F(r) w tej sieci odpowiada gestosci elektronow.
Natezenie promieni X, odbitych w réinych kierunkach, okreéla kwadraty
moduléw |G, , . 12 wspélczynnikéw Fouriera w rozwinieciu (8.97), jednakse
przy pomocy danych eksperymentalnych nie mozna okredli¢ faz tych wspét.
czynnikéw™. Dalej, istnieje graniczna liczba wspélezynnikéw, kidrych mo-
duly mozna wyznaczyé doéwiadczalnie przy zastosowaniu promieni X o diu-
gosci fali A

Sinusoidalny rozklad gestosei elektronéw o dlugoéei fali A odbija pro-
mienie X padajace pod katem ¢, jezeli jest speilniony warunek Bragga:

A=2Acos ¢. (6.113)

-

Jezeli badany krysztal obracamy w strumieniu promieni X we wszystkich
kierunkach, wéwczas jest mozliwe okreslenie wszystkich wartodci 4 wiekszych

od Y,
A>ml=%. | (8.114)

7. podobnymi ograniczeniami spotykamy sie, jesli poslugujemy sie metoda
Debye-Scherrera. W ten sposéh powréciliémy do zagadnienia (2) z rozdz. 8.11.
Przy takich ograniczeniach funkcja F ma nie wiecej niz /N stopni swobody
(réwnanie (8.108)) i z wynikéw badan nad rozpraszaniem promieni X przez
krysztaty otrzymujemy N/2 danych.

A. L. Patterson™* rozwazal funkcje

| 4, dy dy
. .
Pluy, ug, uy) = ““I}“r;“f [ fﬂ%“""“p %y Uy, Xg+ug) X
6 0 O

X F(xyx975)d 2y dvg dag. (8.115)

Jest to po prostu funkecja autokorelacji (8.77) dla trzech wymiaréw. Biorgc
. zamiast funkcji F(x; 4w, ...) w réwnaniu (8.115) jej rozwiniecie Fouriera

* Zob. np. L. BriLLouiN, op. cit., rozdz. 61 7; R. W. Jamns, The Optical Principles
of the Diffraction of X-Rays, London 1950, G. Bell, rozdz. 7.

** A. L. ParTERson, Phys. Rev. 46 (1934), str. 372; Z. Krist, Phys. Rew. 90 (1935),
str. 517; D. HARKER, J. Chem. Phys. 4 (1936), str. 381; R. W. JameEs, op. cit.
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(8.97) otrzymujemy

P(ul s Uags u’S 7) == Z Chlhzha e2ni = hibiui X

hls k‘b h.’i

2

d d. dy
1 2rei B hybyx;
X A Flaqxgng) e*™ E00%  dy, dayday =
0 0

0

= Z . Chahzka C]:Lhzka egﬂ?i (hobiaey +-Robatts “Jl“kabaua). (8_116)
hl: hz; i3

Wyrazenie to jest bezpoérednim uogélnieniem réwnania (8.78) i zawiera
tylko kwadraty moduléw CC*, nie zawiera za$ faz. Metoda Pattersona, podana
niezaleznie od Wienera, stanowi bezpoérednie rozwiniecie metody funkeji
autokorelacji Wienera. Relacje symetril rozwazane w rozdz. 8.9 sa sluszne
réowniez tutaj i funkcja Pattersona zawiera tylko Y/,N niezaleznych parametréw.
Do przedstawienia funkeji Pattersona przy pomocy prébek potrzeba, z uwagi
na symetrie, tylko 1,V probek na obszar polowy podstawowej komérki
krysztata.

Inng skuteczna metode analizy o nazwie splot podal R. Pepinsky™.
Praktycznie odpowiada ona przeksztalceniom rozwazanym w rozdz. 8.10,
uogdlnionym na trzy wymiary., Metoda ta okazala si¢ nadzwyczaj pozyteczna
przy badaniu skomplikowanych struktur. Przy korncu rozdzialu 8.10 zaleca-
lidmy stosowanie impulséw (8.25) - (8.28) jako funkeji okreélajacych prze-
ksztalcenia liniowe. Funkcje (8.26) Pepinsky mnazywa jedrem Dirichleta,
a funkcje (8.27) jadrem Fejera, przy czym C((t) jest funkcja, a f(¥) widmem
(/1 C zamienione). Papinsky podat inne typy funkcji okredlajacych przeksztat-
cenia 1 rozwazyl przyklady licznych waznych zastosowan swojej metody.

W ten sposéb wykazalidmy tu, Ze badanie budowy krysztaléw przy uzyciu
promieni X stanowi tréjwymiarowe uogolnienie analizy sygnatéw w przypadku
jednowymiarowym. |

DODATEK DO ROZDZIAXLU 8
Nier6wnosSé Schwarza

Aby udowodnié nieréwnosé (8.49), rozwazmy calke

I= [|F+cG2dt = [(F*-+-cG*)(F-+cG) dt > 0, (8D.1)

* R. Pepinsky, Report to the Office of Naval Research, Feb. 1, 1952,
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gdzie ¢ jest stala rzeczywista. Rozwijajac wyrazenie podcatkowe otrzymujemy
I=¢ [G*Gditc [ (F¥G+FG*) di+ [F*F dt.

Daje to zwiazek:

Ac®*+Be+C > 0. (8D.2)
Poniewaz nie moze istnieé pierwiastek rzeczywisty, mamy
B2—44C <0
lub
44C > B2, (8D.3)

co jest nieréwnoscia Schwarza.




ZASADY TERMODYNAMIKI

9,1 WSTEP

W poprzednich rozdzialach zajmowalidmy si¢ tym, w jaki sposéb mozna
zdefiniowaé ilogé informacji. Ograniczenia wprowadzonej przez nas definicji
rozwazylismy w pierwszym rozdziale, nastepne za$ rozdzialy poéwieciliémy
na rozwiniecie naszych ogdlnych rozwazari oraz przedyskutowanie mozliwo-
sci ich zastosowania.

Chcemy obecnie oméwié nowy aspekt teorii informacji, wynikajacy stad,
ze istnieje Scisty zwiazek pomiedzy teoria informacji i termodynamika.
Stwierdzono mianowicie, ze informacja jest zwigzana z entropia. Zaczniemy

-----

9.2, DWIE ZASADY TERMODYNAMIKI. ENTROPIA I NEGENTROPIA

1. Zasada zachowania energii.
2. Zasada Carnota. Wedlug Kelvina, zasada ta jest zasada degradacji
energii:

* M. W. Zemansky, Heat and Thermodynamics, New York 1951, 3rd ed, McGraw —
Hill.

K. K. Darrow, The Concept of Entropy, Am. ]J. Phys. 12 (1944), str. 183; Entropy
and Statictics, Bell System Tech. J. 21 (1942), str. 51; 22 (1943), str. 108 i str. 362.

L. BrizrouiN, Quantenstatistik, Berlin 1931, Springer.

J. E. Maver, M. G. Maver, Statistical Mechanics, New York 1940, Wiley.

R. C. Torman, P. C. Fing, Revs. Modern Phys. 20 (1948), str. 51.
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energia wyzszego stopnia jakosci jest energia mechaniczna lub elektryczna;

energia dredniego stopnia jakosci jest energia chemiczna;

energia nizszego stopnia jakosci jest cieplo (energia cieplna).

W ukladzie izolowanym, zamknietym calkowita ilodé energii jest stala.
Przemiany lub reakcje chemiczne zachodzace wewnatrz ukladu, jezeli sg to
przemiany odwracalpe, nie zmieniaja stopnia jakosci energii uktadu. Jezeli
sq to przemiany nieodwracalne, to powoduja one zmniejszenie stopnia jakosci
energii w tym ukladzie.

W podanej klasyfikacji energia chemiczna zajmuje miejsce posrednie,
poniewaz w procesach przemiany przechodzi ona zaréwno w energie cieplna,
jak i mechaniczna (elektryczna) i odwrotnie. Wiadomo np. ze przy tadowaniu
1 rozladowywaniu baterii nastepuje wymiana ciepla 1 energii elektryczne;.

Stopient jakosci energii mozna dokladnie zdefiniowaé przy pomocy ujem-
nej entropii (—S). Druga zasada termodynamiki méwi, Ze entropia .S musi
zawsze werastaé lub co najmnie] pozostawaé stala, stad ujemna entropia
zawsze maleje.

Definicja entropii. Jezeli uklad otrzymuje ilos¢ ciepla Ag, to jego
entropia wzrasta o wartosé

AS = Ag|]T, Ag=TAS, - 9.1)
odzie T jest temperatura bezwzgledna. W stopniach Celsjusza:
T° K] = ¢°[C]+273,15.
Podamy dla przykladu kilka typowych przypadkéw.

Rozwaizmy dwa uklady polgezone 4 i B. Przyjmijmy, ze moga one wza-

jemnie wymieniaé ciepto i prace. Przyjmijmy takze, Ze uklad polaczony,

ktory oznaczymy ADB, jest ukladem izolowanym. Niech pewna przemiana
zachodzaca w takim ukladzie prowadzi do nastepujacych warunkéw:

Uklad Temperatura Wykonywana praca  Cieplo otrzymane  Wzrost entropii

A T, W, 44 ASy = q4/ TA
B Ty ' Wg 4B ASp = QB/ Ty

Pierwsza zasada: Wy —q+Wg—qp = O'} (9.2)

Druga zasada: AS,+AS; = 0.

Catkowita energia ukladu 4B nie ulega zmianie.
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Przyklady przemian nieodwracalnych. Przeplyw ciepta z ciala
o wyzsze] temperaturze do ciala o temperaturze nizszej:

Ty>Tg.
Nie zostaje wykonana zadna praca:
WA e 0, WB —_ O-

Przekazane cieplo:

g4 = —4qg. g >0,

1 1

ASA+ASB e gB(—T—E-; - ‘“]T,;;') o 0- (9.3)

Catkowita entropia ukladu wzrosta.
Tarcie, tlumienie lepkie: 1, = Ty = 1 — temperatura jest jedna-
kowa. Uklad A wykonuje prace, w ukladzie B wydziela sie cieplo:

Wa>=>0, q4=0, Wy=0gg>0.

Wa—qs =0,

W
AS +ASp=— 9B _ V4 _ 4
Sa+ 53‘ =T >0 (9.4)

Catkowita entropia ukladu wzrosla.

Energie calkowitq ukladu mozemy okreslié, jezeli znamy sposéb po-
laczenia elementéw skladowych ukladu, znamy energie tych clementow
i jedli uwzglednimy wykonywana prace i wydzielane cieplo w procesie po-
wstawania tego ukladu. Calkowita energia U jest funkcja wszystkich fizycz-
nych i chemicznych parametréw okreélajacych uklad. Jezeli uklad powstal
w wyniku laticucha przemian odwracalnych, to jego calkowitq entropie
mozna okreslié jako:

S = S, 4+Sy+ ... +5, - (9.5)

o+

czyli sume entropii odpowiadajgeych kazdemu odwracalnemu krokowi.
Negentropia (N = —S) okresla stopient jakos$ci energii i musi zawsze
maleé. W stwierdzeniu tym tkwi sens zasady Kelvina degradacji jakosct
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energti 1 dlatego zrozumialy jest fakt, Ze znaczenie negentropii pierwszy
docenil bliski przyjaciel Kelvina, ktéry pisal*:

«Byloby bardzo pozadane znalez¢ stowo wyrazajace zdolnosé ciepla zmagazynowanego
w danym zbiorniku do wykonywania pracy, tj. termin okreslajacy t¢ wielkogé, strate kiorej
nazywamy rozpraszaniem. Doskonale slowo entropia, ktére w zwiazku z tym wprowadzit
Clausius, zostalo przez miego zastosowane niestety do oznaczenia negacji wielkodci, ktora
chcemy wyrazié w sposob mozliwie najbardziej naturalny. Wprowadzenie drugiego, bardziej
odpowiadajacego naszym celom, terminu mogtoby prowadzié do pewnego zamieszania. Ko-
nieczno$é wprowadzenia mimo wszystko takiego terminu stanie si¢ bardziej zrozumiala
po rozpatrzeniu ponizszych, dobrze ilustrujacych zagadnienie, przykladéw.»

Uklad izolowany dysponuje negentropiq®*, jezeli ma on mozliwoéé
wylonania pracy mechaniczne] lub elektrycznej. Jezeli temperatura T
ukladu nie jest jednorodna, lecz uklad sklada sie z kilku czedci o réznych
temperaturach, zawiera on pewna iloé¢ negentropil. Ta negentropia moze
byé wykorzystana do wytworzenia pracy mechanicznej, moze tez zostaé po
prostu rtozproszona 1 stracona wskutek przewodnosci cieplnej. Réinica
cidnienia pomiedzy poszczegdlnymi czesciami ukladu stanowi inny prayktad
negentropii. Podobnym przykladem moze byé réwniez réznica potencjatow.
Zbiornik sprezonego gazu w pomieszczeniu o cidnieniu atmosferycznym,
naczynie, w ktérym znajduje sie gaz pod zmniejszonym.-cisnieniem w podob-
nym pomieszczeniu, naladowana bateria czy inny uklad mogacy wytwarzaé
energie o wysokim stopniu jako$ei (np. prace mechaniczna) lub ulegaé
degradacji na skutek pewnych nieodwracalnych proceséw (przewodnogci
cieplne], opornosci elektrycznej, tarcia, tlumienia) — sa Zrédlem negentro-
piL

E. Schriodinger w swej ksiazce What is Life?*** podkreélit znaczenie
negentropii. Jezeli zywy organizm szuka pozywienia, to tylko w celu uzyskania
z niego negentropii. Negentropia ta jest niezbedna dla pokrycia strat spowodo-
wanych przez prace mechaniczna lub proste procesy degradacji energii
w zZywym organizmie. Energia zawarta w poiywieniu nie odgrywa w istocie
wiekszej roli, poniewaz je] warto$é jest zachowywana i nigdy nie ulega zmniej-
szeniu; istotnym czynnikiem jest tu negentropia.

* P. G. Tarr, Sketch of Thermodynamics, Edinburgh 1868, Edmonston and Douglas,
str. 100,

#** Skrot od negative entropy. (Przyp. tium.).
##* F. ScarODINGER, What is Life?, New York 1945, Cambridge Univ. Press,
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9.3. NIEMOZLIWOSC WIECZNEGO RUCHU. MASZYNY CIEPLNE

Maszyna korzystajaca tylko z jednego zbiornika ciepla o temperaturze T
nie moze zamieniaé ciepla na prace, poniewaz byloby to sprzeczne 7 warumn-
kiem (9.4) i oznaczaloby zmniejszenie entropii. Maszyna moze wykonywaé
prace, jezeli korzysta ona z dwoéch zbiornikéw ciepta 4 i B o dwu réznych
temperaturach:

Ty > Ty

Praca maszyny skiada si¢ z kolejnych etapéw:

(1) Przekazanie ciepta g4 ze zbiornika 4 do maszyny (ciepto otrzymane).

(2) Wykonanie pracy W przez maszyne (praca wykonana).

(3) Przekazanie ciepta g5z maszyny do zbiornika B o nizszej temperaturze.
Poniewaz cieplo otrzymane traktujemy jako dodatnie, mamy tu do czynienia
z ujeranym cieplem otrzymanym gqp << 0.

Po zakonczeniu petnego cyklu pracy maszyna powraca do stanu poczatko-
wego. Oznacza to, Ze jej calkowita energia prayjela wartosé poczatkows :

W—q,4-—qg = 0. (9.6)

Jezeli proces jest odwracalny, catkowita entropia maszyny powinna réwniez
pozostaé bez zmiany:

stad
g4, 4B __
T, T, =0
lub
T
98 = — 7 ga (9.8)

Jak juz wyjadniono, g5 jest ujemne.
Innymi stowy: pewna ilodé entropii, a mianowicie

AS = +AS, = —AS, (9.9)

przechodzi od temperatury wysokiej T, do niskiej 7. llodci ciepla otrzymy-
wane przy tych dwu temperaturach byly réwne odpowiednio:

gq = +T4AS, gg= —TgzAS. (9.10)

11 — Nauka a tenria infarmanit
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Suma q4+qg = (Ty—Tp) AS > 0 jest dodatnia. Maszyna otrzymata ze zrédla
o wyiszej temperaturze wigcej ciepla niz go oddala do Zrédla o temperaturze
nizszej. Brakujaca energia cieplna odpowiada pracy wykonanej przez maszyne
(wzér (9.6)). Wspdlezynnik sprawnosc cieplnej definiujemy tu jako stosunek
pracy wykonanej do otrzymanego ciepla.

W Tq—1s

qa Ta

<1. * (0.11)

Przykladem jest maszyna cieplna, w ktérej cieplo przeplywa od ciala
o wysokiej temperaturze do ciala o temperaturze nizszej: zostaje wykonana
praca.

) Chlodziarka jest odwrotnym typem maszyny cieplnej. Praca dostarczana
wywoluje przeplyw ciepla od Zrédia o nizsze] temperaturze do #rodta o tempera-
turze wyzsze].

W przyktadach tych fatwo mozna rozpoznaé rézne stopnie jakoéci energii.
Cata praca moze zostaé zamieniona na cieplo (wzér (9.4)), ale cieplo w prace
mozna zamienié tylko czeéciowo (wzor (9.11)).

Jezeli cieplo mierzymy w jednostkach energii, to w ukladzie CGS ¢q wyraza
sie w ergach, a nie w kaloriach. Mierzac temperature -w stopniach Kelvina,
entropie otrzymujemy w ergach na stopiet. J edli przyjmiemy, ze T ma wymiar
energii (rozdz. 1.1), entropia bedzie wielkoscia bezwymiarowa. W takim
przypadku bedziemy uwazali, ze stala k jest liczba bezwymiarowa:

k=1,38- 1071,

Wielkoéé &7 bedzie miala nadal wymiar energil.
Termodynamika dostarcza waznych informacji o zagadnieniach zwiazanych
z cieplem i temperaturg. Jedli rozwaza sie tylko procesy odwracalne, mozliwe
jest okreélenie calkowitej energii U i calkowite] entropii S dla danego ukladu
fizyeznego. Obie wielkoéei U1 S sa funkcjami zmiennych fizycznych okreéla-
jacych stan ukladu. |
Jako przyklad zastosowania metod termodynamiki rozwaziny dielektryk
o przenikalnoéci dielekirycznej e(T) zaleznej od lemperatury. Niech na
przykiad:
D =c¢k, &T)=¢F —mgw— 9.12)
- ’ T—86°
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przy czym
D — przesuniecie elektryczne,
( — stala Curie, '
E — pole elektryczne,
f — temperatura Curie.

Z rozwazan teoretycznych wynika, ze pojemnoéé cieplna substancji zalezy
od polaryzacji, a w zwiazku z tym i od przesuniecia D. Dokladna analiza pro-
wadzi do ustalenia zalezno$ci pomiedzy tymi réinymi wielkodciami: calkowita
epergia U 1 entropia S substancji dane sa przez

UCT, D) = Uy(T) + 5 I (3- - T—é?f(i)) , 9.13)
S(T, D) = Sy(T) —_;m%(}g) , 9.14)

gdzie U, i .Sy odnosza sie do materiaky niespolaryzowanego (D == 0).

Zaklada sieg, ze material ten jest twardy i niedciéliwy, i zaniedbuje cie elek-
trostrykeje. Podobne wyrazenia mozna wyprowadzié dla pola magnetyeznego™,
ktére ma duze znaczenie jako podstawa znanej metody oziebiania przez roz-
magnesowywanie (Debye-Giauque), pozwalajace] na osigganie temperatur
rzedu ulamkéw stopnia w skali absolutne;j.

- 94. STATYSTYCZNA INTERPRETACJA ENTROPII

Wielkodé zwana entropiq formalnie jest zdefiniowana wzorem (9.1)
1 wykazaliémy na kilku przykladach jej zwiazek ze stopniem jakosci energii.
Druga rzasada termodynamiki méwi, ze entropia w ukladze zamknietym -
zawsze wzrasta, podezas gdy stopient jakoéci energii zawsze maleje (degradacja
energii Kelvina).

Jasna interpretacje tej ogélnej zaleznosci podali J. W. Gibbs, J. C. Maxwell,
L. Boltzmann ; wzupehit ja M. Planck. Podstawe tych wyjadénien znaleziono-
w atomowej strukturze materii i kwantowych prawach stabilnoéci atoméw,
czasteczek i krysztaléw. Atomy sa tak male, ze w kazdej ilodei materii, na ktérej
mozemy przeprowadzaé doéwiadezenia, znajduje sie ich ogromma liczba.
Gramoatom materii zawiera okoto 6 - 1028 atoméw. Z te] przyczyny zupetnie

* L. BRIVLLO-UIN,-H. P. IskenDERIAN, Elec. Commun. 253 (1948'), str. 300.

11%
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nie jeste$my w stanie ¢ledzié ruchéw pojedynczych atoméw. Wielkoscl, ktére
jedynie mozeny zaobserwowaéd, sa w rzeczywistoéel wielkoéciami érednimi.
Statystyczna teoria termodynamiki oparta jest na tych ogo6lnych uwagach
4 stanowi obecnie jeden z najbardzie] zaawansowanych dziatow fizyki, Wy-
kazano, Ze entropia jest zZwiazana Zz prawdopodobieﬁstwem. Sztucznie mozna
stworzy¢ uklad o bardzo malo prawdopodobnej strukturze. Jednakze jesli
uklad ten pozostawié samemu sobie, to jego struktura bedzie stopniowo: da-
zyta ku strukturze bardzie) prawdopodobnej. Prawdopodobienstwo wykazuje
wiec naturalna tendencje wzrostu, podobnie jak entropia. Dokladny zwiazek
pomiedzy prawdopodobieﬁstwem a entropia podaje znana zaleznosé Boltz-

manna—Plancka:

S=kln P, (9.15)

gdzie k= 1,38 - 1071 erg/stopieri (stala Boltzmanna), S jest entropig rozwa-
zanego ukladu, P za$ liczby elementarnych mikrostanéw, ktére prowadzg
do takiego samego stanu makroskopowego. Aby pokazaé zwiazek entropii
2 rachunkiem prawdopodobienstwa, rozpatrzmy przede wszystkim dokladne
znaczenie liczby P.

Zgodnie z teorig kwantowg stany atoméw i czasteczek moga przyjmowaé
tylko ckoniczong liczbe réznych postaci. Na poziomie atomowym materil
nie ma ciagloéci, lecz tylko dyskretne, stabilne lub niestabilne stany 1 atomy
przeskakuja z jednego stanu do drugiego, emitujac przy tym lub pochlaniajac
energie. Kazda z tych dyskretnych konfiguracji standw skwantowanego ukladu
fizycznego nazwal Planck kompleksja i nazwa ta pozostala w literaturze nau-
kowej*.

Rozwazmy obecnie uklad fizyczny: czedé krysztalu lub gaz w zbiorniku
w okreslonych warunkach, tzn. o danych: objetodel, ciénieniu, energii calko-
witej, temperaturze i skladzie chemicznym. Zmienne makroskopowe sa wiel-
kosciami, ktére mozemy mierzy¢ w laboratorium. Nie wystarczg one jednak
do jednoznacznego opisania stanu ukladu. Istnieje bowiem olbrzymia liczba
zmiennych mikroskopowych, ktérych nie jestedmy w stanie dokladnie zmie-
rzyé (polozenia i predkosci wezystkich atoméw, stany kwantowe tych atoméw
Tub struktur molekularnych itd.). Wszystkie te nieznane wielkoscl umozliwiaja
przyjmowanie przez ukiad wielkiej liczby stanéw kwantowych — mikrosta-

* W oryginale complexion. W literaturze polskiej przyjal sie termin mikrostan. (Przyp.
tium.).
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néw. Catkowitg liczbe™ P mikrostanéw wykorzystaliémy we wzorze (9.15),
wigzac ja z entropig ukladu. Liczba ta jest bardzo duza, jednakie skonczona
1 wzér (9.15) ma okreslony sens. |

W naszych rozwazaniach bedziemy korzystaé¢ takze z innego wainego
zwiazku. Jest to znana zalezno$é pomiedzy energia 1 czestotliwosdcia

E —E, = hy, | 9.16)

gdzie [y oznacza energi¢ poczatkowa, k), energie konicowa ukladu atomowego
lub czasteczkowego emitujacego drgania o czestotliwoéei v oraz A = 6,6 -
- 1027 erg - s (stala Plancka). Kiedy uklad fizyczny traci energie, nastepuje
emisja promieniowania, a kiedy ja zyskuje, nastepuje absorpcja. Poniewaz
poziomy energetyczne sa dyskretne, czestotliwodcei emisji (lub absorpeji)
tworza widmo dyskretne charakterystyczne dla rozwazanego ukladu atomo-
wego lub czasteczkowego.

9.5. PRZYKEADY ROZWAZAN STA’I‘YSTYCZNYCH

Na kilku przykladach wykazemy obecnie, w jakim stopniu nasze rozwaza-
nia stalystyczne odpowiadaja danym eksperymentalnym. Rozpatrzmy dwa
ciala 4,1 A,, bedace w kontakcie umozliwiajacym jedynie wymiane ciepla.
Uktad 4,4, umieszczamy w izolujacym zbiorniku ¥, tak jak to pokazano
na rys. (9.1). W takich warunkach calkowita energia

E,+E, — E ©0.17)
Ay Ag
17
£ £y

Rys. 9.1. Dwaciala 4, i 4, majace, odpowiednio, energie F, i Fy moga wymieniaé tylko cieplo.
Uklad 4,4, umieszczony jest w izolujacym zbiorniku ¥

* Liczbe P okreSla sie w literaturze polskiej terminem prawdopodebiefstwo termo-
dynamicene. (Przyp. ttum.).
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ukladu pozostaje stata. Musimy jednak rozpatrzyé mozliwosé przekazania g

kalorii od A4, do A,:
AE, = —q, AL;= +q. (9.18)

Chcemy znalezé najbardziej prawdopodobny rozkiad energii pomiedzy
Ay i A,. Dla A, liczba mikrostanéw Py jest funkeja £;, podobnie dla A,
liczha mikrostanéw P, jest funkcja E,. Calkowita liczba mikrostandw dla
ukladu zlozonego wynosi

P = Py(Ey) - Py(Ey), | (9.19)

poniewaz kazdy mikrostan ciala 4; moze byé ustawiony w parze z dowolnym
sposrod Py(E,) mikrostandw ciala A,. Najbardziej prawdopodobnym roz-
kladem energii jest rozldad, przy kiérym P osiaga maksimum. Jezeli P jest
maksymalne, to nie ulega ono zmianie przy przekazywaniu bardzo malej
ilogei ciepla ¢ od A, do A, (wzér (9.18)). Zaldimy, ze Py i P, sg ciaglymi
funkcjami E, i F, oraz e sa one rézniczkowalne. Jezeli wige uwzgl@dmmy
znaki we wzorze (9.18), otrzymamy

dr dP dPy _

Z poprzedniego wyrazenia wynika

1 dp, 1 dP,
P, dE, P, dE,

(9.21)

lub

dlnP;  dln P
dF,  dE,

(9.22)

Jesli teraz skorzystamy ze wzoru Boltzmanna-Plancka (9.15), okrebla]ay
cego entropie Sy 1 S, ciat A, i A,, otrzymany

145, 1 4dS,

k dE, k dE,

(9.23)

W naszym przykladzie jedynym rodzajem energii wymienianej pomiedzy
A, i A, bylo cieplo, stad zgodnie ze wzorem (9.1)
ds; dS 1
de;  dQ, Ty

(9.24)
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Lewa strona réwnania (9.23) odpowiada odwrotnoéci temperatury bez-

wzgledne; o ciala A,, strona prawa zaé odpowiada T W ten sposéb osta-
1 2
tecznie mamy:

1 1 ‘
"Tl = —T—Z"" lll-b TI - T2. (925)

Najbardziej prawdopodobny rozklad energii pomiedzy A4, i 4, odpo-
wiada wiec jednakowym temperaturom obu cial.

W ten sposéb pokazaliémy, ze otrzymane przez nas zaleznosci prowadza
do wynikéw zgodnych z dobrze znanymi danymi eksperymentalnymi.

Waznym punktem w naszym rozumowaniu bylo zalozenie, ze P,(E;)
1 Py(Ey) sa funkcjami ciaglymi i rézniczkowalnymi. Jest to stuszne jedynie
dla duzych ukladéw fizycznych, zawierajacych ogromna liczbe atoméw,
w przypadku kiedy £ i E, sa bardzo duze w poréwnaniu z kwantowymi
skokami energii.

9.6. FLUKTUACJE ENERGII. WZOR GIBBSA

Rozwazmy bardzo duze cialo. Przyjmijmy np., e 4, jest bardzo duzym
zbiornikiem wody starannie odizolowanym od otoczenia. Odpowiada to
termostatowt — urzadzeniu utrzymujacemu stalg temperature. Temperatura
I'y ukiadu jest istotnie tak dlugo stala, jak dtugo cieplo wymieniane ¢ po-
zostaje bardzo male w poréwnaniu z catkowita energia F, termostatu A,.

Dla takiego termostatu, na podstawie wzoréw (9.15) i (9.24) otrzymujemy

dIn P, 1
dE, kT, (9-26)
lub po scatkowaniu
E .
In P; = ?’[%]i + Cy, (9.27)
gdzie (] jest stala calkowania; stad
P, = P, eBilrTy (9.28)

gdzie
PU — GCI¢
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Taka zaleznoéé pomiedzy liczba mikrostandw Py i energia £ jest typowa dla
termostatu. |

Wprowadzmy do termostatu A4; element A, (drobna ilo$¢ substancji)
i rozwazmy jego zachowanie w stalej temperaturze T, utrzymywanej przez
termostat. Zaleznodci (9.21), (9.24) i (9.25) okreélaja najbardziej prawdo-
podobna energie E,. Moga réwniez wystapi¢ inne wartoscl energit, odpowia-
daja im jednak mniejsze prawdopodobienstwa. Cialo A, nie zawsze bedzie
mialo energie najbardziej prawdopodobna, lecz bedzie wykazywaé fluktuacje
energii.

Z warunku (9.17) mamy

E,=F-FL,. (9.29)
Po podstawieniu tej wartosci do wzoru (9.28) otrzymamy
| P, = B, e BT, (9.30)
gdzie

Liczba mikrostanéw calego ukladu w dalszym ciagu wyraza si¢ wzorem

(9.19), stad
P = Py(Ey)B, e B/, (9.31)

Wynika stad, 7e w termostacie o temperaturze T kazdy z Py mikrostanéw
cisla A, odpowiadajacych pewnej energii £, ma prawdopodobiensiwo

p(T) = By e B/, (9.32)

To ostatnie wyrazenie po raz pierwszy wprowadzil Gibbs. Przy okreslaniu
stanu ciala A, utrzymywanego w temperaturze Ty wykorzystal on wyrazenie
(9.32), zamiast jako punkt wyjécia potraktowaé réwnanie (9.15), jak to zrobit
Boltzmann. Mozna wykazaé, 7e oba te sposoby rozumowania sa sobie réwno-
wazne. Wzér Gibbsa (9.32) wykorzystamy dalej przy analizie zagadnier,
w ktéryech mamy do czynienia z fluktuacjami.

Uzyskane wyniki ilustruja mozliwoéei wykorzystania rozwazan staty-
stycznych przy wyjaénianiu zagadnien termodynamiki.

Cialo o temperaturze T znajduje sig w stanie cigglego ruchu. W przypadku
gazu czasteczki wewnatrz zbiornika poruszaja si¢ w réZnych kierunkach
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i hardzo czesto zderzaja sic ze soba. Srednia energia kinetyczna £, czgsteczek
WYN0S]

Eyp =1,kT na stopieti swobody (9.33)

i energia tego ruchu cieplnego jest wladnie energia zawarta w gazie o tempera-
turze T.

W krysztale atomy zajmuja okreslone miejsce w przestrzeni, tworzac
regularna siatke krystaliczna. Ruch cieplny w krysztalach objawia si¢ w drga-
niach atoméw wokét ich punktéw réwnowagi. Jak dlugo czestotliwoéé tych
drgan jest matla, ich energia kinetyczna wyraza si¢ wzorem (9.33) i latwo
mozna obliczyé érednia calkowita energie kazdego oscylatora jako sume
energii kinetycznej i potencjalnej. A wige dla niskoczestotliwoéciowego oscyla-
tora mamy:

E. = Ex+Ey, E, = Ey =1,kT, (9.34)
E, = kT. (9.35)

9.7. OSCYLATOR KWANTOWY

Proste te wyrazenia przestaja byé stuszne dia oscylatoréw o wyzszych
czgstotliwosciach, kiedy to kwant v, w poréwnaniu z kT nie jest juz wielkodcia
maty. W takim przypadku musimy uwzglednié fakt, Ze oscylator kwantowy
moze przyjmowaé tylko dyskretne wartodcei energii:

E =20, hy, 2hy 3h», ..., nhy, ... (9.36)
Jezeli oscylator jest umieszczony w termostacie o temperaturze 7', to poziomy
energil maja prawdopodobienstwa okredlone przez wzér (9.32):
po=B, p =Be W, _ Bo- kT
voos = BT 9.37)

Wspétezynnik B mozna obliczyé korzystajac z warunku, ze suma prawdo-
podobienstw (9.37) musi byé réwna jednoscis

N B
1l = Zp, = B(1+6mx+6_2x—{-..."]Le—"wnx”ji“...) ﬁ“i—“—'_'_—“a (938)

x
i=0 .
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gdzie
h
x = 7;;’—, 9.39)
Stad
B=1-e"* | (9.40)
oraz
"Po s 1“*6_—36, pl —_ e-—xwem—zx,
ey Py = €T T (9.41)

Korzystajac ze wzoru (9.41) mozna otrzymaé proste wyrazenie na sume
prawdopodobiefistw pozioméw energetycznych lezacych powyzej pewnej
granicy:

E > mhv, n>=m,

[o,0]

3 Pu = Pt PmsaTPmig e =7 (0:42)

n=m

Majac obliczone prawdopodobictistwa p, dyskretnych pozioméw enecrgii,
mozemy obliczyé érednig energie E oscylatora kwantowego

E = nhy,
gdzie n — érednia liczba kwantéw Av:
- e "
= n = B _4-“ —* -1 - 2x ‘s ‘ —nx e - B . . 9 -41<
n ;)np (O-+e*2e #. . fne ™...) A=) (9.43)

Sume w tym wyrazeniu obliczyliémy korzystajac z tego, Ze jest ona pochodna
wzgledem x nastepujacej sumy:

- ie‘"’m‘ = —1/(1—e™%).

Podstawiajac zamiast B prawa strone wzoru (9.40) mamy
n = 1/(e*~1), (9.44)
gdzie
x = hy[kT,




i
s
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tak zZe
E = hy/(e" T 1), (9.45)

Jest to znany wzér Plancka, bedacy podstawa teoril promieniowania ciala
doskonale czarnego. ,

W zagadnieniu oscylatora kwantowego (wzory (9.38) — (9.44)) nalezy
podkreslié réznice pomiedzy:

stanem najbardziej prawdopodobnym, odpowiadajacym najwiekszej war-
tosci p, tzn. p, = B, n =0;

érednia liczba kwantéw n (wzér (9.44)).
Dla bardzo malych wartosei x:

xZ£1l, h<g€kl, —— -,

e*—1 X
mamy

E = hwjx = kT, (9.46)

Jest to przypadek niskich czestotliwoéei 1 wynik ten jest identyczny ze wzo-

rem (9.35).

9.8. FLUKTUACJE

Obecnie, przy analizie dokladnoéci pomiaréw fizycznych postuizymy sie
otrzymanymi w poprzednim rozdziale wynikami. W danej temperaturze T
pobudzenie cieplne wszystkich czedci aparatu pomiarowego wywoluje nieupo-
rzadkowane drgania, uniemozliwiajace pomiar mierzonej wielkodci z nieogra-
niczenie duza dokladnoscis.

Pobudzenie ciepine wywoluje ruchy Browna, powoduje powstawanie
szumbéw w obwodach elektrycznych, w urzadzeniach akustyeznych itd.
Wazystkie te zagadnienia rozpatrzymy pod katem zastosowania teorii infor-
macji do zagadnien fizycznych. Pozwoli to dostrzec interesujacy zwigzek
pomiedzy informacjq i entropia oraz przeprowadzi¢ wnikliwa analize funda-
mentalnych ograniczen dokladnoéei pomiaréw fizycznych.

Energia cieplna nie zmniejszalaby dokladnosci pomiaréw, jesli jej wartosé
bylaby stata. Istotnym czynnikiem utrudniajacym ohserwacje jest ciagly stan
fluktuacji, przy ktérym nie mozna przewidzieé rzeczywistej energii ukladu
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w danym czasie. Energla ta moze r6znié¢ sig znacznie od wartosci Sredniej.

W poprzednim paragrafie podkreflilidmy réinice pomiedzy érednig
i najbardziej prawdopodobna wartoécia energii. Rozwazmy teraz zjawisko
fluktuacji energil oscylatora kwantowego. Przyjmijmy, Ze w pewnej chwili
czasu uklad posiada

n = n-+m kwantéw, (9.47)

gdzie m jest fluktuacja ponad wartoéé érednia n. Obliczmy wartoéé érednio-
kwadratowa n2:

n? = (n+m)? = (n)®+2nm-+m?2. (9.48)

Obliczajac érednia n2 musimy pamietaé, ze m == 0, poniewaz n jest wartoscia
$rednia n; dlatego

n? = (n)2--mz. (9.49)

Jezeli znamy n2, latwo mozemy ze wzoru (9.49) obliczyé wartoéé érednio

kwadratowa fluktuacji. Obliczenie n2 réwniez nie jest trudne, poniewaz

znamy prawdopodobiedistwa stanéw kwantowych oscylatora (wzdér (9.37)).
Mianowicie, korzystajac ze wzoru (9.43) mozemy napisaé

o - d <
2 PR % SR b B ot 7 ¥
n ananZ;ne de Zone
— B e/ —ep], (9.50)
dx

Po zrézniczkowaniu 1 podstawieniu wartodéci B ze wzoru (9.40) otrzymamy

G»—x_+em~2x emx+ew2x ex_’_l

e e LR el s |

(9.51)

Poréwnujac wzory (9.49) i (9.51) oraz podstawiajac wzér (9.44) otrzy-
mujemy '

E ()2 = ijil-)l — (AP 9.52)

Jest to znana zalezno$é wigzaca fluktuacje z wartosciami érednimi, otrzymana
po raz pierwszy przez Plancka i Einsteina.
Dla  oscylatora niskoczestotliwosciowego (hv <€ ET) érednia  liczba
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kwantéw n jest bardzo duza i wyrazenie (9.52) mozemy zastapié przez
m? = (n)% (9.53)
Korzystajac z ostatniego réwnania mozemy obliczyé fluktuacje energii e:
E = E+te &= mlw)? = (L), (9.54)

odzie E = nhv jest érednia energia oscylatora.

Dla niskich czestotliwosci pierwiastek kwadratowy ze Sredniokwadratowej
fluktuacji jest réwny éredniej energii, fluktuacje sg wige w przyblizeniu tego
samego rzedu co wartoéé Srednia energii:

v < kT, (2)" = E = kT, (9.55)

Dla wysokich czestotliwodci (hy > kT) wartodé érednia n jest mala,
a (n)? jeszeze mniejsza; dlatego.

m2a~n <&l (9.56)
lub

e2 =~ n(hv)? = WEhv._ | (9.57)
Srednia energia fluktuacji dla wysokich czestotliwodci jest znacznie wieksza,
poniewaz E jest mniejsze niz hv, i stad

Ehy > E2. 9.58)

Fluktuacje przy wysokich czestotliwoéciach (wzor (9.57)) sa wieksze niz
fluktuacje przy czestotliwosciach niskich (wzdr (9.54)). Wynik ten jest typowy
dla zjawisk kwantowych.

Rozwazmy teraz uklad NV niskoczestotliwosciowych oscylatoréw harmonicz-
nych. Calkowita energia érednia ukladu E, jest réwna

E, == NE = NET. (9.59)
W tym przypadku wystepuja fluktuacje e,:
E, = E +e,. (9.60)

Fluktuacje N oscylatoréw sa niezaleime 1 stad, zgodnie ze wzorami (9.54)
i (9.55), mamy - |
e2 = Net = N(ET)2. (9.61)
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POBUDZENIE CIEPLNE I RUCHY BROWNA

10.1. RUCH CIEPLNY

Zanim przejdziemy do praktycznych zastosowan, przypomnijmy sobie
jeden z majwazniejszych wnioskéw z poprzedniego rozdzialu, a mianowicie,
ze przy niskiej czestotliwoéei na kazdy stopien swobody przypada™ Ey = £T}2.

Ruchy Browna

Obserwujac pod mikroskopem mate czastki zanurzone w cleczy, mozna
zauwazy¢, Ze poruszaja sie one nieustannie i ze ruch ten ma charakter przy-
padkowy. Pierwsi ohserwatorzy tego zjawiska sadzili, ze sa to czastki zywe.
Szybko jednak ustalono, ze ich ruch jest wywolany wylacznie przypadkowym
bombardowaniem przez czasteczki cieczy. W sposob zadowalajacy wyjaénil
to po raz pierwszy Einstein, a nastepnie Perrin uzyskal potwierdzenie na
drodze eksperymentalnej. Dalsze doéwiadezenia Perrina pozwolily mu okredlié
rozmiary atoméw, poniewaz mégt on bezposérednio znalezé liczbe Avogadra A,
tj. liczbe atoméw lub czgsteczek w jednym molu substancji.

Graniczna dokladnosé pomiaréw

Rozwazmy zagadnienie mierzenia pradu przy uiZyciu amperomierza.
Strzatka przyrzadu umocowana jest na osi i w zwiazku z tym ma jeden stopien
swobody, jak pokazano na rys. 10.1. Energia kinetyczna przypadkowych

* Wniosek ten w fizyce jest znany jako twierdzenie o ekwipartycji energii kinetycznej
na stopnie swobody. (Przyp. tfum.).
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drgan strzalki jest réwna F, = kT]2; wielkoéé¢ tych drgani mozna tatwo obli-

czyé. Ich amplitude mozemy zmniejszyé ochladzajac instrument. Daje to

jednak wynik tylko czedciowy i, jesli chcemy uzyskaé stabilny stan niskiego
pobudzenia cieplnego, musimy réwniez ochlodzié reszte
obwodu.

Problem szumu (np. w opornikach) byl starannie
badany. Jednym z pierwszych, ktérzy zajmowali sie tym
zagadnieniem, byl Nyquist. Analizujac obwéd szerego-

Rys. 10.1. Stzal- wy L, C, R (pokazany na rys. 10.2) przy jednakowej
ka amperomierza - temperaturze wszystkich elementéw, latwo zauwaivé, ze

umocowana jest s on jeden stopien swobody (prad I); stad mamy
na ost i dlatego ma

jeden stopief swo- ‘ 1/2]{,'T = fip = 1/2L12. (10.1)
hody S
Wynika stad, ze przez obwéd plyna przypadkowe prady,

ktérych wielko$é okredla powyzsze réwnanie. Jedynym sposobem zmniej-
szenia tych pradéw jest, jak poprzednio, ochlodzenie calego obwodu.
Mozna okreslié rozklad czestotliwodei tych praddw; zagadnieniem tym
zajmiemy sie dalej.

L
@,

= )7

H

[ Rt

Rys. 10.2. Obwod szeregowy zlozony ze #rédla sily elekiromotorycznej, amperomierza,
indukeyjnoéei L, opornika R i pojemmnoéci C. W oporniku jest generowany szum

10.2. BLADZENIE PRZYPADKOWE

Rozwazania nasze rozpoczniemy od zagadnienia statystycznego, maja-
cego duze znaczenie we wszystkich przypadkach ruchu przypadkowego.
Czastka porusza si¢ wzdluz linii prostej, pokonujac w réwnych odcinkach
czasu rowne odleglodei w kierunku na lewo lub na prawo. Oznaczmy jednostke
przesuniecia czastki przez [, natomiast momenty czasu, w jakich odbywaja



176 10. Pobudzenie cieplne i ruchy Browna

sie te przesuniecia, przez 1, 2, 3 itd. Na rysunku 10.3 pokazaliémy ogdlny
schemat. Widzimy, ze jest to dobrze znany tréjkat Pascala; liczba réznych
drég ztozonych z n krokéw, ktorymi mozna dojéé do wybranego punktu,

|

qln—q)!

jest rdéwna , jesli odleglo$é tego punktu od poczatku® wynosi

m = —n-+2q,

Wn—%m o n—m (10-2)
=75 > "TTiT=Ty

Prawdopodobiefistwo 7, , osiagnigeia punktu m jest réwne stosunkowi

ilosci drog, kidrymi mozna dojéé do tego punkiu, do catkowite] ilodci mozli-

o8 odlegtoscl mierzonych w jednostkach {

5 -4 -3 -2 -4 0 1 2 3 4 5 &

LN |

4

S

§1* - 7 “§
L 9F 422 R
S 3
B <
. nd 2
§° 2 2
Q S
~3 4~— »«-124:;:5
B

5 25 3

1 h 10 10 b 1

Rys. 10.3. Przypadkowe bladzenie o krokach réwnej dlugosci odtwarza trajkat Pascala dla
wspélezynnikéw dwumianu. Liczby przy punktach oznaczajg iloé¢ mozliwych drég prowadza-
cych do danego punkiu. Catkowita liczba przypadkéw jest réwna 27

wych drég, kidra jest oczywidcie réwna 2", poniewaz przy kazdym kroku
kazda z drég dzieli sie na dwie (1):

1 n! 7!

Ty m == 55 = .
2 q!(an)l 2n(n+m)!(n~m)!

(10.3)

2 2

7 warunku (10.2) wynika, Ze parzystoéé lub nieparzysto$é m jest okreslona
przez n, tzn. jesll n jest parzyste, to m réwniez jest parzysie 1 odwrotnie.

* Poczatkiem jest punkt O na osi odleglodei (rys. 10.3), natomiast punktem koficowym
jest punkt lezgey m jednostek na prawo lub na lewo od punktu O. (Przyp. ttum.).
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Srednie przesuniecie Tfn po n krokach jest oczywidcie réwne zeru, poniewaz
szanse rachu w prawo lub w lewo w kazdym kroku sa sobie réwne, natomiast
wartos¢ érednia kwadratu przesuniecia wzrasta ze wazrostem liczby krokéw.
Z rysunku 10.3 wynika

e e +n

RE=mlt =1 % m’m, .; (10.4)
R§ =0,
R =1l 1) = I

TE = Y, [(207+2 - 0 (21)?] = 212 (10-5)
Eg = g[(BD)2 4312312 (31)2] = /12 = 3/%
Wyniki te sugeruja wzoér
R2 = nl2, (10.6)
ktory mozna udowodnié przez indukecje. W tym celu wystarczy wykazaé,
ze jesli
mi = 2 T, M = 1, (10.7)
M=—n
to wynika stad
m=n-1
mZ.i= 2, 1”n+1,mm2 == n--1. (10.7a)
M e e : '

Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli po n-+1 krokach osiagamy odlegloéé
m < n+1, to odleglodé osiagnieta w poprzednim kroku musiala byé réwna
albo m--1, albo m —1 1 prawdopodobiefistwa obu tych mozliwoéci sa sobie
rowne. Stad '

onitym = Yo T me1 Ty me1)s < 041 (10.8)
oraz -
1
M1, nﬁ = n 41, —n—1 = onil (10.8&)

Oba wskazniki w 7, , sa jednoczesnie parzyste lub nieparzyste i przy sumo-
waniu po jednym z nich otrzymujemy tylko co drugi wyraz réiny od zera.
Korzystajac z tego faktu oraz z réwnan (10.8) i (10.8a) — sume w réwnaniu
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(10.7a) mozemy mapisaé:
m=n—1

—_— n--1)2 1
m121+1 = 2 %?+T)“ -+ —2“"“ Z (V'Cn, nv.'q:-u}wl“l‘ﬂn,m»-—l)m'2 =
m=—pn-+1
m=n—1 me=p~—1
1)2 '
= (n+ ) Z T, 1+ 1m + - 2 nn,mwlmgo
m——--n+1 mﬂwn+1 ‘

W pierwszej sumie podstawiamy k = m-+1, a w drugiej [ = m—1. Mamy
zatem

k=n k=n—2
——  (n+1)? 1 1
2 o - __T112 o - 2 —
k=n
(et ] e 1 e T)2
== o ~|—§ k; :n’n}k(]ﬁ 1) ) Wn,mn( n 1) =+
1 Je=p 1
P 2 —_— e - 2
o l; o, {1+ 1)2 — 5 0+ 1)2

Lo 1 ; . . .
Poniewaz o, = 7, _, == o pozostaja tylko dwie sumy, ktére mozna

polaczyé:

m,%ﬂ-:.? Z T, 1 (b — 12+ (k4 1)2] = = Z o, W22 L2) =
ke=—n R ]
k=n Re=n
= D, i,k -+ Z‘ T = n+1, e.b.d.o. (10.9)
k= —n b= —n

uwzgledniajac wzér (10.7) oraz fakt, ze suma 7, , po k jest réwna jednodci.
Rozklad punktéw rozszerza sig wraz z uplywem czasu 1 wartoé¢ pierwiastka
sredniego kwadratu przesuniecia dla réwnych krokéw o diugosei [ jest réwna

(R2)'l = n'l, (10.10)

Mozna wykazaé, ze jeéli liczba krokéw n nieograniczenic roénie, rozklad
(10.3) dazy do rozkladu Gaussa (zob. Dodatek na koticu tego rozdzialu),
Pokazemy dalej, jak mozna wykorzystaé otrzymany wynik przy rozpatrywaniu
zagadnienia ruchéw Browna oraz przy ocenie bledéw popelnianych w trak-
cie wieloetapowych obliczen.
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W tym celu przyjmijmy graniczny praypadek |I| = Y,; blad érednio-
kwadratowy wynosi wéwczas ]/R‘ME ~ Yy [/n, tzn. przyjmujemy, 7¢ ostatnia
cyfra znajduje sie w przedziale 4-1/ 2: 7 drugiej strony blad maksymalny bedzie
proporcjonalny do Y/,n, co odpowiada mato prawdopedobnemu preypadkowi
nalozenia sie wszystkich bledéw.

Mozemy réwniez rozwazyé przypadek, kiedy poszczegélne kroki maja
rozna dtugosé. Mamy wowezas do czynienia z rozkladem losowym o éredniej

RR=0Pn Wb Vg =Vpn (10.11)

Wyrazenie to moze by¢ bardziej odpowiednie do oceny bledéw.

10.3. EFEKT SRUTOWY

Pojeciem blqdzenia przypadkowego mozemy postuzyé sie przy roz-
patrywaniu probleméw szumu w lampach elektronowych (efekt $rutowy)
1 przemian radioaktywnych.

Podczas przemiany radicaktywnej pierwiastek emituje czastki ze érednia
szybkoscig IV czastek na sekunde. Jest to zjawisko bez powigzan statystycznych
pomiedzy emitowanymi kolejno czastkami.

llodé czgstek emitowanych w czasie ¢ mozna przedstawié wzorem

P = Nit, (10.12)

gdzie v jest poprawka odpowiadajaca szumowi.

Opis ten dokladnie odpowiada zjawisku emisji elektronéw z goracej
katody i dlatego szum wystepujacy w lampach elektronowych ma ten sam
charakter. Na rysunku 10.4 pokazano wykres £ w funkcji czasu.

Przede wszystldm zagadnienie emisji musimy sprowadzié do problemu
bladzenia przypadkowego. Mozna tego dokonaé wieloma réinymi sposobami,
zaleznie od aktualnych warunkéw emisji. Zacznijmy od prostego przypadku
odpowiadajgcego nastepujacym zalozeniom. Przyjmijmy, ze moina znalezé
na tyle maly okres czasu 0, Ze moze w nim zaj$é jedno z dwa réwnoprawdo-
podobnych zdarzen: brak emisji i emisja jednej czgstki. W ten sposéb w cza-
sie ¢ = 6 zmiana P wyniesie:

0 —1,
_ _ 1
At =60, AP = { 1 = [o -+ { b (10.13)

12¥
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stad
N = 1/20)
Qraz
1 /
2
Ay = { e
+Ys
A -
P e A — T
-1—-;‘:-— P ///
// -~
i [ //
-
A emisja srednia A7
. - el
- i B -
i - R LL"
t AR
Rys. 10.4. Wykres P w funkeji czasu jest funk- Rys. 10.5. Funkcja schodkowa z rys.
<ja schodkowa. Wykres wartodci $redniej P jest 10.4 z okresem @ tak wybranym, aby
linig prosta. ,,Schodki® odpowiadaja wyrazowi prawdopodobienistwo emisji - jednej
v we wzorze (10.12) czastki w tym okresie wynosilo /2

Jedli wige przyjmiemy |/ = 1/,, sprowadzimy zagadnienie emisji do zagadnie-
nia jednostajnego wzrostu N(¢), z jednoczesnym bladzeniem przypadkowym.
Srednia kwadratu fluktuacji jest madal réwna

;;g = nlz fomamnd (1/4)]1,’ . (10.14‘)

gdzie n odpowiada calkowitemu czasowi ¢ = nfl. W czasie ¢ érednia wartoéé
P wyniesie
= 1 1
P —Nﬁ e n@—z—e— == (—z—)n,
skad .
Vi = (Yy)P. ~ (10.15)

W tym praypadku érednia kwadratu ﬂﬁktu‘acji jest réwna polowie Sredniej
liczby wyemitowanych czastek. Przy innych zalozeniach, odpowiadajacych
w petni przypadkowej emisji, dojdziemy do wazniejszego, bardziej zblizonego
do rzeczywistoscl zagadnienia.
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Wybierzmy bardzo maly odecinek czasu 6 i zalézmy, ze w tym czasie
nastapil wzrost ilosci wyemitowanych czastek o AP

0 z prawdopodobienstwem 1— N8,

AP :{ 1 z prawdopodobienstwem NO < 1.

Odcinek czasu 0 jest tak maty, Ze emisja dwéch lub wigcej czastek jest
nieprawdopodobna. Srednia szybkos$é emisji wynosi NN, poprzedni warunek
mozemy wiec napisaé

—NO prawdopodobienstwo (1-—N0O),

1 N8 prawdopodobieristwo N6. (10.16)

AP = N6+{

Rozdzieliliémy tutaj éredni wzrost N i fluktuacje, dochodzac w ten sposéhb
do zagadnienia bladzenia przypadkowego

Ay — { — N6 prawdopodobieﬁstwo (1-NO),

10.
1 —~Nf prawdopodobienistwo NO. (10.164)

Poniewaz jest to przypadek nieréwnych krokéw, zastosujemy wyrazenie
(10.11).

Srednia kwadratu dlugoéci kroku jest
2= Ar® = (NOR(1 — NO)-—(1—NOENO = NO(1 —N6),
stad, pﬁniewai NGO jest bardzo ma}e.,
- 2 = NO.

Korzystajac z tego wyrazenia i biorac pod uwage wyrazenie (10.11) otrzy-
mujemy wyrazenie na $redni kwadrat flukiuacji i érednig wartoéé P za okres t:

t =nf, n duze,
P = Nt = nN0,

92 = nl2 = aNO = P,

Sredni kwadrat fluktuacji dla emisji w pelni przypadkowej jest dokladnie
rowny éredniej liczbie wyemitowanych czastek.
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10.4. RUCHY BROWNA

Rozwazajac ruchy Browna bedziemy sie wzorowaé na ujeciu H. A. Lo-
rentza®*, Na wstepie podamy kilka stalych:

k= 1,38+ 10718 ergéw/czastke. K,
kT == 4,14 - 107 ergow/caastke ~ 1/40 eV,
przy 1= 300°K ~ 27°C.

Rozwazmy czastke umieszczona w odrodku o wspélrzednych pokazanych
na rys. 10.6. Bedziemy rozpatrywaé jej ruch wylacznie w kierunku osi =.
Poniewaz ruch czastki jest przypadkowy,

wiec jej ruch w kierunku x jest nieza-

i
| . . . .
’ ; leiny od ruchu w kierunku y i 2. Jezeli
i wprowadzimy wspétezynnik tarcia lepkie-
V/ E X~ go w, to réwnanie ruchu czastki o masie m
P - mozna bedzie zapisaé
z ' dv
Y : Fx = m""“ﬁ"“ -+ W, (1017)
{

Rys. 10.6. Wspohzedne xy i =z . - . “ g
coastki umieszezonej w lepkim 0. gdzie F, oznacza przypadkowa sile dzialaja-

rodku ca na czastke. F, musi by¢ sila przypad-
kowg, poniewaz w kazdym rozsadnie ma-
tym przedziale czasu ma miejsce bardzo duza liczba zderzenn pomiedzy
czastka a czasteczkami cieczy.
Wezmy teraz przedzial czasu 7 na tyle maly, aby zmiana predkodci czastki
Av byla znikoma, 1 obliczmy callowity poped, jaki dziala na nasza czastke
w tym czasie:

X = [F,d. (10.18)
0

Predkosé czastki dla ¢ = 0 jest réwna v,, dla ¢t = v za$ wynosi v, po
scalkowaniu réwnania (10.17) przy granicach calkowania 0, T mamy

m{vy —vg) +wvyT = X. (10.19)

* H. A. Lomentz, Les théories statistiques en thermodynamique, Leipzig 1916,
Teubner, str. 49; G, L. pE Haas-Lorentz, Die Brownsche Bewegung, Braunschweig
1913, Vieweg.
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Grupujac wyrazy olrzymujemy
mvy = vy(m—wt)+X. (10.20)
Poniewaz sita F,, jest calkowicie przypadkowa, mozemy przypuszczaé, ze
X=0 (10.21)

musimy jednakze uwzglednié fakt, ze X2 jest rézne od zera. Podnieémy
wzér (10.20) do kwadratu:
, 2.2 bt -
ﬁ%:ﬂ%(l _2we | W ) + S+ ZX”O-(l w%’i) (10.22)

m m m? m

poniewaz 7 jest bardzo male, mamy

9.9
WAt 2wt
=4 .

m? m

Jedli teraz uérednimy wzér (10.22) i uwzglednimy, ze X jest réwne zeru,
wowezas bedziemy mogli znalesé wartodé érednia o5 :

3 3 2wt X2
vf = v%(l — ) + = (10.23)
m m
7 uwagi na to, ze nasz uklad (czastka+-ciecz) ma pewna temperature T,
jest dla niego stuszna zalezno8¢ wynikajaca z teorii kinetycznej

*_ 1ymo® = 1ok T.
Datego mamy

3 =

kT

m

. (10.24)

Stel
She

Po podstawieniu wzoru (10.24) do (10.23) otrzymujemy wyrazenie na X2 :
X2 = 2wtkT. (10.25)

Widzimy wiec, ze $rednia kwadratowa impulsu sily jest rézna od zera.
Sprowadzajac wzér (10.23) do postaci

1 = 1 — 2t X2
—2~mvl-—-2mvo(lm - )—|~2m,_

mozemy zauwazyé, ze (Yo)mvy(2wr/m) przedstawia strate energii kinetycznej
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czastki, wywolana ruchem w lepkim oérodku, a X2/2m odpowiada energii
kompensujacej, jaka czastka uzyskuje na skutek przypadkowych zderzen
7 czasteczkami cieczy. W ten sposéb obserwujemy podwdina wymiane energii:

energia kinetyczna czastki — ruch czasteczek cieczy.
ruch czasteczek cieczy —> energia kinetyczna czastki.

Dalej mozemy zauwazy¢, ze jezeli tarcie lepkie jest duze, to energia kom-
pensujaca jest takze duza. Duze tarcie lepkie oznacza silne sprzezenia miedzy
czastka a otaczajacym ja lepkim osrodkiem, a wiec réwniez i silne zderzenia,
ktérym odpowiadaja duze przypadkowe impulsy X. Praca wykonywana przez
sily przypadkowe ma Zrédlo w energii ruchu cieplnego i na skutek tarcia
znowu zamienia sie na cieplo.

Aby otrzymaé éredniokwadratowe przesuniecie czastki, wprowadzimy
pewne uproszczenia. Zalozymy mianowicie, ze dla ¢ = 0 jest vy, =0, dla
t = 1 zaé v = v, oraz ze po czasie T na czastke nie dzialaja zadne sily.
To ostatnie zalozenie oznacza, ze wydzielamy jedno ze zderzen i traktujemy
je jako zdarzenie odosobnione. Zatem po czasie T predkodé czastki maleje
zgodnie ze wzorem

v = v, ™, ~ (10.26)

Po scalkowaniu obliczymy x:

o0 o0
vy
xzfvdtmfulfe“w’/mdt=w—"}—~[e““w”m]$0.
w .
T T

Poniewaz 7 jest male, mozemy zamiast przedziatlu 7, oo przyjaé przedziat 0,
oo, skad przy vy = 0 ze wzoru (10.20) otrzymujemy
X .
PR S (10.27)

w K77,

Wielkogéé x oznacza przesuniecie czastki wynikajace z impulsu X dzialajacego
w czasie 7. Jest to pewien rodzaj bladzenia przypadkowego, poniewaz X = 0
i dlatego réwniez x = 0. Jednakze X2 3£ 0, podnoszac do kwadratu i uére-

dniajac réwnanie (10.27) mamy

22 = Xafu?. (10.28.
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Z. podstawienia wzoru (10,25) do ostalniego mamy

w

Dla duzego przedzialu czasu ¢, zawierajacego wiele malych przedzialéw 7,
kwadraty przesunied sumuja sie i
—  2kTe

2 _
A= (10.30)

Wynik ten mozemy sprawdzié na drodze dos$wiadezalnej, obserwujac polo-
zenie czgstek koloidalnych w zawiesinie jako funkcje czasu.

10.5. POBUDZENIE CIEPLNE, W OBWODZIE ELEKTRYCZNYM

Zajmiemy sie obecnie zagadnieniem pddobnym do ruch6w Browna —-
przypadkowym przeplywem ladunkéw w obwodzie elektrycznym. Rozpa-
trzmy obwéd elektryezny pokazany na rys. 10.7. Obwad ten skiada sig z induk-

L R
e Y Y Y Y .

PN

Rys. 10.7. Obwéd rozpatrywany przy analizie szuméw cieplnych. Indukeyjnoéé, opornogé
1 amperomierz sa polaczone szeregowo i utrzymywane w temperaturze T

cyjnosci, oporu i amperomierza shuzacego do mierzenia pradu. Wszystkie
te elementy maja pewng temperature 7. Poniewaz obwéd ma jeden stopien
swobody, wiec '

Ep = 1kT =112, (10.31
2

Prad fluktuuje przypadkowo, i = 0. Jedli napiszemy réwnanie przeplywu
pradu
di

L—+Ri=F, (10.32)
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gdzie F oznacza przypadkowa sile elektromotoryczna (sem.}) w obwodzie,
latwo mogzemy zauwazyé, ze réwnanie to jest identyczne z réwnaniem ruchu
(10.17) czastki wykonujace] ruchy Browna. Ponadto mechanizm wymiany
energii jest takze podobny.

Elektron oddaje swoja energie kinetyczna czasteczkom opornika, a zderze-

Fg

Fs

"

Fy

Rys. 10.8. Sita przypadkowa jest funkcja schodkowa, stala w kazdym przedziale czasu

(n“_]-)ea n@

nia czasteczek dostarczaja energii elektronowi. Kompensacja tej straty jest tu
okreglona przez éredni kwadrat popedu elektromotoryeznego™ 1 otrzymujemy

zwiazek podobny do (10.25)
X2 = 2R7kT. (10.33)

Fadunek g zajmuje miejsce przesuniecia %, wobec czego stuszny jest wzdr

podobny do (10.30):

~  2kT
——t.

¢ = (10.34)

Mamy wiec dwa zrédia szumu w uktadach elektronicznych: szum cieplny
wywolany pobudzeniem termicznym i fluktuacjami fadunku w takich ele-
mentach obwodéw jak oporniki i szum wywolany efektem érutowym w lam-
pach. W nastepnym rozdziale zajmiemy sie widmem czestotliwosel szumu
cieplnego.

* Popedem elektromotorycznym analogicznie do wzoru (10.18) nazywamy tu calke
T
X = [F)ds,
0

gdzie F(t) — sila elektromotoryczna. (Przyp. thum.).
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Mozemy réwniez skonstruowaé model bardziej doktadny, uwzgledniajacy
wzrost w czasie wartoéci éredniokwadratowego popedu w przypadku ruchéw
Browna lub popedu elektromotorycznego w obwodzie elektrycznym. Prayj-
mijmy, ze sila zmienia sig w czasie w sposéb przypadkowy, tak jak to pokazano
na rys. 10.8, i Ze jest ona stala w kazdym odeinku czasu 0 (0 — bardzo male,
7 = nf). Poniewaz sita ma charakter przypadkowy, nie wystepuje zadna
korelacja i

f;}?;m:.o, 1 £k, }

—_— (10.35)
F# = F2-£0, '
Obliczamy
t==1=nb
X= [ Fdt= O(Fy+Fy+...+-F)
t=0
oraz

X2 = PP+ Fi+ .. .- F2 L F2 L 2F | F, 1 9F F +.). 10.36)
n nt 1 1+ 3 .

Po udrednieniu otrzymujemy wyrazenie
X2 = FLFIL ).

Poniewaz wartoéci érednie iloczynéw sa réwne zero (wzér (10.35)), otrzymu-
jemy -

X2 = nb2Fe, (10.37)

natomiast po podstawieniu t = nf

X2 = 7(F20). (10.38)

Jak wykazaliémy, wartoéé éredniokwadratowa popedu lub popedu elektro-
motorycznego jest proporcjonalna do czésu. Jest to zgodne ze wzorami
(10.25) i (10.33) i wyjasnia mechanizm wzrostu tych wielkodci.
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DODATEK DO ROZDZIALU 10

W rozdziale 10.2 rozwazaliémy zagadnienie bladzenia przypadkowego
i obliczyliémy prawdopodobienstwo 7, , osiagniecia punktu m po n krokach
(wzér (10.3)): |

n!

Ty, m =
" n--m !

22’2

Zastanéwmy sie obecnie, co sig stanie, jesli liczba krokow bedzie bardzo
duza, podczas gdy m pozostanie ograniczone. Korzystajac ze wzoru Stirlinga
po prostych przeksztalceniach otrzymaniy

n! — (—Zm) Vorn, n3>1,

. n V2mn B
nsm (n-—}-m)(n-f"m)!z(n_m)(n--m}m ntm n—m ==
2m
2 2
o 2fn 1
o 2__ 2} (r-m) /2 ’ n—m 2 *
Vo — %) (1+_@) (1__12?;_>
n n

Wyrazy w mianowniku zachowuja sie jak (l—{—s)”g, tzn. dla bardzo malych ¢
daza do e. Sprébujemy jednak znalezé lepsze przyblizenie. Skorzystamy

v, Tozwinlecla

1 1 2 € o
e _ e —_—— = j = aae
In (1-¢) : In (1+¢) 8(8 5 +) 1 5 T aees

skad
(1+8)1/S i el—ne,‘2;

daje to przy & = m/n,

m " m+_’f’i : 1 " m+~rfi ﬁ.{.ﬁ-{"
1«‘___,_)711]2 2n_>l\e 211}2 2"3:62 an :
n

podobnie
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1 ostatecznie mamy

2 VT; 2 e —m2/2n’

e Sl L
I/2Tc(n2 —m?) V2xn

%n’m —

co odpowiada rozkladowi prawdopodobienstwa typu gaussowskiego. Musimy
pamietaé, ze m i n sa réwnoczednie parzyste lub nieparzyste. Dla daﬁego n
odleglo$é pomiedzy kolejnymi punktami wynosi Am = 2 (rys. 10.3). Dla
przykladu weimy przypadek, kiedy n i m sa parzyste |

n=2h, m=2y, Ay=1, h>y.

Mozemy pominaé wyrazy z m? w mianowniku Tm 1 Napisaé

e—Vh,

%ha y =
h

Poréwnujac ten wynik ze standardowym zapisem rozkladu normalnego

P ngo‘ emyefzaa, 5;"@" :.0.2,
T
gdzie o oznacza odchylenie standardowe, olrzymujemy

ho o=

o2 2“2““,

Odpowiada to ogélnemu zwigzkowi (10.7).
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. SZUM CIEPLNY W OBWODACH ELEKTRYCZNYCH.
y  WZOR NYQUISTA

11.1. MODEL Z IMPULSAMI PRZYPADKOWYMI

Niektére wyniki, uzyskane w poprzednim rozdziale, wykorzystamy teraz
do wyprowadzenia wzoru Nyquista, okreélajacego rozklad czestotliwosei
widma szumu wynikajacego z przypadkowej, termicznej sem®. (1) Przy-
pomnijmy (wynika to ze wzoréw (10.33) 1 (10.38), ze wartosé dredniokwadra-

towa popedu elektromotoryeznego X = f Fdi, obliczohego za okres czasu
| i
T, jest réwna
X2 = 2RkETT, (11.1)
Xz = 7(0F?). (11.2)

Wyrazenie (11.2) otrzymalismy przyjmujac model przypadkowych impulsow
sem., statych w malym przedziale czasu 0 takim, Ze

7 = nf.
Yaczac wzory (11.1) i (11.2) otrzymujemy
F26 = 2RkT. (11.3)

Mimo ze w naszym modelu mamy do czynienia z przypadkowym ciagiem
impulséw prostokatnych, widmo mocy tego ciagu bedzie sie pokrywaé z wid-

# J. L. Lawson, G. E. Unrenseck, Threshold Signals, New York 1950, Radiation
Laboratory, Series 24, Mc Graw-Hill.
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mem pojedynczego impulsu pfostokatnego, poniewaz przy impulsach poja-
wiajgcych sig przypadkowo (bez korelacji) sumuje sie kwadraty amplitud
skladowych harmonicznych.

Widmo pojedynczego impulsu sem. o wysokodci F oraz czasie trwania 6
jest okreslone przez wzory (8.23) i (8.25):

+00 +o0 |
) = f C(v) cos 2 vt dy = [ 2C(v) cos 2 wvt d, (11.4)
V== 00 ¥=0
gdzie
Co) = Fo (Eig’g ) , (11.5)

0 jest czasem trwania impulsu, natomiast nominalna szerokodé pasma wynosi

1/6 (rozdz. 8.4):

L
6 »

Z duzym przyblizeniem za widmo czestotliwodel impulsu prostokatnego

Ay = 2up = — V<Y <+, Y] m——— (116)

20 °

o wysokogdci FI czasie trwania 6 mozna uwazad prostokat o podstawie — VY
+vr 1 wysokosei

C(v) = FO. (11.7)
Jesli nie chcemy wprowadzaé czestotliwodci ujemnych, mozemy wziaé:
1 .
O<v<wpr, wpr = 57 (11.8)
i podwoié¢ amplitude widma (jak we wzorze (11.4)):
C'(v) = 2C(v) = 2F9. (11.9)

Rozwazymy obecnie ciag impulséw sem. o czasie trwania 0 1 wartodel érednio-
kwadratowej F2. Wartogé éredniokwadratowa sem. F, zgodnie ze wzorem
(11.3) jest réwna

E? =F2 2RkT—é—. (11.10)

PokazaliSmy réwnies, ze wartodé ta jest w przyblizeniu stals w pasmie
0 <v <wyp. Mamy wiec

E? = 4RkTv,, (11.11)
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przy prawie stale] amplitudzie w pasmie od 0 do ¥ Dla mniejszego przedziatu
czestotliwoéei Aw, tzn. od ¥ do v A, warto$é te musimy zredukowaé do war-
tosci:

o = 4RET A». (11.12)

Jest to wlasnie wzoér Nyquista™.

11.2. METODA NYQUISTA

Zajmiemy sie obecnie metoda wyprowadzenia wzoru (11.12) podana
przez Nyquista. Na wstepie skonstruujmy obwod umozliwiajacy przesylanie
sygnalow o szerokim pasmie czestotliwodci, taki jak np. linia diuga (rys. 11.1).
Niech nasza linia ma dlugoéé [ i impedancje charakterystyczna Z. Zakonczmy
ja opornikami Ry i Ry, spelniajacymi warunek Ry = Ry = Z. Caly obwdd
bedziemy utrzymywaé w temperaturze 1. Kazdy z opornikéw jest Zrodiem

[ \ -

Rys. 11.1. Linia diuga o dlugoéei [ zakohczona opornikami Ry i Ry oraz przelacznikami do
zwierania opornikéw

termicznej sem., kiéra jest przekazywana od R; i absorbowana przez R
oraz odwrotnie. Przesylane sygnaly zajmuja szerokie pasmo czestotliwoscl.

Jezeli zostanie osiagnieta réwnowaga termiczna, zwieramy oba konce
linii i poniewaz réwnowaga cieplna musi sie utrzymywaé, sygnaly biegnace

* Niektére prace zrédlowe:

P. W. BripeMaN, Note on the Principle of Detailed Balancing, Phys. Rev. 31 (1928),
str. 101.

J. B. Jounson, ibidem, 29 (1927), str. 367; 32 (1928), str. 97.

H. Nyquist, ibidem, 32 (1928), str. 110.

J. BERNAMONT, Fluctuations de potential aux bornes d’un conducteur metallique,
Ann. phys. [11}, 7 (1937).

M. ‘Courtings, Les fluctuations dans les appareils de mesures, en: Congr. intern,
d’électricité, vol. 2, Paris 1932, ‘
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w linii nie beda diuzej absorbowane (ani tez nie beda emitowane nowe),
lecz po prostu beda ulegaé odbiciu od koncéw linii. W warunkach réwnowagi
sygnaly tworza w zwartej na koficu linii fale stojace z weztami na koricach
linii (rys. 11.2). Sa to fale o czestotliwoéciach wlasnych okreélonych wzorem

nh _

5= (11.13)

gdzie kazdemu n odpowiada jedna czestotliwoéé wlasna, tzn. jeden stopien
swobody linii.

Poniewaz dla kazdej czestotliwoéci wlasnej linie dluga mozemy traktowaéd
jako oscylator harmoniczny, energia érednia dla kazdej czestotliwodei wlasnej

« . [ . -

Rys. 11.2. Fale stojace w linii przy zwartych opornikach

(stopnia swobody) musi byé suma energii potencjalnej i kinetycznej. Ze wzgle-
du zas na fakt, ze kazda z nich jest réwna (Y,)£ T, na stopiei swobody przypada
frednia energia k7.

Aby obliczyé energiec w linii dla przedziatu czestotliwosci Av, musimy
znaé¢ Hezbe stopni swobody Arn odpowiadajaca temu przedziatowi. Ze wzoru
(11.13) mamy

2l

no= ol (11.14)
A ¢

poniewaz A == ¢fv, gdzie ¢ jest predkogcia fali. Stad

Am =2 py (11.15)

C

jest liczba stopni swobody w przedziale czestotliwodci Av. Calkowita energia
srednia w zwartej na korcach linii w przedziale Ay wynosi

T, = AnkT — —%C_Z-Ava . (11.16)

13 - Nauka a teoria informacji
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Energia ta zostala dostarczona na poczatku przez dwa jednakowe oporniki
R; i Ry. Stad calkowita energia w pasmie czestotliwodei Av, dostarczona
przez kazdy z opornikéw, wynosi (Le)kT Aw. ‘

Aby otrzymaé warto$é sem. generowanej

w kazdym oporniku, obliczmy $rednia moc P,
R H Z=p, tzn. energie na jednostke czasu

5 (kT A

~ U

poniewaz [fc jest czasem przejscia sygnatu od R;

Rys. 11.3. Opornik Ry i im-

. . . Srednia moe generowana w kazdym opor-
pedancja charakterystyczna li- do RII Sred g kazdy po

nii Z= Ry zstepujaca te niku i wysylana w lini¢ jest wigc rowna:

Jmie P = kT Aw. (11.17)
Jednakze kazdy opornik jako #rédlo termicznej sity elektromoteryéznej
pracuje na obciaZenie 2R (rys. -11.3).- opornoéé R plus impedancja charak-
terystyczna Z = R linii. Mamy wige

e, = 2Ri,
i ¢rednia moe wydzielana w Z wynosi
P=RB = (11.18)
skad, zgodnie ze wzorem (11.17)
© LT A (11.19)
4R
tub
2 = 4kTR Av. (11.20)

Jest to wyrazenie otrzymane juz poprzednio.

11.3. WNIOSKI I PRZYKELADY ZASTOSOWANIA

Dla skontrolowania wyprowadzonego wzoru zastosujemy go do szerego-
wego obwodu L,R,C i obliczymy wartos¢ sredniokwadratowa pradu wywola-
nego termiczna sem. Obwoéd ten jest pokazany na rys. 11.4, Poniewaz ter-
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miczna sem. jest okreslona wzorem (11.20) lub (11.22), mamy

5 6% ;%
02 = g = - (L T w = 2. (11.21)
e o
Jezeli podstawimy :
wy = 2mv, = 1V LC, - (11.22)
1 skorzystamy ze wzoru (11.20), wyrazenie (11.21) przyjmie postaé
3 ARET A
2 — RET Ao . (11.23)
R‘a‘-+m1:2(w — i’i)
w
S o
)
C

Rys. 11.4. Opornosé R, indukcyjnosé L oraz pojemnoés C polaczone szeregowo iworza
oscylator harmoniczny. Szum jest generowany w opornoéci

Wprowadzajac pojecie dobroci obwodu

ol
Oy = "“Z%“““ (11.24)
otrzymamy .
= 2 kT O Aw
s __ 0
b= T IE (11.25)
L )

Energia kinetyczna dla czestotliwoécei » jest réwna

Ep =Y L% (11.26)
Calkowita energie kinetyczna otrzymamy sumujac E, po wszystkich czesto- |
tliwodciach od » = 0 do » = oco; sume te mozemy zastapi¢ catka

oo

_ o 3 _ - o (11.27
Ep Ez«,k E 5 Li nwﬂn/:{ Q%( 2)2 (11.27)
2

Wo
0
Wy

134
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Nietrudno jest obliczy¢ te caltke i pokazaé, ze™

o0
Yo de R (11.28)
W, 2 ( w3 ) 2
o0 1-+-—5lo——
0 ey

skad calkowita (Srednia) energia kinetyczna jest réowna
Ey = YkT. (11.29)

Istnieje réwniez energia potenc jalna, odpowiadajaca tadunkom kondensatora,
ktérej warto$é érednia jest rowna 1.kT, a wige ostatecznie calkowita energia
érednia wynosi

E= E+E,=FkT, (11.30)
co jest dobrze zmanym wynikiem dla niskoczestotliwogciowego oscylatora

harmonicznego.

11.4. UOGOLNIENIE WZORU NYQUISTA

Wzér Nyquista wyprowadziliémy dla przypadku obwodu elektrycznego
z opornogcia R. Szum jest generowany tylko w opornoéci, gdzie istnieje sprze-
senie pomiedzy pradem elektrycznym i ruchem cieplnym czasteczek w mate-
viale przewodzacym. Nie ma takiego sprzeZenia w indukeyjnoéel ani w pojem-
nodci i w zwiazku z tym nie wprowadzajg one zadnych dodatkowyeh szumow.

* Podstawiajac @ = s i rozbijajac przedzial catkowania na dwa: od0doliodldo o

mamy
1 o0 o0
ds ds ds/s®4-ds
o f ot T f Traesir @ f TG
0 1 1
[o.0)
: dx 1o
== Qo [ W1‘+sz2 = '""5"5
0

gdzie x = s—1/s3 =0 dla s=11ix= codlas= oo
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W impedancji

Z = R+iX (11.31)

tylko skladowa R wprowadza szumy.

Zamiast obwodu elektrycznego mozemy rozwaza¢ uklad mechaniczny
z larciem lepkim. Korzystalidmy juz z analogii drgan mechanicznych i elek-
trycznych w rozdz. 10.5; mozemy z niego skorzystaé réwniez w przypadku
wzoru Nyquista. Podsumowujac wyniki rozdz. 10 (réwnania (10.18), (10.25),
(10.30), (10.33) oraz (10.34)) 1 rozdzialu omawianego obecnie, mozemy
podaé ogblne wyrazenie na szum w dowolnym ukfadzie z tlumieniem R:

X2 = 2RET, (11.32)
gdzie X jest popedem w czasie f;

A2 o g, 11.33

X = (11.33)
gdzie w Jest przesunieciem za okres ¢ w przypadku swobodnych ruchéw
Browna;

Ep =Y kT (11.34)
jest energia kinetyczna przypadajaca na stopien swobody; wreszcie

2= 4RETy (11.35)

jest wartogcig éredniokwadratowy sit z ezestotliwodeiami z przedziatu pomiedzy
v oraz v--Awp. '

Waezystkie te wyrazenia maja szevokie zastosowanie przy niskich czesto-
tliwodciach. De Haas-Lorentz rozpatrzyla szereg przykladéw zastosowania
wzorow (11.32), (11.33) 1 (11.34)*. Uogélnienie wzoru (11.35) na szereg za-
gadnief nieelektrycznych dokladnie rozwazat Callen.™* Wykazal on catkowita
uniwersalnodé tego wyrazenia. Rozwazal on takze zagadnienia z réinego

* H. A. Lorentz, Les théories statistiques en thermodynamique, Leipzig 1916,
Teubner. '

G. L. pE Haas-LorEntz, Die Brownsche Bewegung, Braunschweig 1931, Vieweg.

** H. B. CaLLEN, Ph. D. thesis, M.1.T., 1948.

R. F. Greene i H. B. CarreN, Phys. Rev. 83 (1951), str. 1231.

H. B. Carzen i T. A. WELTON, ibidem 83 (1951), str. 34.

H. B. Carren i R. F. Greeng, ibidem 86 (1952), str. 702. ;
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typu warunkami ograniczajacymi. Uzyskane wyniki sa waznym wynikiem
zastosowania termodynamiki do analizy proceséw nieodwracalnych.®

Sytuacja zmienia sie w sposéb zasadniczy, kiedy mamy do czynienia z wy-
sokimi czestotliwodciami. Przede wszystkim musimy zdaé sobie sprawe
z wplywu pojawiajacych sie w takim przypadku wielu nowych stopni swobody.
Na przyklad w obwodzie elekirycznym wystapia drgania o wyzszych czesto-
tliwosciach, okrelonych przez parametry roztozone (indukcyjnoéé i pojem-
noéé), wzbudzone fluktuacjami cieplnymi, w ukladzie mechanicznym beda
natomiast wzbudzane réine rodzaje drgan poprzecznych. Istnieja précz tego
ograniczenia kwantowe. Nasza poprzednia teoria moze wiec byé stosowana
tylko dla niskich czestotliwoéci, kiedy spelniony jest warunek

hy <k, (11.36)

gdzie h jest stala Plancka. Jak wiadomo, dla wyzszych czestotliwoédel wyraze-
nie (11.34) nie jest spelnione i érednia energia oscylatora » jest wéwezas réwna

hy

=

zamiast k7. Inne wyrazenia powinny byé réwniez odpowiednio skorygo-
wane.

Podloze fizyczne omawianych zjawisk jest jasne: opor lepki oznacza sprze-
zenie pomiedzy pewnym ruchem a ruchami termicznymi. Sprzezenie to powo-
duje tlumienie ruchu i zamiane energii o wyzszym stopniu jakosci (jaka jest
energia mechaniczna) na niskojakoéciowe cieplo. Ta wymiana energii nie moze
jednak przebiegaé wiecznie, poniewaz doprowadzitoby to uklad do stanu zu-
pelnego spoczynku, wiemy za$, ze w temperaturze T musi istnieé¢ w ukladzie
pewien rodzaj ruchéw Browna. Dlatego ten sam mechanizm sprzezenia, ktéry
wywoluje thumienie, musi takze tworzyé przypadkowe sily, dzialajace w ukla-
dzie 1 utrzymujace go w ruchu cieplnym. Rozumowanie to bylo podstawa
przy wyprowadzaniu wyrazenia (11.32) lub (11.35).

Wyjasnienie ruchéw Browna czastki w wodzie jest bardzo proste: zderze-
nia czgstki z czasteczkami wody sa przyczyna tarcia lepkiego. Przypadkowe zde-

* L. Onsacer, Phys. Rev. 37 (1931), str. 405; 38 (1931), str. 2265.
H. B. G. Casimir, Revs. Modern Phys. 17 (1945), str. 343.

S. R. De Groot, Thermodynamics of Irreversible Processes, Amsterdam 1951, North
Holland.
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rzenia czasteczek wody z czastka wywoluja przypadkowe sily utrzymujace ja
w ruchu cieplnym. We wszystkich innych mozliwych przypadkach sytuacja
jest analogiczna.

11.5. POBUDZENIE CIEPLNE W OBWODZIE
Z PROSTOWNIKIEM*

Przyjmijmy, ze prostownik polaczono szeregowo z opornoécia R i reak-
tancja X, jak na rys. 11.5. Opornoéé R (a takze opornoéé prostownika) be-
dzie wytwarzaé w obwodzie przypadkowa sem. wywolana pobudzeniem ciepl-
nym. Prostownik nie moze prostowaé pradu wywolanego przypadkowa sem.,

Y

iy é

Rys. 11.5. Opornoé¢ R, reaktancja X oraz  Rys. 11.6. Charakterystyka napigciowo-pra-
prostownik AB polaczone szeregowo. Szum  dowa prostownika

jest generowany w opornosci. Pojawia sig
wyprostowane napiecie, lecz brak jest wypro-
stowanego pradu

poniewaz wyprostowany prad mogtby wykonywaé prace, co jest niezgodne
z druga zasada termodynamiki.

Na rysunku 11.6 pokazano charakterystyke prostownika. Poniewaz
krzywa ta roénie szybciej po prawej stronie osi ¢ niz po lewej, mozemy wnios-
kowaé, ze fluktuacje w lewo musza byé wieksze niz w prawo. W przeciwnym
przypadku érednia warto$é pradu nie réwnalaby sie zeru i poplynatby wy-
prostowany prad. Moze jednak powstaé wyprostowane napiecie i jego wartosé
chcemy wiaénie obliczyé., W tym celu rozwiimy przypadkowa sem. (genero-
wana w danej chwili w R oraz w opornosci prostownika r} w zespolony szereg

* L. BriLrouln, Phys. Rev. 78 (1950), str. 627.
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Fouriera:
=G 2P (11.38)
Poniewaz @, sa wykladniczymi funkcjami zespolonymi, mamy
p,=0 | (11.39)
dla wszystkich », oraz |
‘; = Po- (11.40)

Jezeli usunaé prostownik z obwodu, wéwezas @ = 0. Chcemy obliczyé war-
to$é @, tj. frednia staly warto$é sem. wywolang obecnodcia prostownika.

Termiczna sem. wywoluje przypadkowy prad, ktéry takze mozna rozwingé
“w szereg Fouriera:

i= %, (11.41)

W rozwinieciu brakuje wyrazu iy, poniewaz w obwodzie nie plynie wyprosto-
0

wany prad. Jak poprzednio, wyrazy i, sa funkcjami wykladniczymi zespolo-

nymi i ich wartodel érednie sg réwne zeru:

i =0 dla wszystkich », skad =0, (11.42)
Spadek potencjatu na prostowniku wynosi
V- Vg = f=rit+bii* =
=1 >0, +b[Dii, -+ D) D i,i,% (11.43)

vouEY

poniewaz przypadkowe prady sa tak male, ze prostownik pracuje na poczatko-
wej czesdel charakterystyki, ktéra mozemy aproksymowaé parabola. Usred-
niajac wzor (11.43) mamy

f=0b2i% (11.44)
poniewaz iloczyny ¥ sg zespolonymi funkcjami wykladniczymi o wykladni-

kach réinych od zera.

Wrykorzystujac teraz réwnanie znane z teorii obwodéw, mamy

¢ =@+ 2 9, = R 20,47 D X,i,+f, (11.45)
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gdzie J == V' —1. Po uérednieniu olrzymamy
p=go=7=bXii* (11.46)
Aby znalezé wyrazenie na ¢y, ponownie korzystamy ze wzoru (11.45) i po-
rownujemy wyrazy o tych samych wskaznikach:
¢, = (RAr-+jX,)i,. (11.47)

Wryraz ri, zalezy od f (wzor (11.43)). lloczyny i,i,* (usv), takze zalezne od
[, odrzucimy, poniewaz sg one proporcjonalne do kwadratéw matych pradéw
i przez to sa hardzo male w poréwnaniu z 7,. Ze wzoru (11.47) otrzymujemy

— PPy
Lply =— (R+T)2+X§ (11.4‘8)

Aby obliczyé @,*, mozemy skorzystaé¢ ze wzoru (11.20), poniewaz tylko

opornosci w obwodzie generuja przypadkowa sem.:

@, = AR+n)kTA. (11.49)
Ostatecznie wyprostowana przez prostownik sem. wynosi
Ay
By = HT(R+1) Y. (ETESeE (11.50)

v

Jesli sume w tym wyrazeniu zastapimy przez calke 1 przyjmiemy indukeyjny
charakter reaktancji, tzn. X = 2mly, latwo otrzymamy

g0 = bETIL. (11.51)

Przypomnijmy na zakoriczenie, ze w obwodzie nie ma wyprostowanego
pradu, natomiast wyprostowane napigeie jest réwne spadkowi potencjalu
na prostowniku, tak Ze praca nie moze by¢ wykonywana. Zastosowanie poka-
zane] metody w szczegblnych przypadkach zawsze jest zwigzane z taka cal-
kowita kompensacja stalego napiecia éredniego. Jest ona przykladem bardziej
ogolne] metody skladnikowego réwnowazenia, rozwazanej przez Bridgmana®.

* P. W. Bripoman, Phys. Rev., 31 (1928), str. 101.
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ZASADA NEGENTROPII

+12,1. ZWIAZEK POMIEDZY INFORMACJA A ENTROPIA

Definicje iloéci informacji oparta na rozwazaniach statystycznych poda-
liémy w rozdziale pierwszym. Rozpatrywali$my tam sytuacje, w kiérej mamy
pierwotnie P, stanéw lub mozliwoéci o réwnych prawdopodobienstwach
a priori. W celu zmmiejszenia liczby wchodzacych w gre stan6w czy mozli-
wosci do P; wymagana jest iloéé informacji I, ktéra okresla logarytm sto-

csunku Py/P; (wzor (1.6)):

sytuacja koncowa: [} =0, P; mozliwosci,

gdzie

[, = KIn(Py[P,).

W jednostkach termodynamiki K = k = stala Boltzmanna.

Podzielimy obecnie informacje na dwie klasy:

(1) Informacja swobodna, ktéra pojawia si¢ w sytuacji, kiedy mozliwosci
uwazamy za abstrakeyjne i nie przypisujemy im zadnego znaczenia fizycznego.
Tlosé informacji swobodnej bedziemy oznaczali symbolem 1.

(2) Informacja zwigzgna wystapi w sytuacji, kiedy mozliwodci moga byé
interpretowane jako mikrostany pewnego ukladu fizycznego. Ilosé informacji
zwigzanej bedziemy oznaczali symbolem .

Podzial ten wprowadziliémy z nastepujacych wzgledow: Cheemy obecnie
rozwazy¢ zwiazek pomiedzy ilogcig informacji i entropia (a takze jej ujemna
wartodcia — negentropia), przy czym terminu ,entropia®™ bedziemy uzywaé
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tylko w zwyklym, termodynamicznym znaczeniu. Dlatego przyjmiemy dalej,
ze tylko ilo$¢ informacji dotyczacej zjawisk fizycznych, tzn. ilodé informacji
zwiazanej moze byé powiazana pewnymi zalesnodciami z entropia.

Aby wyprowadzi¢ zaleimoéé pomiedzy ilodeia informacii zwigzanej 1 entro-
pia, przyjmiemy, ze réwnoprawdopodobne mozliwogci odpowiadajg mikro-
stanom Plancka pewnego ukladu fizycznego (np. zbiorowiska czastek). Mamy
Zatem

, Ho$é¢ informacii Liczba .
Sytuacja . . o Entropia
Zwigzane] mikrostandw
(12.2)
poczatkowa Iy =0 P, Se = kInP,
koncowa 1,140 P, <P, Sy = kInP,

Jest sprawa oczywista, ze uklad fizyczny w przyjetym schemacie nie jest izo-
lowany. Dostarczana informacj¥*7iniejsza liczhe mikrostanéw i entropia
ukladu maleje. Informacja ta musi byé dostarczona przez jaki$ czynnik ze-
wnetrzny, ktérego entropia roénie. Zwiazek pomiedzy ubytkiem entropii
naszego ukladu i wymagana do tego celu ilogcia informacji, po uwzglednieniu
wzoru (12.1), jest oczywisty:

Iy = kInPy—InP,) = S, S, (12.3)
Iub
Sy = Sy—1,. (12.3a)

Iloé¢ informacji zwigzanej pojawia sie jako ujemny wyraz w callowitej entropii
ukiadu fizycznego; stad mozemy powiedzieé, Ze

ilos¢ informacji zwiqzanej = ubytek entropii S =
= wzrost negentropit N, (12.4)

gdzie negentropie NV definiujemy jako entropi¢ ze znakiem ujemnym. Stwier-
dzenie to nazwiemy negentropijng zasadaq informacji. Dalej rozwazymy szereg
przykladéw ilustrujacych te zaleznodé i wykazemy, w jaki sposéb informacja
moze przechodzié w negentropie i odwrotnie. |

W przypadku informacji swobodnej nie nalezy méwié o zaleznosci pomie-
dzy ilodcig informacji i entropia, poniewaz zwiazek pomiedzy entropia i liczba
mozliwosci okredlony jest jedynie w sytuacii, kiedy mozliwosci sa wehodza-
cymi w gre mikrostanami ukladu fizycznego.
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12.2. NEGENTROPIJNA ZASADA INFORMACJI 1 UOGOLNIENIE ZASADY
CARNOTA

W sytuacji opisanej przez wzér (12.2) entropia zmalafa na skutek oddzialy-
wania czynnika zewnetrznego. Dla ukladu izolowanego zasada Carnota moéwi,
e przy naturalnej ewolucji ukladu zachodzi

AS; =0 lub  A(Sy—1I) >0 ) (12.5)

Wzrost entropii moze byé wiec spowodowany wzrostem Sy albo —1pq lub tez
obu tych wielkoéei jednoczednie. Jesli uklad izolowany pozostawimy samemu
sobie, bedzie on w sposéb naturalny dazyl ku najbardzie] prawdopodobnej
strukturze, odpowiadajacej okreflonym przez ustalone wartoscl pewnych
makroskopowych parametrow (objetodei, energii, struktury chemicane; itd.),
warunkom fizycznym uktadu. Uktad moze by¢ zdeterminowany nawet w swo-
ich poczqthowych warunkach, odpowiadajacych pewnej entropii So- Dodat-
kowa informacja I,; w wyrazeniach (12.2) i (12.3) odpowiada wiekszemu stop-
niowi zdeterminowania. Mozemy okreélié wiele mikroskopowych parametréw,
ktérych zmian nie jesteémy w stanie dokladnie éledzié. Mozemy na przykiad
sbudowaé uklad z pewnych okreflonych ilodci zwiazkéw chemicznych, lecz
pézniej zwiazki te moga ze soba reagowaé i na skutek tego sklad chemiczny
uktadu moze sie zmieniaé w czasie, nie jestedmy zatem w sianie obserwowaé
dokfadnie tego skladu. Tego typu wstepne zdeterminowanie struktury moze
zawieraé sie albo w Sy, albo w I, i podzial calkowitego wzrostu entropii po-
miedzy te dwie skladowe moze nastreczaé wiele trudnosei.

Interesujacy jest przypadek, kiedy Sy odpowiada ogélnej strukturze po
swobodnej ewolucji uktadu izolowanego tak, ze wielkos¢ S, nie jest zdetermi-
nowana. W takim przypadku S, pozostaje stale i wzér (12.5) upraszeza sig
do

AL, <0 (12.5a)

Qraz

Ne 8  AN,<0, AN+ <0, (12.6)

a wiec AL}, <0, jeéli ukladu nie mozna zdeterminowaé w stanie poczatkowym.
Jedli wykorzystamy negentropie jako miarg jakoéci energii (rozdz. 9.2), otrzy-
mamy zasade Kelvina degradacji energii wyrazong symbolicznie przez wzor
(12.6). Dla przemian odwracalnych otrzymamy réwnosc, podczas gdy w przy-
padku przemian nieodwracalnych mamy do czynienia z nieréwnoscia.
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Fakt, ze Al; <0 (wzér (12.5a)), jest zgodny z uzyskanym juz wezeéniej
wynikiem dotyczacym informacji swobodnej, mianowicie, ze

AZ<0. (12.7)

Warunek ten otrzymalismy przy przeprowadzaniu dowodun, ze iloéé informa-
cji (swobodnej, poniewaz nie identyfikowalidmy abstrakeyjnych symboli
z mikrostanami ukladu fizycznego) osiaga maksimum dla réwnoprawdopo-
dobnych przypadkéw.

Rozdzial 12.3 poéwiecimy na rozwasenie réznych przykladéw ilustruja-
cych fakt, ze oba rodzaje informacji mozna zamienié w negentropie i ze infor-
macje, zaréwno swobodna jak i zwigzana, moina otrzymaé jedynie kosztem
negentropii jakiego$ ukladu fizycznego. Réwnanie (12.4) mozemy przepisaé
w formie reakeji odwracalnej:

I=N. (12.8)

Takie sformulowanie (jesli wlaczymy obie klasy informacji) prowadzi do uogdl-
nienia zasady Carnota™. Jesli

AL<0, AN,<0,
to
AN, +AL<0,
lub ,
A(Sl“If) = A(SOWIM‘“I}) = A(Sy—1) >0 (12.9)

w przypadkach, kiedy odgrywa role zaréwno informacja zwiazana jak i swo-
bodna. Korzystajac z pojecia negentropii zasade degradacji energii mozemy
wyrazi¢ za pomoceg nierdwnoéci

A(Ny+I) <0. (12.10)

Wielkoéé N, jest teraz negentropia pewnego ukladu fizycznego. Skiadowa
informacyjna zawiera informacje zwiazana, ktéra moze powodowaé wzrost
Ny (w przykladzie opisanym przez wzor (12.2) L, powoduje wzrost Ny do IN,),
oraz informacj¢ swobodng. Suma negentropii i iloécl informacji moze pozosta-
waé stala w przypadku przemian odwracalnych i maleje dla przemian nicod-

* L. Brivouin, J. Appl. Phys. 24 (1953), str. 1152.
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wracalnych. Podane nieréwnoéci sa sluszne jedynie dla wartosci érednich.
We wszystkich przykladach stosowania zasady Carnota istnieje mozliwosé
wystapienia przypadkowych fluktuacji.

Podamy teraz przyklad ilustrujacy role informacji swobodnej i zwigzanej.
Zacznijmy od tego, ze pewien czlowiek dysponuje informacja, ktéra tak dlugo
jest swobodna, jak dlugo pozostaje w umyéle tego cztowieka, w takiej bowiem
sytuacji nie jest ona bezpoléréd'nio zwigzana z zadnym uldadem fizycznym,
Sledzac straty informacji w czasie jej przekazywania drugiemu czlowiekowi, na
kazdym etapie bedziemy ustalaé, jakiego rodzaju informacja jest tracona,
swobodna czy zwigzana:

(1) Czlowiek dysponuje informacja swobodna.

(2) Informacje te przekazuje przyjacielowl, powiedzmy w jezyku angiel-.
skim; bedzie to juz teraz informacja zwiazana, poniewaz zostala przetransfor-
mowana w fale dZwiekowe, impulsy elektryczne lub innego rodzaju zaburzenia
fizyczne, ktére moga byé stosowane do transmisji. Przy kodowaniu, przed
transmisja, moga wystapié bledy. Bedzie to strata informacji swobodnej,
poniewaz wystepuje ona przed transformacja w zaburzenie fizyczne.

(3) Na skutek znieksztalcen i szumu cieplnego w systemie telekomunika-
cyjnym moga wystapié¢ dalsze straty informacji. Beda to straty informacji
zwigzanej.

(4) Przyjaciel ma przytepiony shuch i czedci stéw nie odbiera. Na skutek
tego wystgpuja straty informacji zwigzane], lecz informacja odebrana przez
przyjaciela jest obecnie swobodna, poniewas znajduje si¢ w jego umygle.

(5) Po jakimé czasie przyjaciel zapomina pewna cze$¢ informacji 1 sa to
juz straty informacji swobodnej.

Straty informacji wystepuja na kazdym etapie; w najlepszym przypadku
istnieje mozliwoéé nie wystapienia strat. Taka sytuacja moze powstaé np., kie-
dy agent gieldowy podaje przez telefon informacje o kursie akeji.

Nalezy zwrdcié uwage, ze nie mozna jednoznacznie okreéli¢ rodzaju tra-
conej informacji w krokach (2), (4) i (5). Czasami, szczegdlnie w sytuacjach,
kiedy wystepuje czlowiek-obserwator, trudno jest odréznié informacje swo-
bodna od zwiazanej. We wszystkich przypadkach musimy oczywidcie pominaé
kazdy element wartodci informacji i dlatego nie zajmujemy sie np. sytuacjg,
kiedy uczony gromadzacy wyniki pomiaréw po ich przestudiowaniu odkrywa
prawo fizyczne. Do tego typu zagadnien naszych definicji nie mozna zastoso-
waé. Co wiecej, tylko przez wyeliminowanie proceséw myélenia moglismy
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rozwing¢ teorig informacji w sposob zadowalajacy. Mozemy mieé oczywidcie
nadzieje, ze w przyszlosci uda sie nam rozwinaé teorie informaciji tak, aby
objeta analize zagadnien zwigzanych z mysleniem i wartoécia informacii.

Wracajac do réwnan (12.6) i (12.10) mozemy podsumowaé wszystko, co
powiedzieliémy na temat zwigzku pomigdzy teoria informacji i termodynamika
w sposOb nastepujacy:

negentropia N odpowiada ilodci informaciji I; 1

temperatura 7 oznacza, ze wystepuje szum cieplny zaklécajacy
transmisje informacji;

energia zachowuje swoje zwykle znaczenie; (12.11)

AQ = TAS jest ilodcig ciepla wystepujacego w pewnym procesie;

AW = TAN = TAI odpowiada pracy mechanicznej, jaka moze

byé wykonana. J

Przy wyiszej temperaturze 1" szum jest wickszy i ilogé pracy wymaganej
dla transmisji okreélonej informacji musi byé wieksza, aby przezwyciezyé
zakldécenia.

12.3. NIEKTORE TYPOWE PRZYKEADY FIZYCZNE

Oméwimy obecnie mniektére klasyczne zagadnienia fizyki; wskazemy,
gdzie powstaje informacja zwiazana i jaka odgrywa role. Przy okazji spraw-
dzimy niektére wezesniejsze rozwazania dolyczace entropii i wyjasnimy kilka
trudnych punktéw.

Rozwazmy przypadek, kiedy mamy idealny jednoatomowy gaz w zbior-
niku o objetodci V, cieplnie odizolowanym od otoczenia. W warunkach réw-
nowagi entropia w tym przypadku jest réwna*

V[ 4mmE \*?
g:(m) H (12.12)

gdzie n — liczba atoméw gazu, m — masa atomu, k, A — odpowiednio stale
* Boltzmanna i Plancka, £ — calkowita energia i g — liczba nierozréznialnych
stanéw na poziomie podstawowym atomu.

S = lm{; +In

* J. E. Maver, M. G. Maver, Statistical Mechanics, New York 1940, Wiley, sir.
115, wzér (5.19); rowniez str. 132—140 i 209.
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Jedli stan podstawowy nie jest zdegenerowany, to g == 1. Zachodzi to dla
przypadku atomu bez momentu pedu na poziomie podstawowym (j = 0).
Jezeli atom ma calkowity moment pedu j (spin plus moment orhitalny},
wowezas wystepuje &5 = 2j-F1 stanéw, o ktérych zaklada sie, Ze <q one réwno-
prawdopodobne. Jest to stuszne przy zalozeniu, Ze stan podstawowy jest dos-
tatecznie niski i temperatura nie jest zbyt wysoka tak, ze nie moze zachodzié
pobudzanie do wyzszych stanéw energetycznych.

Dane otrzymane na drodze doéwiadczalne] potwierdzaja wzdr znaleziony
teoretyeznie, lecz jest bardzo duzo wielkoécei, ktére trzeba wprowadzié w teoril,
a ktére sa w istocie zbyt male, aby mozna je byle obserwowaé w wigkszogei
eksperymentéw fizycznych®. Przepiszmy wige wzér (12.12) w nastepujacy
sposéb:

dla g = 1: brak degeneracji, j =0, S,
dla g==2:j=1}, Sy = S;+4knln 2, (12.13)
dla g=3:j7=1 Sy = S;+knIn 3.

Przypadek, kiedy g = 2, odpowiada atomom o spinie 1/, i zwrotach (£1/,).
Dla G = 3 mamy j == 1 i trzy zwroty (—1, 0, +1). Wezystkie zwroty sa réw-
noprawdopodobne w przypadku, kiedy pole zewngtrzne jest réwne zeru
(mate pole zewnetrzne powoduje rozszczepienie pozioméw energetyeznych
i usuwa degeneracje).

Réznice miedzy S;, Sy i S5 sa bardzo matle, a poza tym nie mozemy ich
bezpoérednio zaobserwowaé, poniewaz nie znamy sposobu zmiany wartogci
j danego atomu. Jednakie w przemianach radioaktywnych mozemy obserwo-
waé przejécie atomu o masie m oraz spinie j w inny atom, o masie m' oraz
spinie j'; w takich przypadkach wielkosei te mialyby sens fizyezny.

Przeprowadzona dyskusja wykazuje, Ze o réznicy entropii AS mozemy
méwié tylko w przypadku, jedli przemiana jest fizycznie mozliwa, w przeciw-
nym razie wielko$é AS nie ma zadnego sensu fizycznego. Przyjmijmy, ze po-
siadamy dodatkowa informacje o stanie gazu, np. wiemy, Ze chwile wezedniej
gaz ten zajmowal mniejsza objetodé. Ma to miejsce w przypadku, kiedy gaz
znajduje sie w zbiorniku o objetodei V' i nagle otwieramy zawér taczacy ten

* 0. STERN, Revs, Modern Phys. 21 (1949), str. 534.
E. ScurODINGER, Proc. Roy. Irisch Acad. 53 A (1950), str. 189.
K. Darrow, Bell System Tech. J. 21 (1942), str. 51; 22 (1943), str. 108.
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zbiornik 7 innym, o objetodei F'':
V=V'+r", V<V

Entropia poczatkowa S’ jest mniejsza niz entropla S po rozprezenin o wartodé
dana przez wzor (12.12):

S—8 = kn(ln V—In V') = I, (12.14)

gdzie [ jest ilodcig informacji. Po otwarciu zbiornika ¥ gaz naplynie do niego
1 wystapia oscylacyjne zmiany gestoéel gazu w obu zbiornikach. Stan réwno-
wagl, o réwnomiernej gestosci w calej objetodci V, ustala sie stopniowo.
Wazrost entropii i strata informacji wystepuja jednoczeénie. Mozemy wiec po-
wiedzie¢, ze gaz stopniowo ,zapomina® informacje®.

Jako inny przykiad moze postuzyé przypadek dyfuzji gazu. Aby skoncen-
trowaé sig na istoinych punktach tego zagadnienia, przyjmiemy, ze mamy
dwa gazy o atomach o tej samej masie m oraz g = 1, przy czym n, atoméw
typu 1 poczatkowo zajmuje objetodé V7, natomiast ny atoméw typu 2 — obje-
todé Vy:

nytng=mn, Vi+V,=71,

: 12,15
nl :pln’ Tig == Pall, Vl mp]_Va V2 :f)ng p1+p2 o ]_. ( )

Zwigzki (12.5) implikuja réwno$é poczatkowych koncentracji obu sktadnikéw
i koncentracji koncowe;j:

Vilny = Vyjng = Vin.
Zakladamy précz tego ekwipartycje energii:

Finy = E,/n, = Eln. (12.16)

Z przyjetych zalozen wynika, ze ciénienia poczatkowe i temperatury obu ga-
zOw nie réznig sie.

* J. von Neumann rozwaza réwniez przypadek, kiedy obserwator zapomina informacje,
i siwierdza, Ze proces ten takZe oznacza wzrost entropii. Widzimy tu znowu, Ze niemosliwe jest
rozroznianie w sposdb $cisty informacji swobodnej od zwiazanej we wszystkich przypadkach.
Potwierdza to potrzebg wprowadzenia uogélnionej zasady Carnota (rozdz. 12.2). Dalsze roz-
wazania na ten temat mozna znalesé u J. Von Neumanna, Mathematische Grundlagen
der Quanten-Mechanik (Berlin 1932, Springer) lub u P. Jornana, Philosophy of Sci. 16
(1949), str. 269,

14 — Nauka a teoria informacji



210 12. Zasada negentropii

Oznaczmy przez () wyrazenie w nawiasie wzoru (12.12):
Q == [(AmmE)](3h*n)[3"2.

Z nazzych zatoze wynika takze, ze () ma t¢ sama warto$é dla obu gazéw 1 za-
chowuje ja w czasie procesu mieszania sie gazdéw. Mamy wiec przed zmiesza-

niem
5t Voo . -
Sye = k{ng-+n,) 5 - In g +In Q) =S5 (12.17)
Natomiast po zmieszaniu
, 5 4 5 V
“ S 7 IO [ 13 = - M:m, LIy | = + — | | s
Si9 1117?,1( 5 - 1o — In Q) -+ ki, 5 It —— In @
= 5o+ kn(In n—In ny)-+hny(ln n—In ny), (12.18)

Stz = Syp—kn{py In p,+py In pyh.
Nicodwracalny wzreost entropil jest réwny
AS’ = Sjy—Sis = —kn(p; Inp,--p, Inp,) 0. (12.19)

Wielkoéé ta jest dodatnia, poniewaz p;<Cl oraz p,<<1, a wige logarytmy
sa ujemne. W sytuacji poczatkowej mielidmy o ukladzie pewna informacje
I (zwiazana).

I'= —kn{py Inpy+psInp,), (12.20)

ktérg stracilifmy w procesie dyfuzji. Mozemy poréwnad wzdr (12.20) z wy-
razeniem Shannona na informacje (2.1). W stanie konicowym gaz w postaci
mieszaniny odpowiada sytuacji z prawdopodobiefistwami a priori p, oraz p,
dla dwéch symboli. Kazdy symbol jest tu przedstawiony przez jeden z typéw
atoméw. Wybdr jednej szczegolnej kombinacji symboli daje (Shannon) in-
formacje na symbol —&(p;lnp,+pylnp,). Stan poczatkowy gazu odpowiada
selekejt atomdéw I 1 umieszezeniu ich w Vy, podezas gdy atomy 2 pozostaja
w Vy. Wymaga to informacji wyrazonej réwnaniem (12.20).

Mozemy teraz rozwazyé cokolwiek inne zagadnienie. Przyjmijmy mianowi-
cie, e atomy maja spin Y,: typ I odpowiada orientacji -1/, podezas gdy typ
2 odpowiada orientacji —'/,. Zderzenia beda powodowaly przejscia pomiedzy
dwoema typami atomdw 1 stan konicowy bedzie odpowiadad

P = 1/2» Pe = 1/29 (12.21)
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oraz entropil

Iy

Syg == Sie-Fhnln2. | (12.22)
Mamy tu znowu do czynienia ze wzrostem entropil i strata informacji
AS” = S15—S1p = kn[ln 24-p, In p;+-p, In p,] =0. (12.23)

Entropia koticowa Sps jest réwna entropii S, ze wzoru (12.13) dla gazu
o spinie Y/, i dwu réwnoprawdopodobnych zwrotach. Przeprowadzone roz-
wazania w sposdb dostatecznie jasny wskazuja na koniecznoéé wprowadzenia
wyrazu g do wyrazenia na entropie i wyjasniaja jego znaczenie fizyczne. Wzrost
entropii odpowiada stracie informacji, podobnic jak w naszych poprzednich
przykladach.

Poréwpajmy teraz otrzymane wyrazenie z wynikami rozwazan przeprowa-
dzonych w rozdz. 2. Pokazaliémy, ze wybor jednej kombinacji dwu symboli,
majacych prawdopodobienistwa a priori p,, py daje iloéé informacji na symbol

. 1, = —K(p, Inp;+p,Inpy). (12.24)
Maksimum tej wielkodei wystepuje dla |
pL =po =19  Ipx=rkln2. (12.25)

Jesliteraz przechodzimy od przypadku py, py do przypadku Yy, 1, zmiana ilodei
informacji na symbol wyniesie

Al =1, —1I, = k{ln2--p; lnp,+p, Inp,). (12.26)

Jest to wyrazenie dokladnie takie samo jak (12.23).

12.4. UWAGI OGOLNE

Obecnie mozemy juz wyciagnaé pewne interesujace wnioski z rozwazo-
nych zagadnien.

Jedli ilodé informacii, jaka posiadamy o ukladzie fizycznym, zwiekszy sie,
to entropia tego ukladu ulegnie zmniejszenin. Malej wartosei entropii odpo-
wiada stan niestabilny, ktéry wezedniej lub pézniej, poprzez naturaing ewo-
lucje, przejdzie w stan stabilny o duzej entropii.

Druga zasada termodynamiki nie méwi nic na temat czasu trwania tego

14*
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procesu i w zwiazku z tym nie wiemy, jak dlugo uklad bedzie ,,pamigtal” in-
formacje. Poniewaz klasyczna termodynamika nie daje odpowiedzi na to wazne
pytanie, musimy odwolaé sie do modelu molekularnego lub atomowego i po-
mocy teorii kinetycznej. Przy uzyciu odpowiednich modeli, mozemy obliczaé
szybkoéci thumienia réznego rodzaju fal, szybkodé dyfuzji, szybkoséé reakeji
chemicznych itd. Obliczone czasy moga sie zmieniaé w szerokim zakresie od
wlamkéw sekundy do lat 1 wiekéw.

Tego typu opdinienia czasowe mozna w prakiyce wykorzystaé w wiela
przypadkach. Nie potrzeba wiele czasu, aby ciag impulséw (odpowiadajacych
np. kropkom i kreskom) przesylanych przez linie zaniki i zostal zapomniany,
jednakze ten krotki odeinek czasu jest wystarczajacy dla przestania tego ciagu
nawet na bardzo duza odleglodé. Fakt ten umozliwia telekomunikacje.

Uktad zdolny do przechowywania informacji przez pewien czas mozna
wykorzystaé jako pamieé w maszynie matematycznej.

Przyklady rozwazane w rozdz. 12.3 sa intercsujace nie tylko z teoretycznego
punkiu widzenia. Pokazuja one réwniez, w jaki sposéb moina rozwigzad
szereg zagadnien praktycznych. Rozwazmy dla przykladu problemy dyfuzji
i rozktadu spinéw (por. wzory (12.15)-=(12.26). Sa one Scisle zwiazane z ma-
gnetycznymi urzgdzeniami pamieciowymi; spin zawsze jest zwigzany z mo-
menlem magnetycznym, stad sytuacja w rodzaju opisanej przez wzér (12.15)
oznacza, ze objeto$é V' jest namagnesowana do nasycenia w pewnym kierunku,
podezas gdy objetodé V'’ jest namagnesowana w kierunku przeciwnym. In-
formacji zmagazynowanej w ukladzie odpowiada ubytek entropii. Rozwazania
nasze pokazuja, w jaki sposéb, na skutek dyfuzji i zderzend powodujacych
wzrost entropil 1 ,wymazywanie® informacji, sytuacja stopniowo ulega
zmianie.

Entropie definiujemy zazwyczaj jako miare nieuporzadkowania w ukladzie
fizycznym. Bardziej precyzyjnie mozemy powicdzieé, ze entropia mierzy brak
informacji o rzeczywistej strukturze ukiadu. Taki brak informacji prowadzi
do tego, ze bardzo duza iloéé réznych mikrostruktur, ktérych w praktyce
nie jeste$my w stanie odréznié od siebie, jest mozliwa. PoniewaZ w danej chwili
moze wystapié jedna z tych mikrostruktur, brak informacji odpowiada rzeczy-
wistemu nieuporzadkowaniu na poziomie ukrytych stopni swobody. Obraz
ten dobize ilustruje przyklad gazu idealnego. Mozemy okreélié catkowita iloéé
n atomodw, ich mase m, wspélezynnik g oraz calkowita energie E (wzor
(12.11)), nie znamy jednak polozenia i predkoscl poszczegdlnych atomoéw.
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Jest to brak informacji, ktéremu odpowiada entropia okreslona wzorem (12. 12}.
Poniewaz nie znamy polozeni i predkodei atoméw, nie jesteémy w stanie od-
rézni¢ dwéch prébek gazu réiniacych sie jedynie polozeniami i predkogciami
atoméw. Sytuacje mozemy jedynie okredlié jako nieuporzadkowany ruch ato-
mow.

Poczatki nowoczesnych rozwazafi dotyczacych pojecia entropii mozna
malezé w jednym ze starych artykuléw Szilarda*, ktérego pionierska praca
nie zostata wtedy dobrze zrozumisna. Zwigzek pomiedzy entropia i informacja
odkryt ponownie Shannon**. Zdefiniowal on entropie ze znakiem przeciwnym
niz znak zwyklej, termodynamicznej entropii. Stad to, co Shannon nazywa
entropia informacji, jest w rzeczywistodel negentropia. Mozna to latwo zauwa-
zyé na podstawie dwéch przykladéw (str. 27 i str. 61 ksigzki Shannona),
w ktérych udowadnia on, ze w pewnych nieodwracalnych procesach (nicod-
wracalny przekszialinik lub filtr) entropia maleje. Aby bvé w zgodzie # naszy-
mi okresleniami nalezy zmienié znak i czytaé negentropia,***

Zwiazkiem miedzy eatropia 1 informacja zajmowal sie w swoich ostatnich
pracach J. Rothstein.**** Jego spos6b podejécia do rozwazanego zagadnienia,
cechujacy sie duza jasnodeig, w pelni pokrywa sie z punktem widzenia autora
przedstawlonym w niniejszym rozdziale.

* L. SziLarp, Z. Physik 53 (1929), str. 840.
** C. E. Suannon, W. Weaver, The Mathematical Theory of Information,
Urbana TIl. 1949, Univ. of Nlinocis Press.
F** Wystarezy czytaé: negentropia. (Prayp. thum.).
“** J. RotusTEIN, Science 114 (1951), str. 171; Phys. Rev. 85 (1952), str. 135.
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DEMON MAXWELLA A NEGENTROPIJNA ZASADA
INFORMACJX

*13.1. DEMON MAXWELLA — PODLOZE HISTORYCZNE

Zagadnienie demona Maxwella dostarcza dobrego praykiadu zastosowania
teorii informacji i wyraznie pokazuje powiazanie migdzy informacja i entropia.

Demon sortujacy pojawil sie po raz pierwszy w 1871 roku w Teorii ciepta
Maxwella* jako «stota, ktérej zmysly sq tak wyostrzone, ze moglaby sledzié
lkazda czasteczke w czasie jej ruchu i bylaby w stanie robi¢ to, co obecnie jest
dla nas niemozliwe... Przypuéémy, Zze naczynie podzielone jest na dwie czescl
A i B przegroda, w ktérej znajduje sic maly otworek, i ze istota, kiéra moze
dostrzegaé pojedyncze czqsteczhi, zalyka i odiyka ten otworck, pozwalajae
czasteczkom szybszym przechodzi¢ z 4 do B, a powolniejszym tylko z B
do A. Istota ta, bez wykonywania pracy, bedzie wiee podnosié temperature
w czebci B, a obnizaé w A — whrew II zasadzie termodynamikin™*

Paradoks ten rozpatrywalo kilka pokolent fizykéw. M. Smoluchowski***
pierwszy zwrocit uwage na mozliwy wplyw ruchu Browna na drzwiczki za-
trzaskowe, co prowadziloby do przypadkowego otwierania lub zamykania
tych drzwiczek i powaznie zaklcitoby dziatanie calego uktadu. Mialoby to
szczegblne znaczenie w jakims$ przyrzadzie automatycznym, takim jak zawdr
sprezynowy, i calkowicie uniemozliwitoby dlugotrwale dzialanie takiego
ukladu. Smoluchowski doszed! do wniosku, ze ruchy Browna stanowia tylke

* Tytut oryginalu: Theory of Heat, str. 328.
*# Pelny cytat przytacza J. H. Juans w Dynamical Theory of Gases, 3rd ed., Cam-
bridge, Mass. 1921, Cambridge Univ, Press, str. 183.
##% M, SmoLucHowskl, Physik Z. 183 (1912), str. 1069.
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pozorne naruszenie II zasady termodynamiki ze wzgledu na przypadkowa,
nie dajaca si¢ przewidzieé nature i ze wzgledu na krétki czas trwania ruchu.
Stale dziatanie ukladu z jakims$ zatrzaskiem jest niemozliwe 1 niemozliwe jest
z pewnoécig istnienie perpetuum mobile drugiego rodzaju. Uklad z zatrzaskiem
moze dzialaé, lecz tylko nieregularnie i w sposéb niesystematyczny.

Interesujaco przedstawia sie problem dzialania zaworu sprezynowego:
gdyby nie jego wlasne ruchy Browna, to zawér moégthy wytwarzaé réznice
cisnient migdzy dwoma polaczonymi naczyniami. Jest to przypadek podobny
do prostownika, ktéry oméwiono pod koniec rozdz. 11. Idealny prostownik
dzialajacy na pojedyncze elektrony prostowalby ruch termiczny elektronéw
wbrew Il zasadzie. Nie ma jednak idealnego prostownika, a jedynym wynikiem,
jakiego mozemy sie spodziewad, jest naruszenie symetrii ruchu termicznego —
jak to wyjasniono w rozdz. 11.

Szilard* w swojej znakomitej pracy jako pierwszy wyjasnil, ze demon
wplywa na informacje o mikrostrukturze ruchu gazu i w rzeczywistosci zmie-
nia informacje w negentropie. Oméwimy pésniej niektére ciekawsze zagad-
nienia poruszane przez Szilarda.

Lewis** przedyskutowal zagadnienia podobne do rozwazonych w po-
przednim rozdziale, a mianowicie rozdzielanie i dyfuzje gazu. Rozwazal on
skladowa entropii zwiazang z mieszaniem lub rozdzielaniem gazéw i wyciagnat
wnioski podobne do naszych. Slater™** postawil pytanie, czy zasada nie-
oznaczonosci moze odgrywaé jakas role w tego rodzaju zagadnieniu.

Demon Maxwella powinien mierzyé jednoezeénie polozenie i predkosé
danego atomu. Obu tych wielkodci nie mozna mierzyé z nieskoficzenie duza
dokladnodeia ze wzgledu na dobrze znane ograniczenie:

ApAqz=h, gdzde p = mo. (13.1)

Nieoznaczonos$¢ ta moze odgrywaé role w przypadku atoméw lekkich (mata
masa m) 1 przy duzych ciénieniach, kiedy to polozenia atoméw powinny byé
okredlone z duza dokladnodcia. Ograniczenie zwiazane z nieoznaczonoécia,
jak wykazal Demers™***, nie ma jednak znaczenia w przypadku atoméw cies-
kich i niskich ciénienl. W istocie rzeczy mamy do czynienia z bardziej funda-

* L. SziLArD, Z. Physik 53 (1920), str. 840.

** G. N. Lewis, Science 71 (1930), str. 569.
e J. C. SvaTeRr, Introduction to Chemical Physies, New York 1939, Mc Graw-Hill.
wrik P, DEMERs, Can. J. Research 22 (1044), str. 27; 23 (1945), str. 47.
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mentalnym zagadnieniem postawionym po raz pierwszy przez Demersa®
i Brillouina**: Czy mozliwe jest, aby demon mégl rzeczywiscie dostrzegad
pojedyneze atomy? ' '

Przyjmijmy, ze caly uklad*** jest odizolowany i znajduje si¢ poczatkowo
w danej temperaturze 7. Demon znajduje sie w zamknietym naczyniu beda-
cym w stanie roéwnowagi przy stalej temperaturze, gdzie promieniowanie
musi by¢ promieniowaniem ciala czarnego, a przeciez wewnatrz ciala czarnego
niczego zobaczyé nie mozna. Podnoszenie temperatury nie pomogloby nic.

Przy ,,czerwonej™ temperaturze maksimum promieniowania przypada na
czerwien 1 ma to samo natezenie, bez wzgledu na to, czy nie ma czasteczek, czy
sa ich miliony wewnairz zamknietego naczynia. Nie tylko zostaje zachowane to
samo natezenie, lecz 1 fluktuacje sa te same. Demon odczuwatby promienio-
wanie cieplne wraz z jego fluktuacjami, ale nigdy nie dostrzegalby czasteczek.

Nie powinno dziwié to, ze Maxwell nie pomyslal o wlgczeniu promienio-
wania do ukladu bedacego w stanie réwnowagi przy temperaturze 7. Promie-
niowanie ciata czarnego poznano dopiero w 1871 roku. Uplyneto jednak jeszcze
30 lat, zanim wladciwie zostalo zrozumiane zagadnienie termodynamiki pro-
mieniowania i pojawila sie teoria Plancka.

Demon nie moze dostrzegaé czasteczek, stad tez ni¢ moze wprawiaé w ruch
drzwiczek 1 naruszyé tym samym drugiej zasady termodynamiki. Demon nie
jest w stanie dostrzegaé czasteczek, lecz moze prébowaé je wykryé jedna z naste-
pujacych metod: moze mierzyé sity Van der Waalsa lub pola pochodzgce
od dipoli elekirycznych, czy tez momenty magnetyczne.

Tutaj sytuacja jest inna niz w przypadku obserwacji $wiatla: wszystkie
te pola maja maly zasieg i natezenie ich maleje co najmniej z r=2, gdzie r jest
odleglodcia. Demon méglby wykrywaé czasteczki tylko wtedy, gdy znalaztyby
sie one blisko écianki i drzwiczek. Jest to juz zbyt pézno, aby byt on w stanie
wprawiaé w ruch drzwiczki nie wykonujac zadnej pracy. Te same sity, na kt6-
rych polegatby demon przy wykrywaniu czasteczek, dzialalyby réwniez na
drzwiczki lub zawér. Przeto poruszanie drzwiczkami wymagatoby wykonania
pewnej pracy, a to juz komplikuje bardzo analize ukladu.

* P. Demers, loc. cit.
#* L. BriLLouiN, Am. Scientist 37 (1949), str. 554 — zob. str. 565; 38 (1950), str.
5945 réownies J. Appl. Phys. 22, (1951), str. 334.
#*% Nalesy zwréci¢é uwage na réznice znaczenia stowa ,uklad“. W tym przypadku mamy
na myéli uklad fizyczny, jakim jest np. gaz zawarty w jakimé naczyniu. (Przyp. tum.)
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W zatozeniach Maxwella istotne jest, aby czasteczka zostala wykrytana dtugo
przed osiagni¢ciem Scianki, i to w takiej odleglodcei, zeby wszystkie sily o malym
zasiegu mozna bylo pominaé bez uszezerbku dla eksperymentu. Potrzebne
jest tu jakied promieniowanie. Najlatwiej zagadnienie to oméwid zakladajac,
ze jest to promieniowanie $wietlne,

13.2. WYPEDZENIE DEMONA

Zbadajmy mozliwodei demona. Mozemy wyposazyé go w latarke elek-
tryezng, tak aby mégt dostrzegaé czasteczki. Latarka jest zrédlem promieniowa-
nia, ktére nie znajduje sie w stanie réwnowagi. Wprowadza ona ujemna en-
tropig do ukladu. Z tej ujemnej entropii demon czerpie informacje. Wykorzy-
stujac te informacje wprawia w ruch drzwiczki i odiwarza entropie ujemna,
zamykajac w ten sposéb cykl:

[

negentropia —> informacja — negentropia. (13.2)

W calodei procedure taka rozpatrywal Demers*, nie Zwracajac uwagi na etap
posredni, w ktérym demon uzyskuje informacje wykorzystywana w ostatniej
operacji. Demers na réznych preykladach wykazal, ze strata negentropii
latarki jest wieksza niz zysk koricowy. Innymi stowy poczatkowy przyrost en-
tropii jest wiekszy niz ubytek konicowy, a catkowity bilans czyni zadosé zasa-
dzie Carnota.

Szilard wezesniej zwrécil uwage na etap posredni z informacja. Przeprowa-
dzit on bardzo dokladna analize transformacji informacji w negentropie, lecz
swoje badania dotyczace pierwszego etapu oparl na catkowicie sztucznym
modelu.

Zacijmyy od ogélnych rozwazan, kiére zilustruja najbardziej istolne
punkty. Badania doktadniejsze oparte o wyniki Jacobsona** przedstawimy
poznie]. |

W celu przedyskutowania bilansu entropii musimy zdefiniowaé¢ uklad
odizolowany, do ktérego bezpiecznie mozna stosowaé Il zasade termodynamiki.

W ukladzie naszym wyrdinié mozna nastepujace czedci skladowe:

* P. DEMERS, op. cit.
** H. Jacosson, Trans. N. Y. Acad. Seci. 14 (1951), str. 6.
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(1) Naladowana baterie i Zaréwke przedstawiajace latarke elektryczng.

(2) Gaz znajdujacy sie w stalej temperaturze 1 w zamknietym naczyniu
Maxwella*. Naczynie posiada przegrode z otworkiem, ktdra dzieli je na dwie
czescl.

(3) Demon wprawia w ruch drzwiczki znajdujace sie przy otworku.
Caty uktad jest odizolowany i zamkniety.™”

Bateria rozgrzewa wlokno latarki do wysokiej temperatury 7;:

Ty T, (13.3)

Warunek ten jest konieczny dla uzyskania $wiatta widzialnego o czestotliwosei
vy, talk aby
hv>kT, (13.4)

3

i zeby bylo ono rozréznialne na tle promieniowania ciala czarnego w naczyniu
o temperaturze T,.%**

W czasie doéwiadczenia bateria dostarcza calkowite] energii F, ale nie
wprowadza zmian entropii.. Rozzarzone wlokno wypremieniownje energie
E i traci entropie. Zmiana entropii wldkna wyniesie

5 ) .. , :
Sf = — = negentropii wprowadzonej do gazu. (13.5)
1
Jezeli demon nie interweniuje, energia £ absorbowana jest przez gaz o tempe-
raturze T, i obserwujemy calkowity przyrost entropii ~
S = T +Sf>0. (13.6)
Lo

Przedledzmy teraz prace demona. Moze on wykry¢ czasteczke wiedy, gdy co naj-
mniej jeden kwant energii Ay, zostanie rozproszony przez niq i zaabsorbowany
przez jego oko (lub fotokomoérke, jezeli taka sie postuguje). Koncowy przyrost

* Naczynie, o ktérym mowa, przyjeto nazywaé naczyniem Maxwella. Jest to naczynie
podzielone na dwie czeéci; polaczone sa one matym otworkiem, ktéry mozna w jaki$ sposéb
zatykaé i odtykaé. (Przyp. ttum.).

** T)emona mozna zastapié urzadzeniem automatycznym z magicznym okiem, ktore to
urzadzenic otwiera drawiczki w odpowiednim momencie czasu. Jest to wylacznie kwestia
zaprojekiowania takiego urzadzenia i nie zmienia ogdlnych wnioskéw wynikajacych z catego
zagadnienia.

#5% Zob, wzér (9.45), Warunek (13.4) wymagany jest po to, aby érednia energia £ rezo-
natora kwantowego byla znacznie mniejsza od k7.
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entropil wyniesie zgodnie z warunkiem (13.4)

hy, o
Sd et "—T("j"“ == /‘Cb, (10.7)
gdzie
hy,
T, = b>1.

Raz otrzymana informacja moze by¢ wykorzystana do zmniejszenia entropii
ukladu. Entropia ukladu zgodnie ze wzorem Bolizmanna wyniesie

S = kInP,, (13.8)

gdzie Py jest pewna waga statystyczng ukladu i oznacza calkowitg iloéé mikro-
standéw uldadu (kompleksjony) Plancka. Po uzyskaniu informacji uklad
zostaje dokladniej okredlony. Iloéé mikrostandw Py maleje o wielkosé p, a za-
tem mamy
Py = Py—p,
AS; =S—S, =k A(n P) = m/ﬁ(g—) o (13.9)
0
Oczywiste jest, Ze we wszystkich praktycznych przypadkach p<P,. Row-
nowage entropil wyrazi¢ mozna wzorem:
. . J2 :
ASg+AS; = k[bm (Fm)] > (0, | (13.10)
o/.

skoro tylko b>1 oraz p/P,<1.

Koticowym. efektem jest wzrost entropii ukladu odizolowanego, czego
wymaga II zasada termodynarmiki. Demon mose jedynie odzyskaé mata czesé
negentropii i wykorzystaé informacje do zmniejszenia degradacji energii.
W pierwszym etapie procesu (wzér (13.7)) otrzymujemy przyrost entropii
AS;, a tym samym zmiane negentropii

AN, = —kb<0,
tzn. ubytek negentropii. Z tej utraconej negentropii pewna jej iloéé ulega
zamianie na informacje i w ostatnim etapie procesu (réwnanie (13.9)) informa-
cja ta zamienia sie znowu w negentropie

AN; = k( —&) >0,
Py
tj. przyrost negentropii. Usprawiedliwia to przyjecie podstawowego schematu

(13.2).

[Y
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13.3. OMOWIENIE

Rozpatrzmy bardziej szczegdlowo pierwotne zagadnienie Maxwella. Mozna
przyjaé, ze po pewnym czasic demon byl w stanie uzyskad réznice tempera-
fur AT:

T > Ty, Tg = T-{-—llgAT, 1311
Tp—Ta = AT, Ty = T—1,AT. (13.11)

W nastepnym kroku demon wybiera szybko poruszajaca si¢ czasteczke z na-
czynia A o energii kinetycznej */pkT (1+¢,) i kieruje ja prosto do naczynia
B. Péiniej wybiera czasteczke poruszajaca sie powoli, z naczynia B, o energii
kinetycznej 3/kT(1—e,) i pozwala jej przej$é do naczynia A. Aby zaobser-
. wowaé te dwie czasteczki, demon potrzebuje dwéch kwantéw Swiatla i stad
pojawia sig przyrost entropii, podobny do obliczonego w wyrazeniu (13.7):

AS, = 2kb, gdzie b= hy,[kT>>1. (13.12)
Wymiana czasteczek prowadzi do przeniesienia z A do B energil
AQ =2[3kT (e, &), (13.13)
ktora odpowiada ubytkowi calkowitej entropil zgodhie ze wzorem (13.11):
) 1 1 AT 3 AT
AS; = AQ(MTTE . “T:) = —AQ Eraar] ke, -+ az)m;f,w. (13.14)

Wielkodci g, oraz ey sa na ogdl male, chociaz czazsami moga przyjmowaé war-
todci rzedu kilku jednosei.

Przyrost AT jest duzo mniejszy od T'1 stad

AS; = —3kn, n<&l,
a zatem
—_ 3/, 3.
ASg+AS; = k(2b-3[yn) > 0, (13.15)

co spelnia zasade Carnota.

Demers* rozpatrywal inny przyklad, zakladajac, Ze demon znajduje 81
w naczyniu zamknietym o temperaturze nizszej T5<€T,. Mozna by wyobrazié
sobie doéwiadezenie, w ktorym demon moéglby rozréiniaé kwanty Av emito-

* P, DEMERS, op. cit.
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et

wane przez czasteczki przy temperaturze T,. Zamiast wzorw (13.4) mamy
wowczas

W>kTy,  Ty<T, (13.16)

i rorumowaé mozna podohnie.

Bez wzgledu na to, czy postugujemy sie lemperaturg wyzszg T, (wzér
(13.3)), czy nizsza T,, niezbedna jest zawsze réznica temperatur, gdyz w prze-
ciwnym razie demon nie bedzie mégl spelniaé¢ swojej roli. Skoro zag mamy
réinice temperatur, to zbedna jest pomoc demona. W tych warunkach wy-
starczy postuzyé sie dowolna maszyng cieplna. Jezeli cheemy np. wytworzyé
roznice temperatur i postugujemy si¢ zaréwka o temperaturze 17, to najprog-
clej podgrzewaé promieniowaniem Jedna polowe gazu, a druga utrzymywaé
przy temperaturze Ty, Postepowanie takie bedzie bardziej efektywne niz
praca demona.

Nasze pierwsze rozwazania byly powierzchowne, gdyz przyjelidmy zaloze-
nia odpowiadajace zwyklym warunkom, mianowicie PPy we wzorze (13.9)
lub AT T we wzorze (13.11). Zagadnienie pracy demona przefledzimy bar-
dziej szezegolowo w rozdz. 13.4 1 wykazemy, ze zasada Carnota jest zawsze
spefniona, nawet w wyjatkowych sytuacjach.

WykryliSmy jednak wazne prawo fizyczne wyrazone réwnaniem (13.10),
ktére méwi, ze kaid}; DPomiar wymaga _odpowiedniego przyrostu entropii
oraz ze istnieje dolna granica zmian entropii, ponizej ktérej pomig?staje sie
niemozliwy. Granica ta odpowiada zmianie entropit rzedu k, tj. stalej Boltz-
manna. Bardziej szezegdlowe rozwazania wykaza, ze dokladna granica wynosi
kIn2 lub w przyblizeniu 0,7% na jeden bit uzyskanej informacji. Jak méwi
Gabor*: (Nie_mozemy dostaé za darmo nie, nawet obserwacji». To bardzo
Wazne prawo jest prostym nastepstwem ogélnej negentropijngj zasady infor-
macji i powrdeimy do niego péiniej. Wydaje sie niezrozumiale, dlaczego jesz-
cze do niedawna nie dostrzegalidmy tak ogdlnego prawa.

Znamienna cechg naszych rozwazadi bylo to, se uwzglednialy one warunki
kwantowe, natomiast stata Plancka % v wynikach koficowych nie wystepuje;
zaleza one tylko od statej Boltzmanna £. Dowodzi to, ze nasze wyniki sg nie-
zalezne od kwantéw i zasady nieoznaczonosei i w rzeczywistodei analize prae-
prowadzié mozna w ramach klasycznej teorii, bez wprowadzania warunkow
kwantowych.

* D. Gasor, M.I.T. Lectures, 1951.
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13.4. POSTEPOWANIE DEMONA JAKO TRANSFORMACJA INFORMAC)L
W NEGENTROPIE

Zasadnicze zagadnienie jest tak wazne, ze wymaga $ciglejszego 1 bardzicj
szczegolowego przesledzenia. W rozdziale tym rozwiniemy zagadnienie poru-
szone przez Jacobsona®. Wybieramy najpierw przyklad bardziej uproszezony
od pierwotnie wymyslonego przez Maxwella, Zamiast demona temperaturo-
wego, jak mozna okredlié omawianego poprzednio demona sertujacego, be-
dziemy rozwazaé demona ciénieniowego. Demon taki wprawlajac edpowiednio
w ruch drzwiczki pozwala czasteczkom przechodzié z B do C, a nie pozwala
powracaé z C do B. Po pewnym czasie wrroénie cidpienie w €, a zmaleje w B,
Operacje taka Tatwie] przedyskutowad, poniewaz demon cidnieniowy nie wyma-
ga doldadnego pomiaru predkosel, sbedne jest zatem uwzglednianie zasady
nicoznaczonodci. W celu wyeliminowania nieistotnych parametrow, okreslimy
doktadnie warunki doéwiadezenia, ktérego schemat pokazano na rys. 13.1.

Naczynia B i € polaczone sa rurka o przekroju A réwnym powierzchni
drzwiczek., Wiazka éwiatla ze frodla zewnelrznego przechodzl przez okienko
i dwiatlo rozproszone preez czasteczki shuzy do wykrywania tych czasteczek.
Wykrycie atoméw musi zajic w jakie]s odlegloéei x od drzwiczek, a predkosé
atoméw musi byé znana co najmniej w przyblizenin, aby mozna bylo okredlié
exas olwarcia drzwiczek. Mozemy np. posluzyé sie przestona obrotowa pozwa-
lajaca przechodzié czasteczkom o predkogciach zblizonych do predkodel
Sredniej, a odbijajaca wszystkie crasteczki o innych predkosciach.

W przyrzadzie takim mieliby$my dobrze okredlona powierzchnie A, na-
tomiast predkodei uderzajacych ezasteczek bylyby okreslone tylko w przybli-
zeniu. Naszym zadaniem jest okreslenie iloéei informacji wymaganej przez de-
mona, aby mégt on efekiywnie dziataé. Rozawazmy dtugi przedziat czasu ¢, po-
dzielmy go na mate podprzedzialy 7. Demon musi wiedzied, czy ma otworzyc
drzwiczki na okres 7, czy trzymaé je zamkniete. W kazdym przedziale v wy-
magana jest informacja, czy istnieje czasteczka (lub czasteczki), ktéra powinna
uderzyé w drzwiczki o powierzchni A z lewej strony. Sprowadza sig to do typo-
wego pytania TAK czy NIE. lsinieje prawdopodobiefistwo a priori p; TAK
oraz py NIE. W ciggu dlugiego przedziatu czasu ¢ érednio przez N; malych
odeinkow czasu drzwiczki beda otwarte i przez N, — zamlknigte. Mozemy

* H. Jacosson, op. cit.
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e

to zapisaé, jak nastepuje:

Jezeli podana przez nas w rozdz. 1 definicje iloéei informacji zastosujemy hez-
posrednio do tego zagadnienia, to za okres 7 otrzymujemy ilodé informacji

I = ~kp,Inp,+p,In Ps) jednostek termodynamicznych. (13.18)

Zastanéwmy sie nad teoria kinetyczna naszego zagadnienia. Srednia liczba
czgsteczek uderzajacych w drzwiczki o powierzchni 4 w czasie ¢ (przy tempera-

WIQZka Siviatia

. Fotokomorka o
zbiergjqen swig- I —
5 tHo f‘ozpraszone«{/:\ YV drewiczke
\ 2atrzaskowe
A 70 1 A
U O ----- 30 0
— < X

|
- przestong 4 !
obrotowa Y i

okienka szklane

Rys. 13.1. W naczyniach 4 B znajduja sie czasteczki odpowiednio pod cidnieniami Pg i Pe.
Czasteczki te moga przechodzié = B do C przez rurke o rrzekroju A. Dwie obrotowe przeslony
zotworkami réwnies o powierzehni 4 sq ustawione tak, e czasteezka przechodzaca przez otworek
w lewej przestonie przejdzie réwnies przez otworek w przeslonie prawej, jezeli ma predkosé
zblizong do pewnej danej predkosei. Do wykrywania czasteczek przechodzacych przez rurke
stuzy wiazka $wiatla o$wietlajaca szklana czeéé rurki. Swiatlo rozproszone przez czasteczke trafia
do detekiora, kiory daje sygnal otwierajacy drzwiczki, aby czasteczka mogta przejé¢ do C

turze Ty) jest proporcjonalna do gestoscl gazu, Mamy érednio:

u=bAv crasteczek uderzajacych z lewej strony,

. , 13.19
v==ru = cAt crasteczek uderzajacych z prawej strony, ( )
natomiast
c Pe
e 13.20
b P ( )

gdzie P i Py oznacza odpowiednio ciénienie w naczyniach B i C,
Przestona wybierajaca czasteczki o predkodei éredniej z lewej strony bedzie
eliminowaé niektére czasteczki uderzajace 2 tej strony (dzieki odbiciom od dru-
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giej przestony), dlatego réwnanie (13.20) trzeba poprawié na nieréwnosé:

Pc
r >E == Iy (13.21)
Miedzy p; oraz u zachodzi zaleinosé
pr=1—€"% py=c¢e7" - (13.22)

ijezell u<€l, to wowczas p1~u, a pol—u. W Dodatku I przy koncu tego
rozdziatu przytoczono wyprowadzenie tej zaleznodei. Iloéé informacii za okres
7 otrzymujemy ze wWzoru (13.21):

I, = k[—(1—e *)In(l —e™")+ue™"], (13.23)
" ktéry dla matych wartoscl w sprowadza sie do postaci
I ~k(—ulnutu) = ku(l—Inw), w<gl (13.24)
Mozemy wyliczyé wielkodé, o jaka zmalala entropia (AS<0) wskutek wprawia-
nia w ruch drzwiczek.
Liczba ezasteczek w naczyniu C wrzrosta w czasie 7 o wielkosé u (tzn. o liczbe
czasteczek przepuszezonych z lewe] strony na prawg), zmniejszona o ¥py

(tj. liczbe czasteczek przechodzacych z prawe] strony na lewa), poniewaz
drzwiczki otwarte sa tylko przez cze$é p, calkowitego czasu. Zatem

An, = u—upy~u(l—ru), ukl, (13.25)
a zmiana entropil wynosi
, FPc
AS, = —klIn B Any == —ku(l—ru)Inr,. (13.26)
B

Zaleanosé (13.26) mozna otrzymaé 7z réwnania (12.12), jak nastepuje. Row-
nanie (12.12) na entropie jednoatomowego gazu idealnego mozemy zapisaé

w nastepujacej postaci:
I
S=Fkloantnlnl—1}]|.
.
odzie o zalezy od masy czasteczek iich energii éredniej. W naszym zagadnieniu
masa czasteczek w obu naczyniach Bi C jest taka sama. J ezeliich érednia energia
poczatkowa jest taka sama, to ze wzgledu na sposéb, w jaki demon przenosi
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czasteczkiz B do (, pozostanie nie zmieniona przez czas trwania doswiadczenia.
Entropia ukladu wynosi wiec

S = Sp+S¢ = k{a(n3+nc)+n3 In % ~+ ncln —gg_} .
Przy przechodzeniu czasteczek z B do € objetodci pozostaja stale 1 wowezas
Ang == An, = —Ang,
tak ze

AS = k{a(An3+AnC)+AnB n VB 4 Angln S 1
np ne

tnpB (M Zf)AnB—Enc nc (m Zg )/_\nc}: —kAn, 1n(~—V£M?V£).

Vs
Z dobrze znanych zaleinoéci z kinetycznej teorii gazéw mamy

npvim nevem

Py = Fe = Ve

3V

a poniewaz zalozyliSmy juz, 7e energie érednie sa te same, otrzymujemy bez-
posrednio wzér (13.26).

Ze wzoru (13.26) wynika, ze ubytek entropii mozna otraymaé tylko wtedy,
gdy ru<l, a najbardziej korzystne warunki przyjmuja postaé

ruly  jezeli  u<l, to rAT (13.27)

Oznacza to, ze liczba czasteczek uciekajacych z powrotem jest mala. Obliczmy

teraz sprawnosé postepowania demona na II etapie przémiany (13.2):
informacja — negentropie.

Definiujemy te sprawno$é jako stosunek :

AS,  (1—ru)Inr
L 1—-lnu °

& = — (1328)
Prawg strong tego réwnania otrzymamy po uwszglednieniu wzoréw (13.24),
(13.26) 1 (13.27). Wezmy ru = e~P2l; wéwczas f>1 oraz

6“5

U=, Iny =—F—Inr; (13.29)

13 — Nauka a teoria informacji
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wobec tego
(1—e=%)Inr
l4-p+Inr

Sprawnoéé jest zawsze mniejsza od 1 1 moze przyja¢ wartoéé 1, gdy f jest

11 = (13.30)

duze oraz r bardzo duze. W tym przypadku u jest z pewnoécig bardzo male.
Okolicznoéé ta usprawiedliwia nasze zalozenia (13.24) i (13.27). Duza spraw-
noéé na Il etapie przemiany (13.2) uzyskuje si¢ przy duzej réinicy cisnien
pomiedzy C 1 B.

13.5. NEGENTROPIA POTRZEBNA DO OBSERWACH

Rozwazymy teraz pierwszy etap przemiany i obliczymy ilosé negentropii
wymagane] do uzyskania informacji.

Aby dowiedzieé sie, czy czasteczka uderzy w drzwiczkiw okredlonym prze-
dziale czasu 7, powinniémy sie postuzyé ciagiem impulséw promieniowania
o czasie trwania 7. Jezeli czasteczki nie ma, promieniowanie przechodzi przez
urzadzenic pomiarowe (rys. 13.1) nie bedac absorbowanym i wéwczas en-
tropia nie wzrasta. Jezeli jest czasteczka (lub wigeej czasteczek), promieniowanie
ulega rozproszeniu i jest absorbowane przez fotoelement. Entropia wzrosnie
o E|T,, gdzie Ty jest temperatura ukladu, a £ zaabsorbowana energia.

Przyjeliémy, ze érednia liczba czasteczek uderzajacych w drzwiczki (wzér
(13.19)) w pewnym czasie T wynosi u, oraz znalezliémy prawdopodobieristwo

e T <—T~>l

s tu_ o

Rys. 13.2. Ciag impulséw prostokatnych o czasie trwania 7 powtarzanych z okresem ¢,

py uderzen (jednego lub wiecej) w tym czasie (wzér (13.22)). Wynika stad,
ze éredni przedziat czasu ¢, miedzy uderzeniami czasteczek (lub grup uderzaja-
cych czgsteczek) wynosi
T
by = —. - (13.31)
Yo

Jest to zarazem $redni czas miedzy kolejnymi chwilami otwierania drzwi-
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czek, Trzeba wiec zarejestrowaé za pomocy fotoelementu cigg impulséw
o czasie trwania 7 i érednim odstepie £, miedzy impulsami (jak pokazano na
rys. 13.2).

Nasuwa sie pytanie: ile potrzebujemy kwantéw i jak wielkie powinny one
by¢, aby dokonywaé dokladnej rejestracji czasteczek ?

Pojedynczy impuls moina przedstawié calka Fouriera* (por. réwna-
nia (8.25) +(8.28)); odpowiada mu widmo ciagle o efektywnej szerokodci
pasma '

1
Vmax = 35— (1332)

27’

Impuls zawiera zatem nieskoniczona liczbe skladowych harmonicznych.
W klasycznej teorii kazda skltadowa harmoniczna ma nieskoticzenie mata
energie, ale catkowita energia impulsu pozostaje skoticzona. Teoria kwantowa
databy skoriczong energie v dla kazdej skladowej i catkowita energia impulsu
moglaby przyja¢ wartoéé nieskoriczona.

Inaczej przedstawia sie syluacja w przypadku ciagu impulséw o érednim
okresie powtarzania t,. Zagadnienie Lo rozpatrzymy przy zalozeniu uprasz-

CZ) A b) A

——

|
|
! N
I \-/ < > T
Y may v Y max 4

Rys. 13.3. a) Widmo ciagle pojedynezego impulsu; b) Widmo dyskretne ciggu impulséw.
Obwiednia ma taks sama postaé jak widmo ciagle

czajacym, przyjmujac, ze czas powtarzania t, Jesl niezmienny, co odpowiada
zatozeniu modelu periodycznego. Ciag impulséw mozna roztozyé w szereg
Fouriera o widmie dyskretnym zawierajacym. tylko pewne czestotliwodci, jak

* Bardziej ogdlne rozwasania przytoczono w Dodathu IT na koficu tego rozdzialu, Zasta-
pienie pojedynezego impulsu (calka F ouriera) ciggiem impulséw (szereg Fouriera) jest odwréce-
niem rozwazan z rozdz. 8.3 przy wprowadzaniu calek Fouriera,

18%
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to pokazano na rys. 13.3. Czestotliwodciami tymi sq:

1 |
0, s 20y oo 2% do T vy = :5%%. (13.33)

Maksymalna czestotliwoéé musi leze¢ dostatecznie wysoko, aby mozna
bylo wytworzyé waskie impulsy o czasie tiwania 7. Wyplywa stad warunek
podobny do (13.22), ktéry w przyblizeniu mozna zapisac:

1

Viax == MV, = m2¥_; . (13.34)

Nalezy podkreglié, ze uproszczonym modelem periodycznym postugiwaé sig
mozemy tylko tak dtugo, dopéki ¢, jest dtuzsze od 27, tak iz przerwa (t,—7)
nie jest krétsza od czasu trwania impulsu 7. W ogélnoéci otrzymujemy n+1
* skladowych harmonicznych lacznie z czegstotliwosdeig zerowa:

1 1

Ry = <l 13.
Sov %, Venaxlu (13.34a)

n

Rozwazmy przyklad zakladajac, ze amplituda wyrazu zerowego wynosi
A4/2 i A dla innych czestotliwosci. Zalézmy dalej, ze harmoniczne zawieraja
tylko skladowe cosinusoidalne (wyrazy z sin kg = 0). Wypadkowy sygnal
mozna zapisaé w postaci

sin (n - %) @
A i . (13.35)

1
f(#) =‘A 5 +cos @-+cos 2@-4...+ cos ny ==
2 sin 59

Prawa strona réwnoéci wynika z tozsamosci Lagrange’a, ktéra wykorzystalismy
juz we wzorze (8.601), gdzie

@ =2y, ¢ = 2mtft,.
Otrzymujemy przeto ciag impulséw rozmytych (juz nieprostokatnych), jak
pokazano na rys. 13.4. Ksztalt ich opisany jest przez wzoér (13.35). Maksymalna
amplituda wynosi (n+Y,)4 dla ¢ = 0, a pierwsze zera po obu stronach wys-
tepuja przy

1 ty
=Rty = Eh =g

Catkowity czas, ktéry uplywa od jednego zerowania si¢ impulsu do nastep-
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nego, wynosi 2ty, leez efektywny lub nominalny czas trwania impulsu (roz-
patrywany w rozdz. 8.4 1 8.5) odpowiada w przyblizeniu polowie tego czasu.
Jest to wiee czas, w ciagu ktérego amplituda jest rzeczywiscie duza. Definiu-
jemy wiec

Ly

2
—h= 2n-1

1
b not = (13.36)

Jest to relacja, ktéra zastepuje prayblizony warunek (13.34a); ¢, jest okresem
powtarzania impulséw,

A

I~

A

‘/2AE

Ymax ¥

Rye. 13.4. Ciag impulséw rozmytych opisanych réwnaniem (13.35) o efektywnym czasie
trwania T powtarzanych z okresem ¢, oraz ich widmo Fouriera

Srednia energie impulsu obliczymy ze wzoru Parsevala (wzér (8.12)):
L 1 = 1 1 1
2 __ 2 9r T 42 A2 42 =,
7 tujfdt 4A+ZZA 2A(n+2)
0

Energia impulsu sklada sie z wyrazu zerowego w kwadracie oraz wyrazéw
'/y4%, ktére pochodza od A2 cos? me.

Moc srednia (energia na sekunde) ciagu impulséw przedstawiona jest
przez bf 2, gdze wspélezynnik liczbowy b zalezy od wyboru jednostek.

Pt =1 {nt 2ot (1337

Prawie cala energia skoncentrowana jest w krétkich impulsach o szerokoéci
7. Mozna to tatwo sprawdzié. Najwigksza amplituda (n+15)A (przy t = 0) od-
powiada mocy szczytowe;j

Par = bln-+12 42 = 2(n 4P,
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zgodnie za$ ze wzorami (13.37) i (13.36) mamy
Pyt = Pt,, (13.37a)

co dowodzi, Ze energia w impulsic jest réwna catkowitej energii za okres .
Musimy teraz przesledzi¢ pobudzenie termiczne réznych stopni swobody,
ale wpierw zalozymy, Ze wszystkie czestotliwoéci sg stosunkowo niskie, tj.

hv<<kT,

gdzie T jest temperaturg ukladu. Ze wzoru (13.34) otrzymaliémy n--1 stopni
swobody za okres czasu ¢, i wynik ten zgadza si¢ z rozwazaniami przyloczo-
nymi w rozdz. 8 (wzér (8.57)). Wyraz zerowy ma érednia energie Y/,AT,a kazda
z n skladowych harmonicznych posiada érednia energie k7. W sumie, zgodnie
" ze wzorem (13.36) érednia energia termiczna za okres £, wynosi.

_ 1) » |

Energia ta jest réwnomiernie rozlozona w calym okresie ¢,.
Prawdopodobiefistwo zaabsorbowania $wiatta przez fotokomdrke jest pro-

porcjonalne do energii dostepnej w kazdym podprzedziale czasu. W czasie

trwania impulsu 7, zgodnie ze wzorami (13.37a) 1 (13.38), jej wielkoéé wynosi

E, = Pyr+FEr —;— — Pt %kT.‘

u

W pozostalym czasie (¢,—7) mamy

By = Fr(ty—)ftu = 5 FTT{t,fr) 11

Skladowa Ej; bedzie powodowaé falszywe ahsorpeje, ktére wplywaja na niepo-

zgdane wprawianie w ruch drzwiczek. Aby w pracy uldadu zmniejszyé bledy

tego rodzaju, przyjmujemy

stad '
1

P, + %kT = 5 kT [(tjr) 1],
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Poniewaz « jest duze, zag —_ male, to warunek ten sprowadza si¢ do postaci
by

PryakT)27 - (13.40)
i wtedy Pt, oznacza energi¢ promieniowania zaabsorbowanego w czasie

t, w fotokoméree. Srednia energia zaabsorbowana w czasie 7 wynosi Pr i od-
powiednio érednia entropia wzrasta o wartosé

— T 1
AS, = P‘mf e -éwock. (13.41)

Wszystkie prayblizenia opieraja sie na zalozeniu, ze
t,>T oraz u<l.

Mozemy teraz oméwié sprawnoéé postgpowania demona w pierwszym etapie,
kiedy negentropia zmieniana jest w informacje. Ze wzoréw (13.18) i (13.24)
otrzymujemy sprawnoéé za okres 7

I
AS;

ey = L2—pyInp,—pyInp)fa ~ 2u(l—In w)ja.  (13.42)
Ostatnie wyrazenie jest shuszme dla bardzo malych wartodci u. Jezeli u zbliza
sie do jednoéci, wéwezas rozwazania sq bardzo trudne. Sprawnogé g mMoze
w tym przypadku by¢ wyisza. Dla malych wartodei u sprawnosé staje sie coraz
mniejsza.

Podsumowujac otrzymane wyniki widzimy, zZe:

¢ » tj. sprawnosé w I etapie osiaga maksimum, gdy w1,
éyp 1. sprawno$é w II etapie osiaga maksimum, gdy u jest bardzo male.

Sprawno$é catkowita obliczymy poslugujac si¢ wzorami (13.28) i (13.42).
Daje to
2u(l—ru) Inr

£y = €1 E11 = " . | (134:3)

Tak jak we wzorze (13.29) bierzemy

ru = e = p<l
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&
b
24(l—m)Inr _Inr
= < A
%o ar = 2ra’ (13.44)
X ‘todcia optymalna jest 5 = 1/,. Ostatnie wyrazenie przyjmuje mak-
simum dla 7 = e, dajac u = M — 2. Jest to niewielka wartoé¢, dla ktérej

wszystkie nasze przyblizenia sa shuszne:

11
fomax =5 0 544

Catkowita sprawnos$é spada do zera, gdy r = 1 (réwne ciénienia w B i (),
i réwniez wtedy, gdy 7 jest bardzo duze (duze cidnienie w (). Wykazalismy
w ten sposéh, ze calkowita sprawnodé zawsze jest mniejsza od jednodci, jak
réwniez, ze sprawnoéci e oraz &y sa mniejsze od jednoéci, nawet w anormal-
nych okolicznodciach, gdy stosunek ciénient r jest bardzo duzy.

o> 1.

13.6. ZAGADNIENIE SZILARDA: DOBRZE INFORMOWANA MASZYNA
CIEPLNA

W roku 1929 Szilard* opublikowal wainy artykul dotyczacy zagadnienia
demona Maxwella i jako pierwszy wykryl powiazanie miedzy informacja
a entropia. Byla to rzeczywiscie pionierska praca. Znaczenia jej nie doceniano
przez dlugi okres czasu, dopiero obecny rozwdj teoril wysunal ja na pierwszy
plan.

Rozpatrzymy teraz niektére cickawsze zagadnienia poruszone przez Szilarda
i oméwimy nowa prace Gabora* poruszajaca tez te zagadnienia.

Szilard rozwaza nastepujacy przypadek: zamkniety cylinder o objgtosci
V moze byé podzielony na dwie czebci V', i ¥, przez umieszczenie przegrody
w pewnej pozycji. W eylindrze znajduje sie tylko jedna czasteczka. W chwili
gdy obserwator wsuwa przegrode, moze on wjakid sposéb dowiedzieé sig, gdzie
znajduje sie czasteczka:w Vy czy V. Przypuéémy, iz jest ona w V. Przegroda
przesuwa si¢ tak, jak tloczek wewnatrz cylindra 1 objetosé V; powigksza si¢
powoli do wartodei poczatkowej ¥, podezas gdy caly uklad pozostaje w stale]

* L. SzILARD, op. cit.
* D. GABOR, op. cit.
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temperaturze 1" utrzymywanej przeztermostat. W czasie tego powolnego ruchu
czasteczka wielokrotnie zderzaé sie bedzie z thoczkiem i zderzenia te wywolaja
srednie cignienie, podobne do cidnienia gazu idealnego. Zostaje przy tym wy-
konana pewna praca. Nastepnie wysuwamy przegrode umieszczajac ja znowu
w poloZeniu wyjéciowym, a cala operacja moze byé powtérzona od nowa.
Uklad ten wykonuje prace mechaniczna. Uklad pracuje przy jednej tempera-
turze, lecz wymagana jest informacja o polozeniu czasteczki. Naszym zadaniem
Jest oméwié powigzania informacji ze zmiana entropil. Wprowadzona przez
nas definicja ilosci informacji i wyniki uzyskane na tle poprzednich przykla-
déw umozliwia uproszczenie i dokladniejsze sprecyzowanie rozwazania.

Kolejnosé etapéw w schemacie Szilarda jest nastepujaca:

(1) Ustawiamy przegrode w pewnej pozycil.

(2) Wykrywamy, czy czasteczka znajduje sie w Vi, czy w V,.

(3) Przesuwamy tloczek w gére lub w dét — zgodnie z punktem B,

Pierwszy etap nie wymaga oméwienia. W punkcie B musimy wymyéleé
przyrzgd umozliwiajacy zlokalizowanie czasteczki w czasie dodwiadczenia,
Mozemy poshizyé sie wiazka éwiatla B, przechodzgca przez Vi drugg wiazka
By przechodzaca przez V,. Fotokemérki €y i €y moga reagowaé na éwiatlo
rozproszone przechodzice z V) lub V. Wykorzystajmy najpierw wiazke pro-
mieniowania By. Jezeli pojawi sie $wiatlo rozproszone w C1, to dowodzi to,
1z czasteczka znajduje siew V. Jezeli fotoelement C; nie wykryje éwiatla roz-
proszonego, lo jeszcze niczego to nie dowodzi:

czasteczkl moze nie byé w V;

czasteczka moze nie rozpraszaé $wiatha;

kwant $wiatla rozproszonego omija fotokomorke (.

Powtarzamy nastepne dodwiadczenie z wiazka By i V,. Ostatecznie kwant
hy zostaje rozproszony w obszarze Vy.badz V, i w ten sposéb lokalizujemy
czasteczke. |

Absorpcja hy w jednej z fotokomérek odpowiada wzrostowi entropii

zgodnie ze wzorem (13.7):
AS = o > L. ' (13.45)
Dokladniejsze rozwazania (wzér (14.17)) nieznacznie obniza granice,

dajac
ASzkIn 2 = 0,7 L (13.45a)



234 13. Demon Maxwella a negentropijna zasada informaciji

Obliczamy teraz ilo$¢ uzyskanej informacji. Prawdopodobienstwo p, znalezie-

. . [ . v po » V * « 7
nia czasteczki w V) jest oczywiscie réwne WVE ; Pa jest prawdopodobieristwem

tego, Ze czasteczka znajduje sig w V,, przy czym p, = T}:
V. V. ‘
P :‘71‘5 Pe 27—3*; pitpe = 1.
Rozwazmy oba przypadki oddzielnie. Mozemy wykorzystaé wzory (1.5)

i1 (1.6) oraz obliczy¢ iloéé¢ informacji dla przypadkéw:

I

czasteczka w V1 iloéé informacjizy = £ In S —FklInpg;
V} (13.46)
czasteczka w V, 1 ilos¢ informacjii, = & In = klnp,.
2
Srednia iloéé informacji przypadajaca na jedna operacje
I = pyiy+poia = —k(py In p14py 1n pg) >0. (13.46a)

Wzér ten odpowiada wzorowi Shannona (2.1). Kazda pojedyncza operacja
moze dostarczyé ilodei informacji mniejszej lub wiekszej od przyrostu entropii
AS wymaganego do uzyskania tej iloéci informacji, lecz érednia iloéé¢ informa-
cjil wyrazona przez wzér (13.46a) jest mniejsza od dredniego przyrostu entropii
za operacje: |

AS>1. (13.47)
Znak rownoéci zachodzi wtedy, gdy objetoéei V1V, sa rowne:
Vi=Vy=1V; py=ps="s; I=kln2,

co odpowiada maksimum éredniej iloéei informacji. Moga wystapié fluktuacje
iloéci informacji uzyskiwanej w poszczegdlnych operacjach. Jednak w wielu
prébach érednia ilosé¢ informacji jest mniejsza niz zaplacona za nia cena wyra-
zona negentropia AN.

Uogélniona zasada Carnota z rozdz. 12.2 jest zachowana dla wartoéci éred-
nich, przy czym wystepuja dodatnie lub ujemne fluktuacje

AN = —AS, AN-+I)<0. (13.47a)
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Oméwimy teraz zmiany entropii gazu i ostatnia operacje naszej maszyny.
Entropia gazu idealnego (wzér (12.12)) wynosi

S = Sy-+kln V.

W chwili wsuwania przegrody otrzymujemy pewien ubytek entropii:

v, R T '
Ac; = kIn (“”17‘) =klnp; <0, jezeli czasteczka jest w 17, (13.48)

Aoy =k In py < 0, jezeli czasteczka znajduje sie w V,.
Prawdopodobienstwa obu mozliwodei wynoszg odpowiednio p; 1 p,.
Widzimy, ze ubytek entropii (—Ae; lub —Aoy) jest zawsze Téwny poszeze-
gblnym ilodciom informacji 7, lub I3, poniewaz wyrazenia (13.46) i (13.48)
sa identyczne z wyjatkiem znaku. Co wiecej, érednia entropia gazu przypadajaca
na operacje maleje o

Ao = pyAcy+p,Acy = 1. (13.49)

Gdy przesuwamy tloczek i objetodé wzrasta do poczatkowej wartoéei V), to
odzyskujemy poczatkowa wartoéé entropii.

Wykonana praca W réwna jest cieph ) pobranemu z zasobnika ciepta
(przyjmujac powolny odwracalny proces):

14
Wm(_)mfpdv:kaiz:len s s pV =LkT,
V V,

co otrzymuje i wykorzystujac prawo Boyle’a dla jednej ezasteczki i biorac pod
uwage przypadek (1), tj. czasteczke w objetodei V- 1+ Przyrost entropii za okres
powigkszania objetodci wynosi

Q Py _ A
T ——kln “”ﬁ"l— == —‘A-E)"1>0.

Analogicznie przedstawia sie sprawa, jezeli czasteczka znajduje sie w V,. Ostat-
nie obliczenie potwierdza shisznoéé wzoru (13.48) i pokazuje, jak otrzymuje
sig poczatkowy ubytek entropii. W ogélnodei przyrost entropii netto
wynosi AS—TI (wzér (13.47)) za caly cykl przemiany.,

Udowodnili$my przeto praykladowo, ze ilogé informacji odpowiada ujemnej
entropii (wzory (13.47) i (13.48)), jednakze musieliémy uwazaé na fluktuacje,
poniewaz zalozylidmy, ze wpierw ustawiliémy przegrode nie znajac poprzed-
niego polozenia crasteczki.
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13.7. ROZWAZANIA GABORA

Gabor* badal podobne zagadnienie, lecz przyjat inny sposéb funkejono-
wania maszyny. Odwraca on kolejnoéé operacji (1) 1 (2) i postepuje w sposéb
nastepujacy:

(a) Upewnia sig, ze czasteczka znajduje si¢ w V7 (u Szilarda etap (2)).

(b) Umieszcza przegrode (u Szilarda etap (1)).

{¢) Przesuwa tloczek.

Gabor zaklada, Ze wigzka $wiatla oéwietlajaca V) wykorzystywana jest do
uzyskania informacji. Jego aparature pokazano na rys. 13.5. Pojedyncza
czasteczka porusza sie w cylindrze V7 utrzymywanym w stalej temperaturze 7.
Dolna cze$é cylindra V' ma przezroczyste $cianki (rys. 13.5) 1 oéwietlona jest
- przez $wiatlo o pewnej czestotliwoéci » pochodzace z rozzarzonego wldkna.
Uklad zwierciadel i soczewek utrzymuje obieg éwiatla bez pochlaniania,
dopdki pewna iloéé $wiatla nie zostanie rozproszona przez czasteczke i zaabsor-
bowana w fotoelemencie. Jezeli to zajdzie, przekaznik wprawia w ruch mecha-
nizm: tloczek rozdzielajacy wsuwa sie bez tarcia w cylinder, natomiast
dwa zwierciadla opadaja w dél zamykajac droge promieniom Swietlnym.
Czgsteczka stopniowo podnosi tloczek i wykonuje prace mechaniczng.

Po wprowadzeniu thoczka entropia zmaleje o wartosé

AS; =k ln(%) = klnpy < 0. (13.50)
W cyklu rozprezania nastgpuje wzrost entropii, ktéry pozwala przywrdcié jej
pierwotna wartosé.

Po zakoficzeniu rozprezania si¢ V; tloczek wysuwa si¢ w bok 1 zajmuje
pozycje wyjsciowa. Rysunek tego nie pokazuje. Entropie (wzdr {(13.50)) mozna
uczynié tak mata, jak checemy, zwiekszajac objetosé V. Trudnoéé, jaka tu
napotykamy, polega na tym, by udowodnié, ze ilo$é $wiatla wymagana pod-
czas obserwacjl wzrasta réwniez wraz z objetoécia V' w takl sposéb, ze poczat-
kowy przyrost entropii musi byé zawsze wickszy od obliczonego przyrostu
[AS, .

Rozwazmy pierwsza cze$é¢ operacji, gdy oczekujemy, aby czasteczka
weszla do ¥, i rozproszyta éwiatlo. Sredni czas oczekiwania ¢, jest proporcjo-

* D. GaBor, op. cit.
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Rys. 13.5. Maszyna Gabora. Swiatfo przechodzi przez V| tak dlugo, az pojawi sie czgsteczka,
ktéra rozproszy foton wykrywalny przez jeden z elementéw swiattoczulych. Jedli to nastapi,
przekainik wsuwa tloczek do cylindra, opadajgce zwierciadla brzestaniaja promienie $wietlne,
czasteczka zad zaczyna podnosi¢ Hoczek
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nalny do ¥, natomiast czas trwania blysku éwiatla rozproszonego wynosi
7 i proporcjonalny jest do V. Wobec powyzszego nasza obserwacja musi
dawaé dwie skladowe informacji:

(1) Czasteczka znajduje si¢ w V7, zamiast pierwolne] informacji, ze
znajduje sie w V.

(2) Zachodzi to w przedziale czasu 7, bedacego czescia calkowitego
czasu .

Jest to odmienna sytuacja od tej, ktéra wystepuje na rys. 13.1, gdzie polo-
senie czasteczki okre§lone bylo przez geometrie urzadzenia, natomiast
niezbedne obserwacje dotyczyly czasu.

Mozemy obliczyé catkowita ilod¢ wymaganej (w naszym przykladzie)
informacji korzystajac ze wzoru (12.1). Mamy

I =1k ln(&) ,
Py
gdzie Py réwne jest liczbie réwnoprawdopodobnych mozliwoéci w przypadku

oglnym i P; réwne jest liczbie réwnoprawdopodobnych mozliwosci, gdy
dana jest ilo$é informacji I. |

Py ot V(T 2
P, TV, \W")’

QOczywiscie, mamy

poniewaz

t V

e 13.51

T V, (13.51)
Tloé¢ informacji w tego rodzaju eksperymencie wyniesie

A% v
_ ") ) = —2%np,. 13.
I kln( Vl) 2k1n( V1) 2k In pq (13.52)

Tlogé informacji I jest dwukrotnie wieksza od przyrostu entropii ASy (wzbr
(13.50)), ktéry mierzy negentropi¢ otrzymywanad przy pomocy informacji 1.
Sprawnoé¢ przemiany informacji w negentropie wynosi '/, Obliczamy nastep-
nie przyrost entropii potrzebnej do otrzymania tej informacji. Na calym od-
cinku L (proporcjonalnym do ¥) musimy wytworzy¢ wiazke promieniowa-
nia éwietlnego pokrywajacego tylko odcinek L, (proporcjonalna do V-
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Mozna tego dokonaé na drodze superpozycji pewnej ilodei drgan wlasnych
o dlugodei L.
Wihadciwej formie drgan odpowiadaja diugodci fali

2 2L

2L, L, 3 L, .., 7

1 aby uzyskaé¢ dobry pomiar dlugoéci L, najkrétsza fala musi byé rzedu 2L,.
W takim razie mamy
p

L
M=i-= 7 (13.53)

Jest to liczba drgan whasnych przypadajaca na objetodé V.
Kazdej formie tych drgan odpowiadaja blyski o czasie trwania 7 powta-
rzane w odsigpach z,. Sytuacja jest zblizona do poruszone} w rozdz. 13.5

(wzory (13.39) oraz (13.41)) i wymaga przyrostu entropii na drganie

okt -
_(}___y_ pPrzy &y, > T oraz o > 1.
2t

Ostatecznie znajdujemy

Makt, ak{ 7 \2
AS — e =% (”ﬁ;)' (13.54)

Jest to calkowita entropijna* cena obserwacji. Poréwnajmy ten wynik ze
wzorem (13.52) Otrzymamy

AS—T = k[(oc —{;«) — In F] >0, a>1, (13.55)

s

SR

Wyrazenie to jest zawsze dodatnie. Gdy py maleje do zera, F wzrasta do nie-

gdzie

skoriczonodei, wobec tego wyrazenie (13.55) rodnie do nieskoriczonodci. Jest
to wyjasnienie zagadnienia Szilarda. Dalsze szezegdly mozna znalesé w rozdz.

15.

* Do oznaczenia kosztu obserwacji wyrazanego zmiang entropii uzywaé bedziemy terminu:
entropijna cena obserwacji. (Przyp. tium.)
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DODATEK I DO ROZDZIALU 13

Wykorzystujac rozwazania H. Jacobsona chcemy dowie$é shusznosei
wzoru (13.22). Bierzemy bardzo krotki przedzial czasu 8, w ciagu ktérego
nie moze zajéé wiecej niz jedno zderzenie czasteczki z powierzchnig A.

Prawdopodobienstwo jednego zderzenia: af {(({1;

Prawdopodobietistwo tego, ze zderzenia nie ma: 1—af.

Rozwazmy teraz przedzial czasu v = mf. Otrzymujemy

- m ars] L , . .

7o = (1 —al) — prawdopodobienistwo tego, ze nie
nastapi zderzenie czasteczki z po-
wierzchnia A w czasie 7,

7, = maf(l — )" — prawdopodobiefistwo tego, Ze na-
stapl jedno zderzenie czasteczki z po-
wierzchnia A w jakim$ przedziale m
o dlugosci 0,
m{m—1)

Ty =g ()21 —af)"—2 — prawdopodobienstwo tego, Ze nasta-
pia dwa zderzenia w czasie T,
m! ., .
7T, = i X (x@)"(1 —ady*~" — prawdopodobienstwo tego, Ze nastapl
nlim—n)!
n zderzen w czasie T.
Oczywiscie

Tyttt = [af4-(1—ab)]" = 1.

Jezeli 0 staje sig bardzo male, natomiast m bardzo duze, to
v 44

7y = (1—af)” = (1 —af)ad — ™",

Zauwazmy, ze 7, pokrywa sie z wyrazeniem na p, podanym we wzorze (13.22),
natomiast o7 = u. Dowiedliémy wiec w ten sposéb stusznosci wzoru (13.22).
Nastepnie

P = n1+%2+...+nm e T = ] e,

Jest to prawdopodobienstwo jednego lub wiecej zderzen czasteczki z po-
wlerzchnig A.
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DODATEK IT DO ROZDZIALU 13

Mozemy uogélnié¢ rozumowanie, z ktérego skorzystalismy we wzorze
(13.33). Zatéimy, 7e w miejsce impulséw odleglych od siebie o réwna wartodé
czasu, m impulséw jest przypadkowo roztozonych na bardzo dlugim odcinku
czasu ¢

m¥ \

L=
P1
gdzie m > 1 oraz p, = prawdopodobienistwu wystapienia aktywnego prze-
dziatu 7. [Przez przedzial aktywny rozumiemy ten odeinek czasu 7, w ktérym
nastapi zderzenie czgsteczki z powierzchnig A.]

Zaktadamy réwniez, ze cigg tych impulséw powtarzany jest w nastepu-
Jacych po sobie przedzialach o dlugodci #, co periodyzuje proces z dlugim
okresem t. Ten okresowy rozklad ma widmo o czestotliwodciach 0, Yoo
20y, ..., nvy (wzory (13.34) — (13.36)), gdzie

1 p 1
: -1
Vg == — = e Yy = Vmag Y ~—,
° £ mt 0 ax 2t

Maksymalna wartodé n wynosi

Dyskusja przytoczona przy wzorach (13.37) < (13.41) odnosi sie bezpodrednio
do tego przypadku, dajac éredni przyrost entropit w czasie 7

AS, = ak/2,

jak we wzorze (13.41).

16 — Nauka a tenria infarmnsii
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NEGENTROPIJNA ZASADA INFORMACJI W FIZYCE
OGOLNE]

14.1. ZAGADNIENIE POMIAROW W FIZYCE

Do tej pory mieliémy moznodé wyciagnaé kilka écidle sprecyzowanych
wnioskéw, ktére mozna podsumowaé, jak nastepuje:

(1) Informacja-Toze byé zmieniona w negentropie i odwrotnie. Jezeli
przemiana jest odwracalna, to straly nie wystepuja, jezell zas przemiana jest
nieodwracalna, to zawsze wystepuja straty.

(2) Dowolne doswiadczenie dajace informacje o ukladzie fizycznym,
érednio rzecz biorac, prowadzi do wzrostu entropii uktadu lub jego otoczenia.
Sredni przyrost entropii jest zawsze wiekszy (lub réwny) iloéci uzyskanej
informacji. Innymi stowy, za informacje placi si¢ negentropia, ale cena pla-
cona bedzie zawsze nie mniejsza od ilodci uzyskanej informacji. Obserwacja
jest zawsze powiazana z przyrostem entropii, a tym samym pociaga za soba
proces nieodwracalny.

(3) Najmniejsza mozliwa iloéé negentropii wymaganej podczas obserwacji
jest rzedu k, a szczegoélowe rozwazania daja

minimum negentropii = kln 2 = 0,7k ~
~ 10716 °K (w ukladzie CGS). (14.1)
Jest to dokladna warto$é graniczna, ktéra zgadza sie z wezesnie] przytoczonym

rozwazaniem Szilarda. W jednostkach binarnych minimum to oznacza wartos$é
jednego bita.
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(4) Wnoioski (1)-(3) prowadza do wythumaczenia zagadnienia demona
Maxwella, ktéry jest niczym innym, jak tylko urzadzeniem zamieniajgcym
negentropi¢ w informacje i odwrotnie. Cheemy teraz hardziej szczegélowo
zbada¢ punkty (2) i (3). Prowadzi to do rozwazaii na temat pewnodei i do-
ktadnosei do$wiadezenia fizycznego.

Czylelnik moze zauwazyé, ze musieliémy wprowadzié dowolny wspélczyn-
nik a (por. wzory (13.39) i (13.54)), o ktérym zalozyliémy, 7e jest dostatecznie
duzy, aby zredukowaé bledy obserwacji oraz zmniejszyé ilogé niepozadanych
zadziatann ukladu.

Wspétczynnik o« zabezpiecza pewnodé* urzadzenia doswiadczalnego.
Zagadnienie pewnoéci dodwiadezenia jest bardzo wazne i oméwimy je szcze-
gblowo. Zajmiemy si¢ réwniez zagadnieniem ustalenia minimum negentropii
wymagane]j w czasie obserwacji oraz dowiedziemy shisznosci wyrazenia (14.1).

Whioski z punktéw (2) i (3) podano juz przy omawianiu demona Maxwella.
Obserwator, fizyk, badZz demon wymagaja zawsze #réded negentropii, gdyz
kazda obserwacja oplacana jest negentropia z otoczenia. Potrzebne sa wiec
baterie, zasilacze, sprezone gazy itp. — wszystko to, co przedstawia srédia
negentropii. Potrzebne jest réwniez w laboratorium $wiatlo, aby mozna bylo
odczytaé wskazania amperomierzy lub innych przyrzadéw.

Jaka jest najmniejsza mozliwa iloéé negentropii potrzebnej do dokonania
obserwacji? Przypudémy, ze chcemy odczytaé wekazanie amperomierza utrzy-
mywanego w temperaturze I. Wskazéwka i sprezynka przedstawiaja uklad
drgajacy o bardzo malej czestotliwosci whasnej. Wskazéwka porusza sie ruchem
drgajacym Browna o $redniej energii kinetycznej /,kT i ze rednia energiy

catkowitg
E, = kT, (14.2)
G. Ising™* przyjal, Ze do poprawnego odezytu wymagana jest energia
E; > 4F, = 4kT. (14.3)

Energia ta po dokonaniu odezytu rozproszona bedzie na tarcie, efekt Joule’a,

* W literaturze polskiej przyjeto termin niezawodnosé. Poniewaz w tym przypadku ma
to inne znaczenie, gdyz niezawodnosé (reliability) odnosi sie do urzadzen, ktére zapewniajg
pewnos¢ obserwacji —— tutaj uzywaé bedziemy terminu: pewnosé. (Przyp. thum.).

** G, Ising, Phil. Mag. [6] 51 (1926), str. 827.
M. Courtings, Les Fluctuations dans les appareils de mesures, Congr. intern. d’elec-
tricite, vol. 2, Paris 1932.

18*
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tarcie lepkie przyrzadu itp. Oznacza to przyrost entropii catego ukladu o

AS = L = Ak. (14.4)
T
Wedlug kryterium Isinga entropia rzedu 4% wymagana jest dla dokonania
obserwacji. Wykazemy teraz, ze kln2 = 0,7k jest wartoscig graniczna,
przy ktérej mamy 509, szans na poprawng obserwacje 1509, na to, ze obserwo-
wane wskazanie przyrzadu spowodowane jest pobudzeniem cieplnym.

14.2. OBSERWACJE DOKONYWANE NA OSCYLATORZE

Rozwazmy teraz oscylator harmoniczny o czestotliwodei v i poziomach
energetycznych E, = nhr. Poruszone wyzej zagadnienie amperomierza
odpowiada przypadkowi granicznemu -— bardzo malej czestotliwoéci. Niektore
ogblne wnioski dotyczace statystycznych wlasnosei takiego rezonatora, utrzy-
manego w temperaturze T, uzyskalidmy juz poprzednio. Prawdopodobienstwo
poziomu energetycznego nhv wynosi

hy

KT
Mpy=2Be =1 B=1-e"";
n=0 =0

Pn = Be " — ewnx_e—(minl)x’ X =

(14.5)

stad na prawdopodobienstwo stanéw lezacych powyie] g—1 1 poniizej g
otrzymujemy, odpowiednio, wyraZenia

P.,=p,+p,., +...=¢e 7,
e~ P Pan ) } (14.52)

Pﬂ<n<g = potpPr+ - "|’qu1 = | —e ",

Jako érodkowa™ liczbe kwantowa m bierzemy mediane®™ okreélona przez
warunek

* Zob. np. M. Fisz, Rachunek prawdepodobiciistwa i statystyka matematyczne, War-
szawa 1938. (Przyp. tfum.).
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co daje
e =1, Jub  mx=In2~07,
tak ze |
E, = mhy = kTIn 2. | (14.6)

Mediane mozna pordwnaé z wartodcia érednia

= 1
n = ZO Moy = S - (14.7)

Dla matych czestotliwodei
hy kT  oraz x<€1,
tak ze wzér (14.7) daje
nx=1 lub FE=nhy=kT. (14.8)

Pozwala to wnioskowaé, ze mediana jest mniejsza od wartosei $rednie;.
W przypadku wielkich czestotliwodei sytuacja przedstawia sie inaczej. Omo-
wimy to w rozdz, 14.3.

Przystapimy nastepnie do obliczenia éredniej liczby kwantowej dla stanéw
n=q:

o) oG
Zinpn Beme X (gn) e
E’; == na = r=) s I =Q+r

i wykoraystujac warunek (14.5) i (14.7) otrzymamy
ﬁg = g-+-n, poniewai r = n. (14.9)

Srednia liczba kwantowa 7 / Zbioru stanéw n < ¢ otrzymywana jest bezpo-
srednio z relacji

Pn<qan‘+—Pn2qnq = 1,

co daje

g =n——d . qa a<y (14.10)
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Poréwnajmy te wyniki z mediang ¢ = m:

Ty = R T2 } (14.10)
Ny = R—M, N <M
Dla matych czestotliwosel
"n, = n(l+n2)~ 1,7n, }
= n(l—1n2) ~ 0,37, (14.12)

Mozemy teraz rozpatrzyé zagadnienie dokonywania obserwacji oraz przewi-
dywania jej pewnosci. Przypusémy, Ze obserwujemy w pewnej ustalone]
chwili czasu ¢ energie odpowiadajaca n > ¢ kwantom. Prawdopodobiefistwo
tego, ze ta wysoka liczba kwantowa moze byé uwarunkowana fluktuacjami te-
" ymicznymi i wynosi P, . Prawdopodobieristwo zajecia przez rezonator stanu
n < g na drodze normalnej, kiedy to absorbuje on pewna ilos¢ dodatkowych
kwantéw (ze Zrédla zewnetrznego), aby osiagnaé poziom powyzej poziomu g,
wynosi P,_ . Jezeli przyjmiemy réwne prawdopodobienistwa w obu przy-
padkach, to za ¢ musiny braé mediang, tzn.

2
g=m=—.
Z drugiej strony, gdybyémy przyjeli warto$¢ energii podana przez Isinga
(wzér (14.3)) na obserwacje pewna, to otrzymalibysmy
1
g =4 ‘;»

. (14.13)

(-Pn>q)/(Pn<q) == 6-4/(1""’”"3“4) A 54

co daje okolo 2-procentowe prawdopodobienstwo bledu spowodowanego
pobudzeniem termicznym rezonatoréw.

W chwili ¢ obserwujemy wiecej niz ¢ kwantéw w rezonatorze. Jezeli
uwarunkowane sa one fluktuacjami cieplnymi, to $redni nadmiar energli
pochodzi z otaczajacego rezonator termostatu 7' i zgodnie ze wzorem' (14.9)
érednia energia w tym przypadku wyniesie

E = nghy = qhv-+nhv. (14.14)

Jezeli g kwantéw absorbowanych pochodzi rzeczywiscie ze frédla zewnetrz-
nego, to nadmiar energii ghy przychodzi z tego #rédia i dodaje sig do normal-
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nej energii éredniej nhv dajac znéw wzér (14.14). Nadmiar energii ghv roz-
prasza si¢ pézniej na skutek tarcia, lepkosci czy tez strat omowych i jest
absorbowany przez termostat o temperaturze 7.

Jezeli réwnanie (14.14) odzwierciedla efekt fluktuacji, to méwi ono o tym,
ze termostat odzyskal czedé energii, ktéra utracit poprzednio. Jezeli réwnanie
- (14.14) odzwierciedla efekt absorpeji energii ze zrédla zewnetrznego, to mowi
ono, ze wowezas termostat absorbuje g kwantéw i zatem przyrost entropii
wyniesie

kln2, jezeli ¢ = m,

AS = gw|T = gkx = { (14.15)

4k,  wedlug Isinga.
Ten prayrost entropii olaczajacego uklad termostatu jest cenag, jaka placi
si¢ za obserwacje. Najmniejsza jej wartoé¢ wynosi k1n 2 lub 0,7k i otrzymu-
jemy ja wtedy, gdy dopuszczamy prawdopodobienistwo bledu 509,

Jest bardzo cickawe to, Ze nawet gdy wybierzemy granice m < n (por.
wzory- (14.6) 1 (14.8)), musi by¢ absorbowana pewna iloéé energii, aby rezo-
nator powréeit do stanu normalnego. Zachodzi to dlatego, ze graniczna war-
to$¢ m moze byé mniejsza niz n,lecz érednia wartoéé n,, kwantéw (o stanach
wyzszych od m) jest wieksza niz n (wzér (14.12)).

Wynik powyzszy jest jak najbardziej ogdlny i stosuje sie tak do matych,
jak i wielkich czestotliwodei, chociaz przyklad liczbowy dotyezyl tylko czesto-
tliwoéci malych.

14.3. REZONATOR WIELKIE]J CZESTOTLIWOSCI I CENA OBSERW ACJI

Rozwaimy rezonator wielkiej czestotliwodcei, dla ktérego hv moze byé rzedu
ET lub wigkszego. Wielkoé x nie jest juz mata 1 warunek (14.6) na mediane
nie bedzie dawaé zwykle wartodei catkowitej. Musimy wice wybraé najblizsza
liczbe calkowita:

g =>m, q, m calkowite, (14.16)

Pewnoéé¢ obserwacji jest wéwezas wieksza niz 509, a AS jest wigksze od & In 2
(wzér (14.15)), jezeli nadmiar energii ulega rozproszeniu i oddawany jest
termostatowl o-temperaturze T.

Wybieramy mnieco odmienny przypadek, odpowiadajacy zagadnieniu
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axwella. Czasteczki znajduja si¢ w naczyniu zamknietym o tempe-
/By ohserwowaé te czasteczki, postugujemy sie dodatkowym Zréd-
tery . tia, emitujacym kwanty /. Czasteczka jest obserwowana wtedy,
gdy rozproszy ona co najmniej jeden kwant A, kiéry pézniej trafia do foto-
clementu lub oka obserwatora. Kwant ten musi lezeé powyiej poziomu
promieniowania ciala czarnego, aby mozna go bylo rozrénié od tha.
Zalozylismy poprzednio (Wzory (13.4) i (13.38)), ze wymaganma powyzsze
prowadza do warunku

hy = ET.
Wykazemy teraz, Ze granice t¢ mozna obnizy¢ do
hv = kT 1In 2. (14.17)

W tym celu zauwazamy wpierw, ze najmniejsza absorbowana energia jest
kwant. Dalej, jedli zadamy, aby pewnoéé obserwacji jednego kwantu (lub
wiekszej ilodci) rezonatora byla wieksza niz 509, musimy przyjaé m = 1.
To wraz z warunkiem (14.6) i (14.7) prowadzi do zaleznodcl

— hy
m=n=1 oraz x—ﬁw]n.‘fl. (14.18)

Wartodé érednia i mediana pokrywaja sie 1 to wladnie odpowiada absorbeji
jednego lkwantu.

Stan podstawowy hez zaobsmwowa.nych kwantéw ma prawdopodobies-
stwo Y/, réwne prawdopodobienstwu wszystkich stanéw z 1, 2, 3 tub wieksza
ilogcia kwantow. Jezeli obserwujemy w rezonatorze jeden kwant (lub wiecej),
to prawdopodobienstwa tego, ze pochodzi on od rzeczywistej absorpeji, oraz
tego, ze moze byé wywolany fluktuacjami, rowne sg Y,. Gdy rozproszony kwant
zostanie zaabsorbowany przez oérodek otaczajacy o temperaturze 7, otrzymu-
jemy przyrost entropii otoczenia

AS = kln 2. (14.19)
Graniczna warto$é entropii k, przytoczona w rozdz. 13.3, nalezy zatem po-
prawié na %In 2, co nieznacznie podnosi sprawnosé¢ postepowania demona.

Jezeli w naczyniu zamknietym o temperaturze T rozpatrzymy rezonator
o wieksze] czestotliwosel », takiej ze

hv > ETIn2 lub x> In2,

to otrzymamy m << 1 i powinniémy przyja¢ ¢ = 1 — zgodnie ze wzorem
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114.16). Daje to pewnodé wieksza od 50%, natomiast AS wieksze od £ In 2.
We wszystkich tych praykladach obserwacja doestarcza jednego bitu infor-
macji TAK lub NIE, co jest odpowiedzia na pytania:

Czy dany rezonator zaabsorbowal energie?

Czy w danym miejscu znajduje sie czasteczka gazm?

Jedna binarna jednostka informacji odpowiada entropii £ In 2 i oplacona musi
byé negentropia wieksza niz % In 2. |

Nalezy zauwazyé, ze informacja ta odnosi sie do krétkiego okresu czasu:
tlumienie rezonatora spowoduje szybkie rozpraszanie nadmiaru energii lub
tez czasteczka wyjdzie poza pole obserwacji. Jest to prawo zaniku, ktére chara-
kteryzuje II zasade termodynamiki.

Przedstawione rozumowanie jasno wykazuje, ze Il zasada spelniona jest
tylko dla wartoéci éreduich, co wykazano w punkeie (2), rozdz. 14.1. Mozli-
wosé wystapienla nieprzewidzianych fluktuacji zawsze ogranicza zakres zasto-
sowanl I zasady termodynamiki. Moze sie zdarzyé, ze jedna szczegélowa
obserwacja moze byé dokonana za wyjatkowo niska cene, nie ma jednak
sposobu na to, by przewidzieé, kiedy i jak jej dokonaé. Tylko wartodei érednie
mozna przewidzieé w sposéb pewny.

loéé informacji odpowiadajaca wiekszej liczbie bitéw wplywa na bardzo
maly przyrost entropii ukladu ze wzgledu na mnoznik 1016 wystepujacy
we wzorze (14.1).

Zagadnienia, ktére obecnie omawiamy, nie maja wielkiego znaczenia dla
termodynamiki, ale zwiazek miedzy entropia i informacja jest fundamentalny
dla teorii informacji, ktérej nie mozna by konsekwentnie zbudowaé, nie
uwzgledniajac tego powiazania. Dalej rozpatrzymy specjalne warunki, przy
ktérych entropijna cena obserwacji moze staé sie duzo wyzsza niz wartodé
graniczna (14.1).

14.4. EKSPERYMENTY WYMAGAJACE WIELU JEDNOCZESNYCH
OBSERWACJI PRZY NISKICH CZESTOTLIWOSCIACH

W rozdziatach 14.2 i 14.3 omdwilidémy prosty przyklad, w ktérym do-
$wiadczenie polegalo na obserwacji jednego oscylatora, i znalezliémy granice
przyrostu entropii

AS=%kIn2
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przy prawdopodobiefistwie poprawnej obserwacji réwnym Yo, Granice te
uzyskano przy zatozeniu matych czestotliwodel. Jezeli przyjmiemy praypadek,
gdzie moga by¢ poigdane wielkie czestotliwoéel (rozdz. 14.3), wyniki moina
podsumowaé, jak nastgpuje:

In 2 — czestotliwodci male z iy < kT,

AS = A, k, gdrde A, = § b (14.20)

- czestotliwodel wielkie z Ay > ET.

Jest to przyrost entropii dla pojedynczej obserwacji. W praktyce promienio-
wanie ciala czarnego nie zawiera czestotliwodci wielkich, a jeden kwant
energii hy wystarcza, aby zapewnié pewnodé obserwacil.

Gléwny powéd ograniczenia, polegajacy na tym, ze informacja uzyskiwana
*jest tylko z odezytéw pozytywnych (zaobserwowanie wysokiej energii rezona-
tora), tkwi w tym, ze nie mozna éciéle zdefiniowaé pewnoscl odezytu negatyw-
nego. '

Rozwazymy teraz bardziej zlozone zagadnienie, w ktérym doswiadczenie
wymaga obserwacjl n oscylatoréw. W niekiérych przypadkach obserwacje
musza byé dokonywane jednoczeénie na n rezonatorach, w innych zas mozemy
obserwowaé je kolejno. Przy obserwacji mozna zadaé, aby tylko jeden z tych
rezonaloréw w ustalonej, danej chwili wykazywal energie wieksza od pewnej
granicznej wartoéci E), chociaz w innych urzadzeniach eksperymentalnych
obserwacje mozna oprzeé na obserwowaniu wysokiej energii pewne] liczby
rezonatoréw m:

| 1 <m < n.

Przyjmujac, 7e wszystkie rezonatory utrzymywane £3 w lermostacie przy stalej
temperaturze 7T, rozwazamy najplerw przypadek malych czestotliwoscl
(hv < ET). Problem sprowadza si¢ do okredlenia granicy FE, dla ktérej
prawdopodobiefistwo poprawnej obserwacji wynosi Yy, oraz prawdopodoblem
stwo obserwacji falszywej, spowodowanej fluktuacjami wynosi réwniez 1,

Rozpatrzmy dowolng wartoéé graniczna E; i oméwmy przypadek jednego
z n oscylatoréw. Ze wzoru (14.5a) mamy

P, = e BT (14.21a)

Jest to prawdopodobiehstwo tego, Ze energia rezonatora jest wieksza od E,
i pochodzi od fluktuacji cieplnych, natomiast

P, = 1—e BT (14.21b)
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oznacza prawdopodobiefistwo lego, ze fluktuacje dostarczaja rezonatorowi
energii mniejszej niz k.
Obserwujac n rezonatoréw, fatwo obliczyé prawdopodobiefistwa zaleine
od fluktuacji termicznych (tabl. 14.1).
Tablica 14.1

Wazor Okreslenie

Py = P(" prawdopodobiefisiwo tego, ze wszystkie n rezonatoréw
ma energie > Fj

Ppn—1 =N Pt p, prawdopodobienstwo tego, Ze jeden z rezonatc)]‘."éw ma
E energie << Ej, podczas gdy pozostale (n—1) maja
energie >> k;

n{n—1) 2 prawdopodobienstwo tego, Ze jakie§ dwa rezonatory maja

Pup—2 = 5 »"2 py energie < F;, natomiast (n—2) maja ener-
gie > L

nl " prawdopodobienistwo tego, Ze m rezonatoréw ma

Pup—m = m")“' Pt Py energie < Ej, a pozostale (n—m) maja ener-
gie = fy

Puo = D5 prawdopodobienstwo tego, Ze wszystkie rezonatory maja

energie < od £y

Nalezy wspomnieé, iz w rozdz. 14.3 zatozono, ze obserwacja polega na
odezytaniu energii rezonatora wiekszej od wartosci E;. Odezyt negatywny,
tj. obserwowanie niskiej energii rezonatora, nie daje zadnej informacji ze
wzgledow przytoczonych w rozdz. 13.6 podezas omawiania przez nas maszyny
cieplnej Szilarda. Suma prawdopodobieristw rozeiagnieta na wszystkie przy-
padki réwna sie¢, oczywiécie, jednodei:

n
2 Paswem = Pt — P PE L P =
me=0 ml(n—m)!
= (P, +P,)" =17 = 1.

Okredlmy teraz szczegdlowo warunki doéwiadezenia polegajacego na
ohserwacji. Zakladamy najpierw, Ze obserwacja daje wynik pozytywny, gdy
ktéry$ z n oscylatoréw posiada energie wicksza od E,. Prawdopodobiefistwo
P§ oznacza, ze wynik ten nie jest spowodowany fluktuacjami, a 1-—P§ jest
prawdopodobiefistwem tego, ze jeden lub wiece] oscylatorow dzieki fluktu-
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acjom termicznym podniosto swoja energie do wartosci wyzszej od £
Prawdopodobienstwo poprawnej obserwacji wynosi zatem Pj, poniewaz
obserwowana energia jest wieksza od E;. W tym przypadku musi byé¢ ona
wynikiem absorpeji energii ze Zrédia zewnetrznego. Prawdopodobiefstwo
obserwacji falezywej spowodowanej fluktuacjami wynosi 1 —FPg. Zadamy teraz,
aby poprawna obserwacja zachodzita z prawdopodobiefistwem 1/, 1 otrzymu-
jemy warunek

\ 1 '
7= (1—en)t == 5 Py Ey = AkT (14.22)
lub

1\
ey =1— (WZM) . (14.22a)

Dia n = 1 otrzymujemy przytoczony wezesniej wzér (14.15):

Ey=kln2, A;=In2

13

Gdv n wzrasta, E, musi takze wzrastaé, poniewaz prawa strona wzoru (14.22a
y H ! )

A

maleje wraz ze wzrostem n. Funkeja e ~r réwniez maleje. Mozemy zlogarytmo-

waé obie strony wzoru (14.22) i otrzymaé wyrazenie przyblizone dla A, :
nln(l—e ) ~ —nenm~ —In2
lub
A ~1Inn—In (In2) &~ In n+0,3607. (14.23)

Ponizej przyloczono niektore wartoscl wspélezynnika A,z
n =] 1 2 4 100 10000
A, ~ 060 123 184 495 958

(14.24)

W naszym doé$wiadczeniu wzbudzony rezonator przyjal nadmiar energll,
ze #r6édla zewnetrznego, przy obserwacji poprawnej. Jezeli obserwacja jest
falszywa, nadmiar ten pochodzi z termostatu. W obu przypadkach ten nadmiar
energil zostanie zaabsorbowany péiniej przez termostat, co w przypadku
poprawnej obserwacji prowadzi do przyrostu entropil o

E;

]1
Rozwazania przytoczone tutaj sa podobne do rozwazan przytoczonych przy
omawianiu wzoréw (14.14) i (14.15).

A — AL
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Nalezy podkredlié, ze wyliczony tu prayrost AS oznacza tylko granice
dolna. Rzeczywisty przyrost moze byé wickszy od kA4,. Absorpcje energii
ze zrddla zewnetrznego (zasobnika) obserwujemy tylko wiedy, jezeli zaabsorbo-
wana energia podnosi rezonator do poziomu wyzszego od Ej. Inne rezona-
tory moga absorbowaé energie ze frédla zewnetrznego w mniejszych ilosciach,
co jednak nie podniesie energii rezonatoréw powyzej poziomu E, i ujdzie
nasze] uwadze. Ta zaabsorbowana energia w péiniejsze] fazie przejdzie
réwniez do termostatu i wniesie dodatkowy nieznany przyrost entropii.
Dochodzimy ostatecznie do warunku

AS > A,k (14.25)

Poniewaz A, jest funkcja rosnaca n, dolna granica przyrostu entropii staje
sig wigksza, jezeli liczba rezonatoréw niezbednych do ohserwacji wezrasta.

Réwnania (14.22), (14.22a), (14.23) i (14.24) na A, otrzymano w oparciu
o zalozenie, ze tylko jeden z rezonatoréw dostarczyl odezytu pozytywnego.
Réwnania te sq jednak wazne w przypadku, kiedy otrzymujemy m (1 <m < n)
odezytéw pozytywnych, jezeli zadamy, aby wszystkie byly prawdziwe z prawdo -
podobienstwem Y, Oznacza to, tak jak poprzednio, iz prawdopodobienistwo
tego, ze wszystkie n rezonatoréw majg energie wieksza od Ej, powinno wy-
nosi¢ Yy, jezeli uwzgledniamy tylko fluktuacje. W takim razie wszystkie przy-
toczone poprzednio wzory na A, sa stuszne. Musimy jednak zmodyfikowaé
wzor (14.25) wyrazajacy przyrost entropil, poniewaz termostat absorbuje
teraz energie mkE,, W takim razie |

E

e PEL g
AS == = mAyk

lub, jezeli uwzglednimy nicoznaczono$é w odezytach negatywnych,
AS > mAk. (14.26)

W rozwa:'aaniach'tych wykorzystalismy tylko nieduza cze$é tabl. 14.1.
Inne prawdopodobieristwa moglyby byé wykorzystane w innych zagadnie-
niach, talich np., w ktérych tylko pewna czeéé odezytéw pozylywnych uwa-
zana jest za prawdziwa.

Inaczej wyglada sprawa w przypadku wielkich czestotliwodei. Jeden poje-
dynczy kwant hv przypadajacy na rezonator wystarcza do przeprowadzenia
obserwacji pewnej i oczywidcie reprezentuje on minimum wymaganej energii.
Czestotliwodei wielkie, w promieniowaniu ciala czarnego praktycznie nie
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u]q Wobec tego wezmy

hy
kT~

Ej=hy = AKT, A=

Podsumowujac otrzymane wyniki mozemy stwierdzié, ze doswiadczenie
wymagajace n réwnoczesnych obserwacji n rezonatoréw zamknietych w termo-
stacie prowadzi do przyrostu entropii

AS = Ak ' (14.27)
na kazdy rezonator, ktérego energia jest wieksza od E;, gdze

A, — zgodnie ze wzorami (14.23) i (14.24) dla czestotliwosei

A= niskich, o hy < kT, (14.28)

~—_ — dla czestotliwosci wysokich, o Av > kT.

Przypadek posredni Av &~ kT powinien byé przeanalizowany oddzielnie
z uwzglednieniem specyfiki konkretnego zagadnienia.

14.5. ZAGADNIENIA WYMAGAJACE DUZEJ PEWNOSCI OBSERWACJI

Nasze poprzednie rozwazania opieraly sie na zalozeniu, Ze mozemy byé
zadowoleni, jesli w naszym doswiadezeniu mamy 50% bledéw. To bardzo
stabe ograniczenie wybrano w celu uzyskania najmniejszej wartosei przyrostu
entropil zwigzanej z dodwiadczeniem. Interesujaco przedstawia sie sprawa,
jezell nasze badania rozciagniemy na zagadnienia wymagajace wieksze] pew-
nosci 1 obserwowaé bedziemy, jak wzrasta entropijna cena pomiarow.

Podkreélmy tu roznice miedzy pewnoécia i dokladnoécia. Pojecie doklad-
noéei zostanie szezegdlowo omdwione w rozdz. 15, a zdefiniowaé ja mozemy,
jek nastepuje: Mamy wielkoéé x mierzona z bledem Ax, przy czym caly zakres
mozliwych obserwacji wynosi I. Dokladnoéé defininjemy wzorem

1
T Ax
Na przyklad przy postugiwaniu si¢ miarka metrowa z dzialkami co milimetr
A = 1000, natomiast postugujac sie miarka jardowa z dzialkami co 1/, cala
otrzymamy < = 144.

A (14.29a)
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Pewnoéé stanowi zagadnienie odrebne, ktére teraz oméwimy. Przypuéémy,
ze dane jest postepowanie doswiadczalne z wymaganiami pewnej dokiad-
nosct. Zawsze istnieje mozliwodé, ze fluktuacje termiczne spowodujg falszywe
odezyty i moga wplynaé na niepoprawne wskazania. Bedzie to zachodzié z pew-
nym prawdopodobiehstwem. Zamiast rozwazanego poprzednio prawdo-
podobienstwa Y/,, chcemy teraz zajact si¢ przypadkiem, w ktérym prawdopodo-
biedstwo hledu moze byé zmniejszone do wartodei

1
P==, r>2 (14.29b)

r

Warunek Isinga (wzory (14.3), (14.4) (14.13) i (14.15)) odpowiada r = 54.

Zacznijmy od doswiadezenia z rezonatorem matlej czgstotliwodei, w ktorym
dokonuje si¢ jedynego odczytu. Mosna tu przytoczyé bezposrednio nasze
rozwazania z rozdz. 14.2 z tym, ze musimy wybraé warloéé graniczng q»
ktéra daje -

Pn'}q :. 6'_9‘7‘: :‘}—.

Zgodnie ze wzorem (14.5a) olrzymamy

hy

Inr =gy =22, 14.30).
9% =S (14.30)
Energia graniczna rezonatora wynosi ghw. Po dokonaniu obserwacji ta whisnie
dodatkowa energia zostaje rozproszona na skutek thumienia rezonatora
(wzér (14.14)), w wyniku czego wzrasta entropia termostatu 7' (wzér (14.15)) o

qhy
AS="—"="Fklnr. (14.31).

T
Entropijna cena pomiaru wzrasta wiec logarytmicznie ze wzrostem pewnosci r.,
Rozpatrzmy teraz eksperyment, w ktérym dokonuje sie wielu obserwacji
w celu rozszerzenia wynikéw z rozdz. 14.4. Nasy wezesniejszy wzér (14.22).
zastapmy réwnaniem

-

P=(lmeun — 1_%, By = AT, (14.32).

gdzie P jest prawdopodobienstwem tego, ze dla n rezonatoréw dokonujemy
m pozytywnych odezytéw i wszystkie te odczyty sa prawdziwe, natomiast E,
jest energia graniczna kazdego z n rezonatoréw.
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Poprzedni wynik (14.31) odpowiada n =1 oraz
“ A, =1Inr. C(14.33)

Poniewaz dla duzych wartoéci r oraz n wielkoéé A, staje sie bardzo mala,

mozna wzory uproécié korzystajac z wyrazen asymptotyczitych. Logarytmujac
obie strony wzoru (14.32) mamy

1 1

nln (1—e 42) &~ —ne=4n, In (lw——-) R

r r

i stad ' $

1

r

s (14.34)

ne

fub

A, ~1In(rn), m> 1.

!

Wepdlezynnik A, dla czestotliwosei’ matych moze w prakiyce zmieniaé sie
od 0,7 do kilkuset. Wzor (14.34) moze dawaé dobre przyblizenie nawet przy
matych wartoéciach n, poniewaz jest on stuszny dla n = 1.

Ostatecznie energia rozproszona w m rezonatorach wynosi md kT,
a catkowita cena entropijna obserwacji wynost

AS = kmA, = kmIn (). (14.35)

Przypadek wielkich czestotliwodci jest znowu inny. Jeden pojedynczy kwant
hv przypadajacy na rezonator wystarcza do obserwacji, poniewaz drgania
o wielkich czestotliwoéciach w promieniowaniu ciala czarnego praktyceznie
nie wystepuja:

Ey = hy = AT, ]

hv
—_ —— N L T ].4‘-‘
A kT,h1>}T, (14.36)
AS = mkA.

Dochodzimy zatem do wspélezynnika

IA” dane przez wzor (14.34) dla czestotliwodei bardzo

A ]h malygh, o hy <€ kT, (14.37)
v

T dla czestotliwoéci wielkich, o Av = k7.
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Przejécie od maltych do wielkich czestotliwoéei byloby trudniejsze do zanalizo-
wania; uzaleznione jest réwniez od specyfiki kazdego rozwazanego zagad-
nienia.

We wszystkich poruszonych do tej pory przykladach zakladali$my, ze
obserwowano n oscylatoréw utrzymywanych w temperaturze termostatu T,
W pewnej chwili obserwowalidmy encrgie tych oscylatoréw, a pézniej ustalata
sig kolejno réwnowaga temperatury miedzy oscylatorami i termostatem.,
Pewna ilogé energii zostaje przy tym rozproszona i entropia termostatu
wzrasta. Sytuacja taka jest najprostsza do analizy, niemniej jednak przypadek
wielkich czestotliwodei wymaga bardziej szczegétowego omdwienia.

14.6. DOKLADNIEJSZE OMOWIENIE DOSWIADCZERN, W KTORYCH STOSUJE
SIE WIELKIE CZESTOTLIWOSCI

Warunki, jakie zalozylismy w niniejszym rozdziale, stanowia zadowalajaco
dokfadne potwierdzenie teorii w przypadku malych czestotliwodei. Czasami
jednak dodwiadczenie wymaga postugiwania sie wielkimi czestotliwodciami -
I moze byé wéwezas interesujace, czy catkowita energla wymagana podczas
dodwiadezenia musi ostatecznie zawsze ulec rozproszeniu. Réwnanie (14.36)
okredla z pewnoscia catkowita iloéé energii wymaganej do obserwacji, lecz
zamiast postugiwaé sie odbiornikiem w postaci rezonatora ulrzymywanego
W temperaturze 7, mozemy pomysleé o innym przyrzadzie, takim jak foto-
komérka utrzymywana w temperaturze 7. Promieniowanie wykorzystywane
w eksperymencie moze uderzyé w metal, z ktérego wybije elektron o energii
kinetycznej |

Ekg - h?)"‘“* Wo, ) (14'.38)

gdzie W, jest praca wyjscia elektronu. Eiekt_ron moze by¢ potem hamowany
przez pole elektryezne, tracac energie Wy, réwna pracy wykonanej przez
pole. W konicu elektron osiggnie ekran fluorescencyjny o temperaturze T
i zostanie pochloniety. W chwili absorpcji elektron posiada malg energie
kinetyczna '

By, = hw—Wy—W, (14.39)
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i energia ta zmienia si¢ na cieplo dajac przyrost entropii ekranu
hy—Wo—W,
T

Jezeli pole hamujace jest stabe, AS bedzie nieznacznie mniejsze niz Av/T.

AS = (14.40)

Jezeli pole jest silne, elektron nie moze osiagnaé¢ ekranu 1 obserwacja jest
niemosliwa. Dogwiadcezenie dawaé moze wyniki pozytywne wtedy, gdy elek-
tron osiagnie ekran z energia wieksza niz fluktuacje termiczne ekranu, to
za$ prowadzi do zagadnienia omdwionego w rozdz. 14.5.

Nalezy zwrdcié uwage na réznice mieduay

: AL = nhy (14.41)

bedaca najmniejsza, catkowila energia wymagana w doéwiadezeniu z wykorzy-
"stapiem n komérek odbiorczych, a najmniejszym przyrostem entropil n od-
biornikéw przy obserwacji o pewnosci 7,

AS = knd . (14.42)

Wystepujacy tu wspélezynnik A, zostal zdefiniowany przez wzory (14.23),
(14.24) i (14.34). :
W przypadku wielkich czestotliwodcl mamy

AQ = TAS < AE. ' (14.43)

Tylko czeéé caltkowitej energii AL zamienia sie w cieplo AQ, a pozostala
réznica energii moze byé przeksztalcona na prace elektryczna lub mechaniczna
AW:

AW = AE—-AQ. (14.44)
W wiekszodel urzadzenn do$wiadezalnych nie dbamy o to, czy energia AE
ulega rzeczywidcie przemianie w cieplo lub czy zostaje odzyskana, mimo to
poprzednie nasze rozwazania teoretyczne pozostaja shuszne.

Postugiwanie sie wielkimi czestotliwoéciami do uzyskania pewnej iloéci
informacji okazuje sie zatem bardziej kosztowne niz postugiwanie si¢ czgsto-
tliwosciami matymi, chociaz mozna by wprowadzié jakieé specjalne urzadzenia
pozwalajace odzyskaé (w postaci pracy) czeéé energii zwidzane] z wielkimi
crestotliwodeiami. J ednakze zawsze niezbedne jest rezerwowanie dostateczne]
iloéci energii do uaktywnienia detektora malej czestotliwosci, tak ze po-
przednie wyniki odnoszace sie do rezonatoréw malej czestotliwosel daja
minimalny koszt obserwacji. Wspomniane urzgdzenie minimalizujace straty
energii w przypadku wielkich czestotliwogei mozna po prostu wyobrazié
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sobie jako przyrzad przeksztalcajacy poczatkowe syluacje, wymagajgce
wielkich czestotliwogei, w sytuacje, dla ktérych mamy juz do czynienia
z malymi czestotliwogeiami.

Warto w tym miejscu wspomnieé o metodzie fotograficznej. Podczas
uderzenia kwantu Ay w klisze fotograficzng nastepuje jonizacja atomu i emi-
towany zostaje elektron o energii kinetycznej £ + Wyrazonej przez wzor
(14.38), gdzie W, jest teraz progiem jonizacji. Elekiron przebywa pewna
odleglodé i ostatecznie zostaje zatrzymany w emulsji tracac swoja energie 1
(czedciowo na wykonywanie pracy, czgsciowo na cieplo wytwarzane podezas
licznych zderzen). W, jest tu duzo wieksze od kT (poniewaz jonizacja nie
zachodzi pod wplywem fluktuacji termicznych) i cieplo wytworzone w emulsji
bedzie wigksze od T (w przeciwnym razie elektron nie przebylby dostatecznie
dlugiej drogi i méglby byé odrzucony na skutek pobudzenia termicznego).
Warunki te nie odbiegaja od dopiero co oméwionych i prowadza do podob-
nych wnioskéw. Procesu wywolania kliszy nie musimy rozpatrywaé. Jest on
podobny do wzmacniania (z punktu widzenia entropit — bardzo kosztowny)
efektéw mikroskopowyeh w efekty makroskopowe, ktére mozna juz bez-
posrednio obserwowaé.

14.7. PRZYKEAD ILUSTRUJACY WYSTEPOW ANIE MINIMUM
NEGENTROPII POTRZEBNE] DO DOKONANIA OBSERWACJI

Rozwazymy teraz uproszczony przykiad, na tle ktérego rzeczywidcie
mozliwe jest wykazanie wystepowania minimum negentropii wymaganej do
obserwacji. Mianowicie wezmy znéw pod uwage zagadnienic poruszone wrozdz.
13.4 dotyczgce okredlania polozenia czasteczki Przy pomocy promieniowania
swietlnego. Weimy ciag impulséw pokazanych na rys. 14.1. Czas trwania
impulsu $wietlnego wynosi 7, przerwy zas miedzy impulsami 7,. Catkowity
okres powlarzania T = 7,+7,. Funkcja |

1 dla ¢ <%~l
M) = (14.45)
0 d]a5:< 2] < z
-2 2
opisuje ciag, ktéry zajmuje pasmo czestotliwodei okredlone w gtéwnej mierze
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przez czas trwania najwezszego impulsu. J ezeli zalozymy, ze T,;<C7,, to zgodnie
ze wzorem (13.32)

1
0 < v <var, YMA . (14.46)
- 2n
Zamiast ciagu impulséw f(t) mozemy rozpatrzyé impulsy odwrécone

F(t) pokazane na rys. 14.2:

0 dla |¢] <%
F(t) = . . Z okresem 7, (14.47)
1 dla ?23" <l <5
F(t) = 1—f(1). (14.48)

Obie funkcje*, /i F maja widmo Fouriera tej samej postaci, chociaz jedna
z nich sklada sie z impulséw waskich i duzych przerw, a druga z szerokich
impulséw i krétkich przerw. Maksymalna czestotliwodé vy, zwigzana jest w obu
przypadkach z minimalnym czasem 74 lub 75, Ta maksymalna czestotliwosdé |
jest najmniejsza wtedy, gdy f oraz F sq takie same, tj. przy

T =Ty = % yar = -i— (14.49)
Odpowiadaé to bedzie najmniejszej ilosei energii wymaganej do obserwacji,
a stad i najmniejszemu przyrostowi entropii: Rozwazmy te sytuacje bardzicj
szezegdlowo.

Fatwo mozemy obliczyé iloéé informacji. Zgodnie z poprzednim zatoze-
niem poshugujemy sie ciagiem impulséw f(z) (rys. 14.1) i obserwujemy éwiatlo
rozpraszane praez czasteczke. Oznacza to, ze czasieczka moze sie znalezé w wigzce
Swiatla podezas jednego z impulséw o czasie trwania 7;. Oznaczmy przez Py
calkowita liczbe mozliwoéci a priori. Jest ona proporcjonalna do 7. Hosé
mozliwosci wehodzacych w gre po uzyskaniu informacji oznaczmy przez Pj.

* Funkeje f(£) oraz F(f) brane sg w pierwszym okresie. Dla n-tego okresu nalezy oczywiscie
przyjmowadé
nty Ty nt
8] < —5, ne— <[] L
2 2 2

(Przyp. tium.).




14.7. Minimum negentropii potrzebnej do obserwacji 261

Jest ona proporcjonalna do 7; < 7. Stosujac wzér (1.6) znajdujemy ilodé
informacji
p :
I=kIn|22) =kWn|-Z). (14.50)
Py 71
Krétszy czas 7; zwigksza dokladnoéé a tym samym wiégkséa bedzie ilogé
informacji.

’ S
1/2‘1'1 1/2?2 t

[ Ty A T gy

bt e T
Rys. 14.1. Impulsy $wietlne powtarzane z okresem 7. Czas trwania impulsu wynosi 7, natomiast

przerwa migdzy impulsami 7, = 7—1,

W celu obliczenia entropii, koniecznej dla dokonania obserwacji, prze-
analizujemy najp’erw widmo Fouriera funkeji (14.45)

@)
() — L a
f(t) = . - Z;a,ncos n®,
" | (14.51)
D= 2mt , Uy = 2 sin 2500 2 (—1)+1 sin DT
T N T o T

Symetria wzgledem 7, oraz 7, jest oczywista i odpowiada relacji (14.48),
Amplitudy @, sa maksymalne dla malych wartoéci n i stopniowo maleja do
wartoéci bardzo matych.

y

i~ T 1 g — e '(,'2 e

e A e

Rys. 14.2. Impulsy éwietlne o czasie trwania Ty powtarzane z okresem 7. Jest to odwrécenie
fali z rys, 14.1
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Przyjmijmy 7; < T4; wowezas pierwsze zerowanie si¢ amplitudy wystapi
dla |
T ng 1
nom%ml., vgx-;—wﬁ, Ty << Tg.
Musimy pamigtaé o obecnosci szumu. Bardzo male amplitudy w widmie
(14.51) zostang zatarte przez szumy. Zalézmy, ze mozemy pozbyé si¢ wielkich
™~

N 7N
/A

# \
Rys. 14.3. Aproksymacja ciagu 1mpulsow T, = Ty == 1/,v dwoma wyrazami szeregu
_ 12 2m
Fouriera: f= - + - cos —
2 T T

M Lo 2 4 4 M M . .
czestotliwoéel i otrzymaé tylko skoriczone widmo rozciagajace si¢ do czesto-
tliwoéci Yyvy (réwne polowie czestotliwodei odpowiadajacej pierwszemu zero-
waniu sie amplitudy). Mamy wéwczas

1

T
Vmax = i_’r’; , Nmax = “2‘“;1 s Ty < Ty
) (14.52)
. . ‘
Vmax = Q? s Nmax = é"_“r““ , Ty < Ty
2 2

Przypadek 7, = 7, godny jest szczegolnej uwagi. W tym przypadku nasz
warunek (14.52) daje n_,, == 1, co oznacza stosowanie aproksymacji jedno-
wyrazowej, jak pokazano na rys. 14.3:

2 2t T

=5 + —cos — Ty = Tg =% o »

W miejsce fali prostokqtnej mamy fale cosinusoidalng.

Aby przezwyciezyé wplyw szumu cieplnego, kazdy z otrzymanych skiad-
nikéw musi mieé energie rzedu £7. Ostatecznie calkowita energia sygnalu
z ograniczonym widmem wynosi

T
E = nma th T+ =5~ i (14.53)
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gdzie o i f sg wspolezynnikami liczbowymi rzedu jednodci. Ostatni wyraz
odpowiada energii, jaka powinna mie¢ skladowa stala, aby przewyzszyé

f'(z.‘)‘k

A
|
i
¥

Rys. 14.4. Informacja I i zwiazany z nig przyrost entropii jako funkcja 7, == Ty dla
O0<ry<t

I — przyrost entropii; 2 — niewykorzystana czeé funkeji ongp, +/,0; 3 — informacja.

energie 1/, k7. Energia ta jest rozpraszana i absorbowana (np. przez foto-
g1e /g g J P p.- p
komérke) podczas obserwacji i pociaga za soba przyrost entropii

A:S _ k (nmax+ ‘é_ﬁ) . (14‘.54‘)

Odpowiadajaca wzorowi (14.53) krzywa ma minimum przy

T
Tlm—m—'rz:_".

2

Jej przebieg pokazano na rys. 14.4, na ktorym takze pokazano wykres ilogei
informacji I (wzér (14.50)). Rozpatrzony tu przyklad wskazuje, ze przyrost
entropil jest zawsze wickszy niz uzyskana iloéé informacji, za$ iloéé entropii
wymaganej do obserwacji nie moze byé mniejsza od pewnej granicznej war-
tosci — w naszym przypadku réwnej k(a-41/,0).
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OBSERWACJA A INFORMACJA

15.1. BLEDY DOSWIADCZALNE A INFORMACJA

Zwréciliémy juz uwage na fakt, ze iloéé informacji uzyskiwanej z do-
dwiadezenia jest 4ciéle zwiazana z dokladnoécia dzialania aparatury dos$wiad-
czalnej. Zaczeliémy od zdefiniowania ilodci informacji (rozdz. 12):

P .
_ 0
I, = kln.;i)w, _ (15.1)
1
gdzie

P, — liczba réwnoprawdopodobnych mozliwosci przed obserwacja,

P, — liczba réwnoprawdopodobnych mozliwosci po obserwaciji,

I, — informacja uzyskana z obserwacji.

Definicje te zastosowaliémy w rozdz. 13 1 14 w réanych warunkach dodwiad-
czeti., Oméwimy teraz zasadnicze zagadnienia, jakimi sg: dokfadnosé, bledy
eksperymentalne i informacja. Zacznijmy od prostego i dajacego si¢ dokladnie
opisaé przykladu. Na odcinku o dtugoéei L obserwujemy polozenie punktu x
z bledem Az, jak pokazano na rys. 15.1. Wprowadzmy okreélenia:

blad absolutny: &; = Ax, I

Ax
btad wzgledny: & = — (15.2)
Ax

blad znormalizowany: & = —.

L
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Dokiadnosé eksperymentu of okredlona jest przez wzér (14.29) jako odwrot-
nos$é bledu znormalizowanego e, :

1 L
A =—

ge  Ax’

(15.2a)

Warunek, Ze wzrost dokladnodci powinien odpowiadaé coraz to mniejszym
bledom znormalizowanym, jest spelniony przez te definicje. W fizyce znane

0 |

| J .
o e ] A X e

e —— »

Rys. 15.1. Miejsce polozenia czgstki okreslone z bledem Ax w punkeie x w zakresie mozliwych
polozen L

jest pojecie bledu bezwzglednego (absolutnego) i bledu wzglednego. O bledzie
znormalizowanym niewiele sic wspomina. Niemniej jest to wazna wielkogé
w powiazaniu 7 teoria informacji. Ilosé informacji uzyskiwanej z obserwacii,
wedlug wzoru (15.1), wyniesie

L
Al = kn v —klne = kln oA (15.3)

Réwnos¢ ta zawiera stosunek nieoznaczonodci Ax, pozostajacej po dokonaniu
obscrwacji, do nieoznaczonoéci poczatkowej L, odpowiadajace] calemu za-
kresowi mozliwych obserwacji. W przyrzadzie optycznym bylby to stosunek
zdolnodci rozdzielezej do catkowitej apertury.

Postuzyliémy si¢ juz podobna definicja odnoszaca sie do pomiaru czasu
w rozdz. 14.7. Omoéwilidmy przypadek waskich impulséw o czasie trwania ©
powtarzalnych z okresem 7' i wykazalidmy, 7e wazng wielkoécia w rozwaza-
niach byl stosunek /7, gdyz obie te wielkoéci w takiej postaci wystepuja
w wyrazeniach na informacje i ceny entropijne. Oméwimy podobne zagadnie-
nia dotyczace przestrzeni i czasu oraz przedledzimy tok mierzenia polozenia
czastki o wspdlrzednych x, y, z w czasie ¢ z bledami Ax, Ay, Az oraz At
Definicja wymaga wprowadzenia wielkosci a, b, ¢ oraz § bedaeych miarami
zakreséw mozliwych wartosei «x, ¥, z oraz t. Jezell zakresy obserwacji nie sa
dcidle okreélone, wéwezas informacja uzyskana z pomiaru nie moze byé okresé-
lona i cena entropijna staje sie nieskoticzenie duza.
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o

Przypomnijmy réznice miedzy pojeciami ,dokladnodéé™ i ,pewnosé™.
W rozdziale 14 zdefiniowaliémy pewnoéé w oparciu o rozwazania mozliwosci
wystapienia niepoprawnych odezytéw spowodowanych fluktuacjami termicz-
nymi w przyrzadzie pomiarowym. Prosty rysunek wyjadni réznicg miedzy
tymi pojeciami. Na rysunku 15.2 zaldadamy, e uzywa si¢ impulsow rozchodza-
cych sie wzdluz linii prostej i impulsy te obserwowane sa przez odpowiednie
arzadzenie odbiorcze. Calkowity czas trwania ciagu impulséw wynosi 0,
2 urzadzenie odbiorcze moze mierzyé najwezszy impuls o czasie trwania Az
Dokladnoéé zatem hedzie wyrazona stosunkiem 0/Az.

Urzadzenie odbiorcze nastawione jest na pewng graniczna warto$é energii
impulséw Ej, ktéra odbiornik ten moze zarejestrowa. Impulsy o energii

b) 1

£,

22
S

impuls

{ fluktuacye termiczne

Rys. 15.2. Przyklady impulséw z szumem termicznym wyczerpujace cztery kombinacje duzej
i malej dokladnoéci z duza i mala pewnoscia

mniejszej od E; nie beda rejestrowane, podczas gdy impulsy o energii wigksze]
od E, zostana zarcjestrowane. Jezeli £, jest duzo wieksza od drednie] wartoscl
fluktuacji, pewnoéé jest duza, gdyz istnieje wowczas mata szansa przekroczenia
progu przez fluktuacje. Niski prég F; bliski jest natezenia fluktuacyi termicz-
nych, a to powoduje maly pewnosé. Omaéwiona sytuacje ilustruje rys. 15.2.

15.2. POMIARY ODLEGLOSCI Z MALA DOKEADNOSCIA

Zacznijmy od bardzo prostego zagadnienia, mianowicie pomparu diu-
gobci preta za pomocg miarki. Miarka podzlelona jest na mniejsze czedci
Ax (np. 1 mm), i t¢ miarke przykladamy do mierzonego preta, tak aby ]Ld()ﬂ




15.2. Pomiary odleglodei z mala dokladnoseia 267

koniec preta i poczatek miarki pokrywaly sie. Niezbedne jest do tego celu
Swiatto, by mozna bylo obserwowaé miarke i pret oraz patrzeé na kazdg
dziatke miarki, tak aby wykryé te, ktéra pokrywa sie z drugim koricem preta.
W celu uécidlenia rozwazania wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje: zakla-
damy, 7e czastka znajduje sie gdzied w przedziale od 0 do L wadtuz kierunku
osi x, 1 chcemy zmierzyé polozenie tej czastki z dokladnogcia Awx. Aby to
zrobi¢, odecinek OL dzielimy na przedzialy o dlugodci Ax:

Lol (15.4)

T Ax e,

n

Zagadnienie sprowadza si¢ do wykrycia przedziatu, w ktérym lezy czastka.
Przesuwamy wiazke éwiatta, np. przy pomocy ukladu zwierciadel, przez
kazdy z n przedzialéw. Kazdy przedzial o dhugodei Ax SPIZezZony jest z rezo-
natorem, ktéry bedzie przyjmowal czedé éwiatla odbitego przez czastke,
jezeli znajdzie sie ona w danym przedziale. Kazdy z rezonatoréw utrzymywa-
ny jest w temperaturze 7'i chwilowo zaktadamy, ze postugujemy sie $wiattem
o czestotliwodei niskiej (hv<€kT).

Postgpowaé moina wedlug jednego z dwu nastepujacych sposobbw:

Przypadek I. Zaczynamy od badania pierwszego rezonatora. Obserwu-
jemy nastepnie kazdy rezonator po kolei, az zauwazymy, ze pewien rezonator
zostal pobudzony. Pobudzenie moze byé spowodowane odhiciem gwiatta
od czastki w i-tym przedziale (i<\n) badZ moze byé¢ spowodowane fluktua-
cjami. W pierwszym przypadku pobudzenie nazwiemy poprawnym, a w dru-
gim falszywym.

Przypadek II. Badamy jednoczeénie wszystkie rezonatory. Zalézmy,
ze obserwujemy j pobudzonych rezonatoréw (1 <j<(n), przy czym tylko jeden
pobudzony rezonator odpowiada obecnoéci czgstki, pozostale zaé pobudzenia
sa falszywe.

Obliczamy uzyskana iloé¢ informacii i zwiazany z nig przyrost entropii,
aby wykazad, ze |

A(S—1)>0,

w kazdym z tych dwdch przypadkéw. Aby to zrobié, wykorzystujemy wyniki
z rozdz. 14 dotyezace obserwacji wymagajacych wielu rezonatoréw. Podobnie
jak w rozdz. 14, nie przywiazujemy wagi do odczytéw negatywnych. Tylko
odezyty pozytywne (obserwacje duzej energii rezonatora) dostarczajq informa-
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¢ji. 1 zndéw podobmnie jak w rozdz. 14, przyrost eutropii bedzie granicy
dolna.

Przypadek 1. W przypadku tym obserwujemy czastke w przedziale
1, przy czym i<{n. W ten sposéb czastka lokalizowana byla w jednym z i a priori
mozliwych polozen i stad otrzymana iloéé informacji wyniesie

Al = EkIni. (15.5)

Zatbzmy, ze dokonano obserwacji i rezonatoréw, z ktérych jeden zostal pobu-
dzony wskutek zaabsorbowania energii, ktéra pdiniej ulegnie rozproszeniu
w termostacie, tak Ze zwigzany z nia przyrost entropii wyniesie zgodnie ze

wzorem (14.26)
ASZ=kA,;.

1

(15.5a)

Jezeli 1 jest duze, to wykorzystujac wzory (15.5), (15.5a) i (14.23) na A,
mamy

AS D)=k i—In(n 2)]—kIni = —k In(n2)>0. (15.6)

Oczywiscie, © moze uie byé duZe, a wiec mozemy zaohserwowaé czastke
w pierwszym lub drugim przedziale. W tym przypadku nie mozemy stosowad

Tablica 15.1

i
1 2 30| 4
A 0,69 1,23 1,58 . 1,84
Allk 0,00 0,69 1,10 1,39
A(S—I)/k 0,69 0,54 0,48 ‘ 0,45

wyrazenia przyblizonego (14.23) na A4;, choé nier6wno$é (15.6) jest spetniona.
W tablicy 15.1 podano wyniki dla niektérych malych wartosel .

Przypadek Il. W tym przypadku mamy j pozytywnych odczytéw, tak
ze liczba mozliwych pozycji czastki zostata zredukowana z n do j. Uzyskana
informacja wynosi |

Al = En (nfj)- (15.7)
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W tym przypadku j rezonatoréw zaabsorbowalo energie, ktéra musi ulec
péZniej rozproszeniu, a zwigzany z nig przyrost entropii, w zwigzku z dokona-
niem obserwacji wszystkich n rezonatoréw, wyniesie

AS>hid . | (15.72)

Postuzylidmy si¢ znéw réwnaniem (14.26). Przy zalozeniu dodé duzego
n, pozwalajacego wykorzystaé wyrazenia przyblizone na A, (wzér (14.23)),
z uwzglednieniem wzoréw (15.7) i (15.7a), mamy

AS—I) = { Jj I a—In (In 2)] —In _]";} —

— k‘[lnj+(j-1) Inn—jln(n2)]>0.  (15.8)

Wyrazenie (15.8) pokrywa sie z (15.6), jezeli j = 1, tzn. ze tylko jeden odczyt
Jest pozytywny. Dla j>1 przypadek II dostarcza mnie] informacji i daje
wiekszy przyrost entropii. _

W dalszym ciagu tego rozdziatu wykorzystamy wyniki uzyskane dla pray-
padku II biorac j = 1. W rozpatrywanych przykladach przypadek ten daje
najmniejsza réznice pomiedzy przyrostem entropii a ilodcia informacji, a jed-
noczesnie mozna zatozyé, ie njebt duze, i stosowaé wyrazenie przyblizone
na A,.

Nalc7y zaznaczy¢, ze inne metody pomiarowe beda prowadzié do jeszeze
wigkszego przyrostu entropii przy tej samej iloéci uzyskanej informacji. Na
przyklad kto$ moze ustawié rezonatory tak, aby przyjmowaly one $wiatlo
bezpodrednio; wéwczas odezyt pozytywny oznacza brak czastki. W tym przy-

padku za odezyt negatywny uwaza sie przestoniecie wigzki swietlnej na danym
odeinku. Latwo sprawdzié, se taka metoda pomiaru daje duzo wiekszy przy-
rost entropnq poniewaz wieksza cze$é rezonatorow absorbuje energie.

15.3. POMIARY ODLEGEOSCI Z DUZA DOKLADNOSCIA

Poprzednie rozwazanie oparte bylo na zalozeniu matej dokladnoei,
gdy dopuszezalny blad Ax nie jest bardzo maly, tak ze postugiwaé sie
mozna $wiatlemn o malej czestotliwogei. Gdy zadamy, aby btad Ax byt bardzo
maly, niezbedne jest postugiwanie sie $wiatlem o krétkich falach, a zatem
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o wielkiej czestotliwodel promieniowania, tak by odwietlaé w danej chwili tyl-
ko jeden z przedzialéw.

Nie mozna praktycznie skupiaé éwiatla na pojedynczym przedziale, jezeli
dlugosé fali éwiatla A nie jest muiejsza niz 2Ax:

A<2Ax. (15.9)

Na rysunku 15.3 przedstawiono trzy typy urzadzen oéwietlajacych. W pierw-
szym (rys. 15.3a) wykorzysiuje si¢ falowdd o érednicy d = Ax. Falowéd ten
ma dolna czestotliwoéé odeiecia, tzw. czestotliwoéd krytyczng odpowiadajaca

Y

d
| CL) b) ESOCZE\M:‘/(CI

ey

falowsd

— ekran
Z Otworkiem

3
I
1
|
|
[
[
!
|
t
[
\
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fale ugiete

Rys. 15.3. Urzadzenia sluzace do skupiania éwiatla na odcinku Ax: a) falowdd o grubodci
d = Azx; b) soczewka o aperturze 0; c) przeslona ze szczeling o szerokodei Ax

Yoh = d 1 moze przesylaé czestotliwoécei powyzej tej granicy. Odpowiada to
dokladnie warunkowi (15.9). Swiatlo wychodzi z falowodu pod katem ¢, ktéry
staje sie coraz mniejszy ze wzrostem czestotliwosci. Wiazke mozna skupié na
pojedynczym odeinku Ax.

Na rysunku (15.3h) wykorzystujemy soczewke o aperturze . Ognisko,
zgodnie z dobrze znanym wzorem na zdolno$é rozdzieleza soczewki, ma
szerokosé

A
Ax = 57—,
X T 2n g
Daje to znéw warunek (15.9). Na rysunku 15.3¢ prébujemy postuzyé sie
dlugimi falami i przestong z otworkiem z szerokoéci Ax, lecz dyfrakeja powo-
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duje rozchodzenie sie $wiatla na sasiednie przedzialy i na pojedynczym od-
cinku Ax nie mozna skupié¢ dokladnie éwiatla.

Z powyzszego wynika, ze aby mozna bylo otrzymaé dobre skupienie éwia-
tha, czestotliwoéé Swiatla uzywanego do obserwacji musi spetniaé¢ warunek

C C

v (15.10)

Zdefiniujemy teraz charakterystyczna dlugoéé zwiazana z temperaturg
T, w ktore] znajduja si¢' rezonatory w czasie obserwacji:

hy he 1
T 20TAx = MT oAy (15.11)
gdzie
he 1,44
I e Ry e A2

Przyjeto tu minimalng wartodé » spelniajacg warunek (15.10).
Mozemy powotaé sie teraz na warunki z rozdz. 15.2, gdzie wymagano malej
czestotliwodeid, tak ze

hy
&
TSt
co prowadzi do zaleznosei
AxS>Axrf2. (15.13)

Oznacza to, ze dokladnoéé moze byé mala, gdyz dlugoéé przedzialu Ax nie
moze byé mmiejsza od pewnej malej wartoscei.
Z: drugiej strony, dla uzyskania duzej dokladnogci zadamy, aby

Ax < égz | (15.13a)
co prowadzi (wzér (15.11)) do nieréwnoéci
hv
> 1. - (15.14
7> | (15.14)

Przy omawianiu wielkich czestotliwodei bedziemy cheieli jednak bardziej
precyzyjnie okreélié wartosé hv. Z poprzednich rozwazaii mozemy przyjaé,
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ze wielkim czestothiwosciom odpowiada

hv>E, = kTA,, (15.14a)

gdzie F, jest graniczng energia oscylatoréw malych czestotliwodei.
Jezell przyjaé, ze n jest duze, tj. postugujemy si¢ duzg ilodcig rezonatoréw,
wowezas warunek ten przyjmuje postac

hv=>kT[In n—In(ln 2)]. (15.14b)

W tym przypadku, gdy zakladamy wielkie czestotliwoscl, mozemy obliczyé
A(S—1I) w sytuacjach opisanych przy koncu rozdz. 15.2 (obserwacje n rezo-
natoréw daja tylko jeden odezyt pozytywny). Poniewaz absorpcja pojedyn-
czego kwantu wystarcza na jeden odczyt, mamy wéwezas

AS =" > kin n—n (n 2],
AT = Elnn, A

A(S—I)>F In(In2) >0,

tak jak w przypadku, gdy poslugujemy si¢ malymi czestotliwodciami. W rze-
czywistoécl przyrost entropii moze byé tu duzo wiekszy, gdyz » jest bardzo
duze. Nie mozemy jednak zapomnieé o rozwazaniach z rozdz. 14.6, gdzie
podano mozliwoéé zmniejszenia rozpraszanej czesci energii v, Nie mozemy
jednak uzyskaé wynikéw lepszych niz w przypadku, gdy rozwazamy male cze-
stotliwosci, gdyz predaej czy pdimiej obserwacja musi by¢é dokonana za pomoca
przyrzadu  pracujacego na malych czestotliwoéciach. Uogdlniona zasada
Carnota jest wiec spelniona i rozwazymy pézniej role, jaka odgrywa duza iloéé
energii wymaganej w dos$wiadezeniu. Podobne sytuacje wystapia w innych
przykladach.

Pozostaje przypadek hvakT; bedzie on wymagaé specjalnego oméwienia
w kazdej poszezegdlnej sytuacji. Jezeli na przyktad A, jest tak male, ze spel-
niona jest nieréwnoéé (15.14a), ale nie jest spelniona (15.14), to sytuacja
wymaga szczegélowego rozwazenia, opartego na dokladnych wyrazeniach
réznych wartoéel érednich, niezbednych przy wyprowadzaniu wartosei A,,.

Nalezy podkreélié, ze wartoéei granicznej Axy, podanej przez wzér (15.12),
nie nadajemy specjalnego sensu fizycznego. Przy temperaturze 1" wartosc ta
okresla po prostu granice miedzy réznymi metodami obliczefi; obie metody
prowadzg jednak do tych samych wynikéw.
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15.4. SPRAWNOSC OBSERWACJI

Sprawno$é doéwiadezalnej metody obserwacji mozna zdefinjowaé jako
stosunek uzyskanej iloci informacji A7 do siraty negentropii |AN/|, ktéra
jest przyrost entropii AS ukladu zwigzany z obserwacja:

Al - AT
€=aw=xs ON=-as (15.16)

Gdy dokladnoéé jest mala, to dochodzimy do warunkéw z rozdz. 15.2 1 uwzgl@-
dniajgc przypadek II, dla jednego pozytywnego odezytu mamy

AL _an 1 i(n2)
AN T A4, ,_In(2) Inn *  (15.17)
' Inn

przy czym n jest duze, a pewnodé réwna sie 2.

Jezeli dokladnoé¢ jest wieksza (91 = n jest duze), to wieksza jest sprawnogé
obserwacji € i wspélezynnik ten zmierza do jednosci dla bardzo duzych war-
toscl n. | |

Wzér (15.17) odnosi sie¢ do przypadku malej pewnoéei z prawdopodobien-
stwem 1/, tego, iz obserwacja spowodowana jest fluktuacjami termicznymi.
Mozemy postuzyé sie wzorami z rozdz. 14.5 odpowiadajacymi zagadnieniom
wymagajacym duzych pewnoéci. Dowiedligmy (wzor (14.34)), ze jezeli pew-
noéel r oraz n sa duze, to

A,=1Inr, =1, n>1

daje przyrost entropit

AS=klnm - (15.18)
1 sprawnosdé
gL ton 1 (15.19)
AS “Inm o r
1+ —
Inn

Sprawno$é bedzie zalezala od wartoéci n i r.

Zwrécilismy uwage na to, ze duza dokladnosé wymaga wielkich czestotli-
wofcl. Jezeli jednak istnieja dodatkowe urzadzenia zmniejszajace iloéé roz-
praszane] energii, to powyzsze relacje, stuszne w praypadku matych czestotli-

1Q e MTAav13Ten e dmmmda Jaoo i L e
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woécl, zachowaja réwniez swoja waznosé w praypadku wielkich czestotliwodei.
Jezeli urzadzen tych nie ma, to wzér (15.19) ulega modyfikacji i otrzymu-
jemy

Al Inn
"TAS T

7z hv>E,~In rn, tak ze sprawnoéé wychodzi mniejsza.

& (15.19a)

15.5. POMIAR ODLEGLOSCI ZA POMOCA INTERFEROMETRU

Metoda pomiaru odlegloéei lub polozenia rozpatrzona w tym rozdziale

. daje wzglednie maly przyrost entropii; innymi stowy, sprawnoéé¢ pomiaru,
przynajmniej przy matych pewnodciach, zbliza sig do jednosci i1 wzrasta
wraz ze wzrostem dokladnosei. Metoda ta jest réwniez bardzo efektywna przy

fotokomorka
\ \
N 171 N
R wezty
- @ ® natezentie
— maksymalne
N N
wiqzka pa- Yoz N
. 3
dajgcea o dtu- I I _ N
gosci fali A . [ Tl 7 >
Rys. 15.4. Pasma interferencyjne wy- Rys. 15.5. Fale stojace miedzy dwiema
twarzane przez éwiatlo rozpraszane przez réwnolegtymi plytkami 4 i B odbijaja-
dwie czastki 4 i B odlegle od siebie o L cymi éwiatlo i ustawionymi od siebie

w odleglosei L. Fotokomérka P stuiy
do okredlania powierzchni o maksimum
natezenia

wieksze] pewnoéci, przy czym dokladna wartodé sprawnosei zalezy (w myél
wzoru (15.19)) od pewnosei i dokfadnoéci.

Pomiary interferometryczne sa bardzo kosztowne z punktu widzenia przy-
rostu entropii i wydaje sie, e sprawno$é jest mata nawet przy matych pewnos-




15.5. Pomiar odleglo$ci za pomoca interferometru 275

ciach. Jak zobaczymy, gléwnym powodem tego jest kome( znosé rejestracji
wielu pozytywnych odezytéw.

Wyobrazmy sobie, ze w celu pomierzenia odleglogci L miedzy punktami
A1 B umiejscawiamy w punktach 4 i B czastki materialne. Punkty te odwie-
tlamy, a nastgpnie obserwujemy obraz interferencyjny $wiatla rozproszonego
przez te czastki. Liczba n pasm interferencyjnych miedzy punktami 4 i B daje
liczbe potéwek fal na odecinku L (rys. 15.4):

| A
n 5 = L. (15.20)

Dla wigkszej dokladnoéei, musimy wziaé pod uwage rzeczywisty interfe-
rometr, np. Fabry-Perota, ktéry stosuje sie do pomiaru dlugosci wzorca me-
tra. Ograniczajac sie tylko do gléwnych cech metody, wyobrazmy sobie dwie
plytki réwnolegle 4 i B oraz system fal stojacych miedzy tymi plytkami, tak
jak pokazano na rys. 15.5. Aby znalezé odlegloéé miedzy plytkami, wystarczy
policzyé ilosé powierzchni o maksimum natezenia miedzy plytkami 4 i B.
Postuzyé si¢ mozna w tym celu fotoelementem P, kiéry moze sie przesuwaé
od A do B.’

Wzor (15.20) daje czestotliwodé $wiatla

ne |
Jezeli wykrycie powierzchni o maksimum natezenia wymaga absorpcji
q kwantéw hv przez fotoelement P, wéwczas calkowita wymagana energia-
promieniowania wyrazi sie wzorem:

AL = nghv = n’q g—% . (15.22)

Dla matych czestotliwoéei liczba g bedzie duza, ale przy wykorzystaniu czesto-
tliwosci wielkich jeden kwant (g = 1) na pasmo moze okazaé sie wystarczajacy.
Rozwazmy to bardziej szczegétowo.

Jezeli catkowita energia A E zostanie zaabsorbowana i zamieniona w termo-
stacie na cieplo, wéwezas odpowiadajacy jej przyrost entropii podczas obser-
wacji wyniesie

AS = - = nq -— = kn%q —. (15.23)

1O
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Wprowadziliémy tu znowu dlugo$é charakterystyezna Axg dla temperatury
T, zdefiniowana przez wzdr (15.12). Zatézmy, 2e korzystamy z najmniejsze]
liczby ¢ kwantéw, dopuszcezalne] w istniejacych warunkach dos$wiadczenia.
(Wrécimy jeszeze do tego pozniej). Micrzymy odlegloéé L z bledem nie prze-

A

léraczaj@cym Py :

2L |
AL~ 5= (15.24)

Poniewaz spelnione sa warunki (15.23), wiec

AL\?T

AS = kng SAT

(15.25)

Zastanéwmy sie teraz nad tym, ile kwantéw g potrzeba do ohserwacji potoze-
nia pasma.

15.5.1. Duza odlegiosé, mala dokladnosé

Warunki te odpowiadaja malym kwantom i malym czestotliwodciom. ob-
serwowanym w rezonatorach umieszczonych w termostacie o temperaturze 7'

<<k, (15.26)

ml}fw _ he _ Axy
T TV 9LET TO9AL

A

Mamy wige teraz sytuacje rozwazana w rozdz. 14.4, gdzie oméwiliémy ogdlna
zasade dzialania urzadzenia dodwiadezalnego, w ktérym wykorzystuje sie
duza liczbe n réwnoczesnych obserwacji. Uzyskalidmy teraz nastepujacy wynik
dla przypadku pewnodci réwnej 2 (prawdopodobietistwo bledu spowodowa-
nego fluktuacjami wynosi 1/,):
E, = qhw = A kT przy A,>0/7.
Daje to | ’
ET AL

'C]‘—-“An"—* ﬂZA

hy = 24y b

Wspdlezynnik A4, osiaga wartoéé kilku jednostek. Wieksza pewnosé prowadzl
do wiekszej wartosci 4,,. | | '
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Ze wzoru (15.25) mozemy obliczyé przyrost entropii dla rozwazanego
przypadku, poniewaz w tym przypadku nie ma watpliwodei, ze cala energia
AE rozpraszana zostaje w czasie obserwacji. Daje to nam

AS = knA,. | (15.27)

Konkretyzujac zatézmy, ze obserwacja ma na celu pomiar polozenia punkiu
B wrzgledem punktu 4. Tak jak w poprzednich rozwazaniach uzyskujemy
ilogé informacji: :

Ly = , o
Al = £k 1n (ﬁ) = klnn, | (15..28)

natomiast sprawnoé¢ obserwacji dla duzych n wyniesie

¢

Al Inn Inn 1 In(In2) | _
T AS T nd,  nfnn—In(n2)]  n [1 } <1 (15.29)

Jest ona duzo mniejsza niz w poprzednich przypadkach, gdzie zadano, aby
tylko jedna obserwacja byla pozytywna.

Gdybysmy wymagali wiekszej pewnoéci, z matym prawdopodobieristwem
fatszywych obserwacji powodowanych fluktuacjami termicznymi, to trzeba
by A, obliczaé ze wzoru z rozdz. 14.5. Przyrost entropii bedzie n razy wiekszy
niz w odpowiednim przypadku z rozdz. 14.3, a sprawnoéé zmaleje w stosun-

1

ku —.
n

Jakakolwiek bylaby pewnodé, A, jest zawsze wieksze od ln n i negentro-
pijna zasada informacji prowadzi do wogélnionej zasady Carnota

AS—1) = k(nA,~1n n)=0. (15.30)

15.5.2. Male odleglosci lub duié dokladnosé i niska temperatura
W tych warunkach niezbedne sg wielkie czestotliwodei:

hy .Ax:r '
hvz kT,  —— =—5>1. 15.31
> kL kT 2AL > ( _ )
Warunki te powoduja to, ze trzeba daleko wybiegaé poza granice widma
promieniowania ciala czarnego o temperaturze 7. Mozna wykorzystaé kwanty
o malym nateZeniu, przypadajace na kazde pasmo, mimo to i tak calkowita
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ilog¢é energil potrzebnej do pomiaru wyniesie

, nhe L
g =1; | AL = nhy ﬁ INA L= - - (15.32)
ZnalezliSmy sie w sytuacji opisanej w rozdz, 14.6 i musimy rozréznié catko-
wita, wymagana do obserwacji energie, od tej jej czesei, ktéra w koricu musi
ulec rozproszeniu w postaci ciepta AQ. Jak wyjaéniono, musimy poshugiwaé
sie fotokomérka z polem hamujacym, chociaz ze wzgledéw teoretycznych
w praktyce bylby to bardzo niesprawny przyrzad. Pozwoli to nam zmniejszyé
energie rozpraszang do takiej samej wartodci jak przy malych czestotliwos-
ciach (rozdz. 15.5.1} i zastosowaé wzory (15.27)-(15.30).
Nalezy mieé¢ jednak na uwadze fakt, ze do doéwiadezenia wymagana jest
duza energia AFE, na co wskazuje réwnoéé (15.32), ktéra przepisaé mozna
w postaci

AEAL:%nhc; n———wli—

= { = dokladnosé. (15.33)
Przytoczymy péiniej interpretacje fizyczng tego wzoru, ktéry wskazuje na to,
ze energia AF moze wrzrasta¢ bez ograniczenia, jezéli AL sluje sie coraz muniej-
sze. '

15.6. INNY SCHEMAT POMIARU ODLEGLOSCI

Poprzednie rozwazania uwydatniaja duze trudnoéci mierzenia ekstre-
malnie malych odleglodci przy pomocy interferometréw oraz wysoka cene
takich pomiaréw. Z punktu widzenia waznosci tego wniosku jest stuszne,
by wykazaé, ze inne metody sa niemniej kosztowne. Kto$ np. pomysle¢ moze,
ze trudnoéci, wymienione poprzednio w tym rozdziale moga wynikaé z faktu
postugiwania sie falami duzo krétszymi od mierzonych odlegloéci. Doprowa-
dzito to do skrajnie krétkich fal w zagadnieniu pomiaru bardzo matych odleg-
loéci. Mozemy postepowaé wedlug innej procedury i opieraé sig na malych
czestotliwodciach, a wiec wykorzystywaé promieniowanie o falach duzo
dtuzszych niz odleglo$é L. Stosownie do wzoru (15.24) i definicji Axp(15.12)
rozwazmy nastepujace warunki:

hw@ kT, A3 Axg. (15.34)
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Mamy réwniez

I>L. . (15.35)

Sytuacje te zilustrowano na rys. 15.6. Bedziemy obserwowali w tym przypadku
natezenie swiatla odbitego przez czastki 4 i B w kierunku zgodnym z kierun-
kiem promieniowania padajacego i w kierunku przeciwnym. Fale rozpraszane

2) A, 8
swiatto > o
padajace %smafta
~g=Ax L rozproszone
A
b) ¢
o (€4
Yoy Yag

Rys. 15.6. Swiatlo rozpraszane przez czastki 4 i B w kierunku $wiatla padajacego jest w fazie

(rys. a). Swiatlo rozpraszane wstecz ma faze @ = 4nL{i w stosunku do $wiatla padajacego.

Podany wykres wektorowy (rys. b) odnosi sie do rozpraszania wstecznego. Czestotliwodé
dwiatla jest mala, a amplituda wynosi o

przez czastki A i B w kierunku zgodnym z promieniowaniem padajacym
sa w fazie. Niech a bedzie amplituda fali rozpraszanej przez kazda z czastek.
Catkowite natezenie fal rozpraszanych w kierunku zgodnym z promieniowa-
niem padajacym wyniesie

= da?, (15.36)
f _

podezas gdy fale odbite w kierunku przeciwnym do kierunku $wiatla padaja-
cego maja réznice fazy ¢ i daja wypadkowe natezenie

2
iy =do2cos? | L) ~da2 (1L ; (15.37)
2 4
natomiast
= f%é (15.38)

i faza ta jest mala ze wzgledu na wzér (15.35), tak ze roztozenie cos? ( %) we

wzorze (15.37) jest stuszne,
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Réznica i;—i, jest miara L:
: 2 I\
P= lp—Iip = A (w) , (15.39)

W celu zmierzenia i; oraz 7, fotokomérka musi absorbowaé swiatto roz-
proszone, wzglednie musi je odebraé jakis odbiornik. W takim razie energia
rozproszona réwna jest i;-+i, i suma ta jest w przyblizeniu réwna 2i,.

Zwiazany 7z tym przyrost entropii wynosi zgodnie ze wzorem (15.39)

)

=1

AS =25 =i5 55

(15.40)
“Pobudzenie termiczne w odbiornikach jest rzedu AT (wzér (15.34)) i stad
mamy bledy rzedu kT przy pomiarze ip oraz i, tak ze

Al = 2kT (15.41)

est bledem pomiaru réznicy natezenia i. Musimy wiec stosowaé duZe nate-
zenia w celu uzyskania dostatecznej dokladnosci.
Jezell zalozymy, ze

i = pET, p>l, i =fkT, (15.41a)
to ze wzoréw (15.39) i (15.41a) otrzymujemy

L 2

co po uwzglednieniu wzoru (15.38) daje

f )

Nastepnie ze wzoru (15.41) otrzymujemy

B_ua(L)
— =4n? | | <1 lub =gz L

Ai 2
a2 42
T =73 (15.42)

1 dalej ze wzoru (15.39):
| L

2
Al g S Alf4"ﬂ.'2 (:%“) -']—if“i*'TC2 1—2" 2AL
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lub ze wzoru (15.42)
A A 201, AL >

: if L f+L g

Ostatnia réwno$é i warunek f>f daja

AL 1

Wspolczynnik f§ spetnia tu role doktadnodci <A w pomiarze L, lak ze wyraze-

nie (15.40) oznaczajace przyrost entropii AS; staje sie w myél wzoru (15.41a)
réwne |

2
AS = k ﬁ;% ( %) , (15.43)

przy zafozeniu, ze wykorzystujemy fale diugie o i>L.
Otrzymany wynik poréwnamy teraz ze wzorami z rozdz. 15.5. Rozwazymy
ponownie dwa przypadki.

15.6.1. Fale krétkie, duze odlegloici (wzory (15.26) i (15.27))

Mamy tu do czynienia z warunkiem
Lz Ax,. {15.44)
Cena entropijna przy stosowaniu fal krétkich wynosi
ASg 4 =knd,, dla n=9 oraz A=~In(rn), (15.45)
gdzie r jest pewnodcia eksperymentu. Ostatecznic metoda krétkofalowa daje

ASg 4 = kel In(rod), (15.46)

co oznacza przemnozenie kSl przez wspélezynnik rzedu kilku Inb najwyze]
kilkudziesieciu.

Jezeli zastosujemy fale dlugie, to AS; wyraza sie wzorem (15.43). Aby byt
spelniony wyrunek (15.35), bierzemy
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Wartodé y rzedu kilkudzesigeiu wystarcza i jezeli uwzgledni sie warunek
(15.44), to warunek (15.34) zostaje automatyeznie spelniony. Ostatecznie
2

7Y
AS = ko 93" (15.47)
gdzie mnoznik y?/2w? dochodzi do kilkudziesigeiu.

Takze i w tym przypadku obie metody prowadza do zblizonych rzedow -
wielkoéci negentropijnej ceny pomiaru.

15.6.2. Fale krotkie, male odleglosei (wzory (15.31), (15.32) i (15.34))

Przyjmijmy ,
L&ZAxp. (15.48)
Zgodnie ze wzorem (15.32) wymagana energia fal krotkich wynosi
| hC AxT
- T 2 2T
AFE =n 2L-—an 57

przy czym tylko czedé jej ulega niezbednemu rozproszeniu. Przyjmujac naj-
bardziej niekorzystny przypadek (cala energia ulega rozproszeniu) otrzymamy
przyrost entropil

ASs,s = kn? _42_322 = koA? %’% | (15.49)

Stosujac wzér (15.43) dla przypadku fal dlugich, wracamy znéw do warunkow
(15.34) 1 (15.35). Bardziej écisty okazuje si¢ teraz warunek (15.34). Przyjmu-
jemy |

v'hy = kT  dla v'21,

co prowadzi do

. A A

L =9y'Axy oraz 7= ;T :
Wspolezynnik »’ rzedu kilku jest dostatecznie duzy, aby uczynié energig
cieplna réwna kT, jak tego wymaga réwnosé (15.41). Mamy przeto

19 2 . |
AS) = kA é’? (-A—Z“T-) . (15.50)
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’

2
Mnoznik (L) jest rzedu kilku. Dla fal dlugich przy matych odleglosciach
T

L, cena entropijna wzrasta jak L2 (wzér 15.50)), podezas gdy dla fal krétkich
jak L7t (wzbr {15.49)). Przy dostatecznie malych odleglosciach metoda poshu-
giwania sie falami krétkimi daje nizsza cene entropijng od metody postugi-
wania sie falami dtugimi; rzeczywiscie, przy pomiarach bardzo matych odleg-
toéei fale dlugie sa bardzo kosztowne. Procedura podana w rozdz. 15.5 jest
wygodniejsza niz przytoczona tutaj.

Rozwazania nie s3 jeszeze zupelne. Przyrost entropii zalezy od doktadnosci
A iwzrasta jak £(2 dla fal krétkich i jak o dla fal dlugich. Jednak pray danej
dokladnosei gléwne wnioski, wyciagniete wyzej, sa waZne — przynajmniej
dla dostatecznie malych odleglosei. Przypadek wmiarkowanie malych odleg-
todci wymagalby éciflejszego przebadania, lecz nie ma to wiekszego znaczenia
praktycznego. |

15.7. POMIAR OKRESOW CZASU

Po szczegblowym oméwieniu pomiaru odlegtodei wrécimy teraz do innego
fundamentalnego zagadnienia: mierzenia czasu. W wiekszoéci zegaréw mecha-
nizm przesuwa wskazoéwki po tarczy. Sprowadza to po prostu pomiar czasu do
pomiaru kata lub odlegloéci. Obserwacji w tym przypadku dokonuje si¢ tak
samo, jak opisano poprzednio. Procedura taka jednak nie jest bardzo do-
kladna i bedziemy rozwazali inny sposéb pomiaru, ktéry odpowiada zasad-
niczo metodzie stosowane) w chronometrach elektronicznych, gdzie mozna
uzyskiwaé bardzo duza dokladnodé. Okres czasu ¢ okreslamy jako odleglosé
w czasie miedzy dwoma impulsami, ktére moga by¢é impulsami elektryeznymi
przesylanymi po linii do odbiornika. Sytuacje te ilustruje rys. 15.7. Pierwszy
impuls pokrywa si¢ z impulsem przychodzacym z zegara elektronicznego.
Zegar elektroniczny wysyla ciag waskich impulséw o czasie trwania § i przer-
wie miedzy impulsami réwnej réwniez 0. Kazdy impuls zegara stuzy do wia-
czenia pewnego odbiornika. Ponumerowane od 1 do n odbiorniki podia-
czane s3 kolejno do linii elektrycznej, z ktérej spodziewamy sie nadejécia
impulsu. Jezeli nie ma sygnatu w okresie wlaczenia odbiornika, to nic sie nie
dzieje. Jezeli sygnal sie pojawi, to odbiornik zareaguje. ‘Odnotujemy np., ze
odbiornik O i odbiornik n zareagowaly; wéwczas dochodzimy do wniosku,
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ze przedzial czasu mial czas trwania

t = nb. (15.51)
Mechanizm przelaczajacy nie wymaga z zasady zadne] energii. Moze on dziataé
w oparciu o zmiane napiecia na diodzie krystalicznej, ktéra jest zatkana do
chwili pojawienia sie impulsu. W prostszy sposéb dokonaé tego mozna zmiana
napiecia na siatce lampy. Kiedy pojawi sie sygnal, to musi on byé zarejestro-

A
T -
%
j \ ﬁ\ Lmpulsy sygnatowe
] é e £
= T
-0 17 3 4 oon
/ UV\M A\ umpulsy zeqarowe
i -
¢

g 6

Rys. 15.7. Dwa sygnaly o czasie trwania f pojawiajace sie z odstgpem czasu T w mozliwym
przedziale 7. Zegar elektroniczny generuje krétkie impulsy z okresem 0 uaktywniajace od-
biorniki dla sygnaléw, migdzy ktérymi cheemy mierzyé odstep czasu

wany, a to oznacza juz rozpraszanie energii. Mozna pomyéle¢ o uzyciu nastro-
jonego odbiornika, ale wzmacniacz jest nicodzowny. Jest to wlasnie pomocni-
czy przyrzad do wzmocnienia mocy i wobec tego nie bedziemy rozwazaé energii
wymagane] przez sam system wzmacniajacy.

Aby w zagadnieniach tego typu obliczy¢ iloéé informacjl 1 negentropijng
cene eksperymentu, musimy okredli¢ calkowity czas trwania dodwiadczenia.
Wykorzystamy definicje podobne do wprowadzonych w rozde. 15.1.

Rozpatrujemy blad proporcjonalny e, i dokladnodé oA
A 8 1

T v A

W ogélnoéci sytuacja jest podobna do omdwionej poprzednio przy pomua-

(15.52)

Ee¢

rach odleglosei.
Ilo$é otrzymanej informacji zgodnie z wzorem (15.3) wynosi

Al = kln A, (15.53)
podezas gdy cena entropijna obserwacji wyniesie

AS>2%kA, . o (1554)
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PoniewaZ obserwowalismy dwa pozytywne odczyty na (n-+1) rezonatorach,
za. A, ; mozna przyjaé wartodé podang przez wzor (14.23) dla przypadku
o pewnosci 2 (509, prawdopodobienstwa bledu) lub

A, 1 = In[r(n+1)]
dla zagadniert wymagajacych duzej pewnosci (rozdz. 14.6). Uogélniona zasada
Carnota jest spetniona, tzn.
A(S—I1)>0. (15.55)
W zagadnieniach pomiaru czasu, na mocy relacji nieoznaczonoéei, pozo-

stajemy zawsze przy warunkach odpowiadajacych przypadkowi z rozdz.
15.5.1. Impulsy o czasie trwania 6 zajmuja pasmo

Av. = 21’1\4 s %— v

Wykazemy, ze warunek ten prowadzi do malych czestotliwodei:

hvar < kT, } 0 = ! > h (15.56)

Ya . skoro 6 = 5 ST .
o moima przepisaé¢ w postaci

Axy 1,44 - 10-10
H > o = 67 sekund, (15.57)
gdzie
T — temperatura w stopniach Kelvina,

Axyp — odleglosé charakterystyczna odpowiadajaca temperaturze 7,
okreslona wzorem (15.12).

Warunek (15.56) praktycznie zawsze jest spelniony. Moina go badaé réwniez
z punktu widzenia relacji nieoznaczonosci.

Jak wiadomo, czas ¢ i energia E stanowia pare zmiennych sprzezonych.
Dlatego, gdy mierzymy ¢ z dokladnoscia At, to na pewno wprowadzamy nie-
znang perturbacje AE w pomiarze energii F, taka ze

AE Atah.  (15.58)

Nieoznaczonosé AL trzeba poréwnaé z normalnymi fluktuacjami energii €, wy-
nikajgcymi z ruchu termicznego w temperaturze 7

AE~Ve = n kT, (15.59)
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gdzie n oznacza liczbe aktywnych stopni swobody uldadu lub ilo$¢ drgant ma-
lej czestotliwodel (hv<<ET).

Drgania wielkiej czestotliwoéei w praktyce nie sg wzbudzane 1 wywierajg
maly wplyw na fluktuacje energii. Tak wiec trzeba poréwnaé AFE oraz A, E.
Wechodza tu w gre dwa przypadki.

h

T  (15.60)

Jest to przypadek teraz rozwazany. Perturbacje spowodowane pomiarem czasu
mozna wiec w tym przypadku pominagé. Warunki (15.57) i (15.60) réznia sie
tylko wspélczynnikiem }/n.

Przypadek 1. Jezeli AE € A E, to At >

h
Vrn kT

Przypadek 2. Jezeli AF = AE, to At < (15.61)
Warunki te moga wywolaé znaczne perturbacje ukladu. Duza dokladnodé
w okreélaniu czasu moglaby nawet uszkodzié obserwowany ukfad, gdyz po-
trzebne bylyby wielkie czestotliwodci zwiazane z duzymi kwantami v rzedu
AFE lub wickszymi. |

15.8. OBSERWACJE POD MIKROSKOPEM

Oméwione w niniejszym rozdziale zagadnienia pomiaru odleglosci i czasu
prawie catkowicie pokrywajg swoimi zastosowaniami zakres zagadnien,
z jakimi mamy do czynienia w miernictwie. Na przyklad pomiar pradu elek-
trycznego polega na odezycie wskazania amperomierza, a to sprowadza sie
w zasadzie do pomiaru polozenia na skali, co z kolei mozna uwazaé za pomiar
odleglodci. Pomiar odlegloéci, pomiar czasu oraz liczenie stanowia gléwne
metody obserwacji eksperymentalnych. Nasze rozwazania pokazuja, jak do
tych zagadnien zastosowaé negentropijna zasade informacji. Zagadnienia po-
miaréw sa jednak tak wazne, ze przeéledzimy jeszcze inne, dodatkowe przy-
klady. Zastanéwmy sie najpierw nad okreslaniem poloZenia czastki za pomoca
mikroskopu koncentrujacego $wiatto w ognisku F, jak pokazano na rys. 15.8.
W tym celu niezbedny jest pewien zakres czgstotliwosei i bardzo duza iloé¢ fo-
tonéw padajacych na soczewke. Zagadnienie zostaje calkowicie zdefiniowane,
jezeli ograniczymy pole obserwacji, tak jak zilustrowano to mna rys. 15.8.
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Swiatlo przechodzi przez falowéd, ktérego przekrdj poprzeczny moze byé
prostokatem o bokach @i b lezacych na osiach uktadu wspétrzednych x y. Fa-
lowéd okregla dyskretny zbiér fal wlasnych®, ktérych superpozycja prowa-
dzi do powstania ogniska na plaszczy-

znie  ogniskowania®** o wspélrzednej soczewka |
z=10.
Wybierzmy fale H z pionowo skie-
rowanym polem magnetycznym  (po- 2=0
przecznym polem elektrycznym), ktére-
g0 pochodna'normalna musi byé réwna falowdd
zeru przy $ciankach falowodu:
lx
H, = ZA;m Cos 2 cos m;zy cos @ X
a
fim yh przekrdj poprze-
2 b czny falowodu
X (tw—“}?_ . (1562) N
tm 0 ¢ x

_ gdzie [ oraz m sa liczbami wezlow w kie- Rys. 15.8. Falowéd ogranicza pole ob-
runku osi x oraz ¥, natomiast Vl " jest  serwacji, jakie moze zapewni¢ soczewka
bl

predkodcia fazowa skladowej fali [, m © aperturze 0. Ognisko soczewki F lezy
na plaszczyinie z = 0 wewnatrz falowodu

w kierunku osi z  Liczby calkowite ,
o przekroju prostokatnym

[ oraz m moga przyjmowaé wartodci
z przedzialu 0--co, ale kombinacja 0,0 jest wykluczona. Réwnanie pro-
pagacji fal

1 $2H,
Vi~ T =0 (15.63)

1 1 7l \? mm | -
e = (2) () B on

Predkosé fazowa V), jest wieksza niz predkosé éwiatla ¢, podezas gdy pred-

daje

* Zob. np. C. B. Montcomery, R. H. Dicks, F. M. PurceLL, Principles of Mi-
crowave Circuits, M.I.T. Radiaton Lab. Series, vol. 8, New York 1948, McGraw-Hill, str.
34, 37, 55.

** Plaszczyzna ogniskowania nazywa sig tu plaszczyzne, kidra przecina ognisko i jest
prostopadla do ogniskowej soczewki. (Prayp. tum.).
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koéé grupowa U, jest mniejsza niz ¢. Obie te predkodci osiagaja wartosé
graniczna ¢ dla czestotliwodei bardzo duzych. Predkodé fazowa staje si¢ nie-
skoniczenie wielka (a Up,, zbliza sig¢ do zera) przy czestotliwoscl granicznej
okreslone] ze wzorow

—l—-zw—f-l—2+ )’ 15.65
2 =\ g b (15:65)
stad |
Wi m L 27
C o )‘-l,m ?

natomiast odpowiednia dlugosé fali dana jest przez

I AT LAY
2. \a > b |-

Dang [, m-fale mozna wytworzyé za pomoca fali plaskiej przechodzace]
przez falowéd nachylony pod pewnym katem do osi i odbijajacej si¢ od scia-
nek falowodu. Oznaczmy przez @, , ¢, oraz 0 katy ulworzone przez padajaca
fale plaska i odpowiednie osie x, y, u. Otrzymamy

mai
Cos Py = —zw&» . COS Py == M%—-
1 stad
V,',m - > C,
oo (15.66)
o oo — (PN (Y
2 Y= AT T b
lub
4 1 \? m \*
- 20 o | -
b (22

Warunki graniczne odpowiadaja 0 = w/2. W przypadku sytuacji pokazane] na
rys. 15.8 wzbudzane wyzsze fale skladowe I, m powstaja na skutek nachylenia
promieni w wiazce zbieznej. Poprzez superpozycje odpowiednich skladnikow
(wz6r (15.62)) mozna wytworzyé ognisko F. Jezeli dana jest czestotliwosé wiazki
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o, to wzér (15.65) ogranicza wartodci wskaznikéw [, m tak, aby zawsze za-
chodzilo
Wy, <<,

Gdy dany jest kat apertury 0y, to wzér (15.66) daje ostrzejsze ograniczenie
wskainikéw [, m. Duza dokladnodé w wyznaczaniu wymiaréw ogniska bedzie
wymagala wysokich skladowych I, m wsumie (15.62), a to w konsekwencji
pociaga za soba konieczno$é stosowania wysokiej czestotliwoéei i duzej aper-
tury 6,.

Zagadnienie nasze jest jednak odmienne. Zadowolimy sie ograniczong do-
kadnoécia w wyznaczaniu wymiaréw ogniska, ale chcemy za to dokladnosé
te powigzaé z informacja otrzymywana w obserwacji. Bierzemy skotficzona
iloé¢ sktadowych sumy (15.62)

0<I<ly,  oraz 0<<m<my,, | (15.67)

jak réwniez czestotliwodel wieksze od czestotliwodei granicznych okredlonych
przez wzér (15.66). Warunki (15 67) okrebla]@ ognisko optyczne o skoticzo-
nych v»ymlarach

Ax>—, Ay=—". (15.68)

Zmiennych z oraz ¢ nie mozemy rozdzielié, gdyz fale nasze rozchodza sle swo-
bodnie w kierunku osi z, zakladamy wiec, ze falowéd jest badZ nieskoriczenie
diugi, badZ tak obciazony na koricu, aby uniknaé odbié*, Mozemy stosowaé
waskie impulsy o czasie trwania 7, tak jak uczyniono to w rozdz. 13. W celu
uzyskania skoriczonej liczby stopni swobody, impulsy musimy powtarzaé
z okresem t. Daje to nam liczbe stopni swobody dla kazdej fali (wzér (13.36)):

n > -ﬁ; | (15.69)

W ogélnosci wigzka nasza ma Lymymn stopni swobody, jezeli chodzi o wybor
czestotliwodel w. Zaldzmy niska czestotliwoéé pray temperaturze T: hv<kT.
Na kazdy stopiefi swobody bedzie przypadaé energia k7, wiec calkowita
energia cleplna wyniesie

Ep= LymynkT. (15.70)

* Jest to przypadek dopasowania obciazenia do impedancji charakterystycznej falo-
woduw. (Prayp. tium.).

10 v Watikka a tonria infarrmanii
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Jezeli chcemy obserwowaé ognisko, ktére mozna odrézni¢ na tle promienio-
wania cieplnego, to uzy¢ musimy energii £ co najmniej réwnej AE;, gdzie
A jest wspétezynnikiem zdefiniowanym w rozdz. 14.4 1 14.5. W czasie obser-
wacji energia promicniowania jest rozpraszana przez czastke I absorbowana
przez fotokomérke. Energia ta daje przyrost entropii |

AS = m? > LymamkA (15.71)

Iub ze wzoréw (15.68) oraz (15.69)

AS,}/AI,;%?—, A4 >1 oraz Fma—[z—

t
~. (1572
T

>

x Ay

‘Tloé¢ informacji uzyskanej ze wzoréw (15.1) i (15.3) wynosi
Al=FklnF (15.73)

i jest zawsze mniejsza od AS. Negentropijna zasada informacji zostaje spet-
niona 1 stad

AS—T) =k (-“f’; ~In F) = 0. (15.74)

Nieréwnoéé ta przypomina wyrazenie (13.55) podane przez Gabora, dotycrace
zagadnienia Szilarda. Wyrazenie (15.74) jest zawsze dodatnie. Osiaga ono mi-

: 2 s . .
nimum przy F = E a warto$é tego minimum wynosi

im0

gdyz A jest wicksze od jednodci. Jezeli pole obserwacji jest bardzo duze i do-
kladnoéé dugza, wéwezas wielkos$é F staje sie réwniez bardzo duza, natomiast
cena entropijna obserwacji AS bardzo znacznie przewyzsza ilo$é uzyskanej
informacji AI. Uwaga ta moze mieé duze znaczenie w zastosowaniu do wielu
zagadnien fizyeznych. Obserwacje ogniska bez ograniczenia czasu i pola pro-
wadzilyby do nieskoriczenie wiclkiej ceny entropijnej, ale nie odpowlada to
zadnemu zagadnieniu fizycznemu™.

* Zagadnienie to poruszyt G. TonaLpo DI Francia, J. Opt. Soc. Amer. 45 (1955), str.
497501,




15.9. Ognisko w falowodzie 201

15.9. OGNISKO W FALOWODZIE

Powréémy do warunkéw (15.67) 1 dokladniej przedledzmy warunki pa-
nujace w poblizu ogniska w falowodzie. Powinniémy mie¢ na uwadze fakt,
ze Scianki rury zachowuja sie jalk doskonale zwierciadla, odbijajace nieskon-
czong ilosé razy przekrd) poprzeczny rury w gére i w dol, na lewo i prawo,
tak jak ilustruje to rys. 15.9.

A
Y
@ @ & &
a1 Fa | Fou A
V iy
///
F20 Fao Fo, 0// Fio
® ® % ®
® ol o || . g | x
Fa, Faal Fo /‘ Fy
/
f L
Il

{
przekrdj poprzeczny falowody

Rys. 15.9. Zakreskowany prostokacik przedstawia przekr6j poprzeczny falowodu z ogniskieny
soczewki £ . Poniewaz scianki falowodu doskonale odbijaja, obrazy ogniska beda po;aw1ac:
sig tak, jak pokazano na rysunku

Ognisko Fy, wewngtrz falowodu ma swoje obrazy (rys. 15.9):
F_ 30, Fo, 1, F_1_1 w sasiednich prostokacikach i tak az do nieskoriczonodci.
Jak mozna przedstawié sytuacje taka za pomoca ukladu fal typu (15.62)?
Zauwazmy napierw, iz ognisko optyczne z = 0 charakteryzuje sie tym, ze
wwystkie skladowe w wyrazeniu (15.62) ra w fazie. Dla innej wartodei # te
eme skladowe nie beda juz w fazie, gdyz ich predkosci sa réine i wiazka
:ro?blf,ga sie. '
Rozpatrujae tylko plaszczyzne ogniskowania z — 0 manmy

H, o= 2, Ap,cos lp cos my cos wt, (15.75}
fLm
gdzie
_ T =T
(ip _ (L, ¥ Z') -

1g#
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Podwojny szereg Fouriera mozemy rozlozyé na dwa szeregl: plerwszy wzgle-
dem x, drugi zaé wzgledem y. Otrzymujemy

H,_o = X(x) Y(y) cos wt,

1
X(x) =D, Xjcos lp, 1 <D<y,
l

(15.76)
Y(y) = D) Yycosmyp, 1 <<m <my,

Alm — Xllfm .

Wylaczamy ! = 0, m = 0 w celu wyeliminowania zabronionego skiadnika 0,0,

Zagadnienie jest symetryczne wzgledem x i y, dlatego rozpatrzymy tylko
wspélrzedna x. Cheemy otrzymaé ognisko Fy o ze wszystkimi jego obrazami.
-Oznacza to, ze musimy mieé ostre maksima X(x) w punktach

x = xy+2pa  oraz  x = —x+2pa, (15.77)

“gdzie p jest dodatnia lub ujemna liczba catkowita. W dalszym ciagu skonstru-
ujemy szereg ze skoriczong liczba wyrazéw, przedstawiajacy tego typu sytuacje
7 dana dokladnoécia. Potrzebne nam jednak beda niektdre zaleznosci matema-
tyczne, ktére teraz podamy. Zacznijmy od tozsamosci Langrange’s 1 zapiszmy
ja w innej formie niz wzér (13.35):

' Im sin (ZMJr L 72
w 1 2
€08 @-4-cos 2¢+...4-cos lyp = }_‘ cos lg = 5 T —1] =

1 s1in b @

sl 20 @ co bl @

sin -2 @ c0$ ——5——

= 2 2 . (15.78)
sinwg—

‘Wynik ten otrzymujemy na drodze prostych przekszialcen trygonometrycz-
nych opartych o zalezno$é

1 Lat Ias+1
(lM+ ""Zf)(P =5 ¢ =5

Bierzemy teraz

1 <l<l,, x=ocoslpy, @ =0, (15.79)
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co daje _
Im 1 Im
X(x) = ) coslpcoslgy = o Y [eos lp—qo)+ cos Hg-+ )]
-0 0
Jub wykorzystujac (15.78)
1 Ia+1
sm——%—d—(cp—%) cos M2 (9 —0)
X(x) = — — -+
: 2 sin ?2—2—@(!
e Ip+1 |
sin =" (¢ o) cos 5 (p+y)
-+ . (15.80)
PPy
& B —2-‘“’-

Pierwszy czlon daje ostre maksima przy

@ = @y+2pm

tj. wtedy, gdy mianownik staje sie zerem. Czlon drugi daje maksima pray

¢ = —@y+2pm

1 daje to ognisko i jego obrazy okreslone przez wzér (15.77). Caly ten uklad
ulega degeneracji, gdy ¢, = 0, tj. wiedy, gdy ogm&ko znajduje sie w jednym
z rogéw falowodu.

- Clag wspélc zynmkc’)w we wzorze (15.79) daje dokladnie wymagane warunki.
Rozwazmy samo piciwotne ognisko i jego otoczenie:

¥ = xgl0x, @ = gotdp, o= aP (15.81)

Drugi skladnik (wzdér (15.80)) jest do pominiecia.
Pierwszy skladnik ma maksimum = [;,/2 w ognsiku (dp = 0) i pierwsze
zera przy

tj. wiedy, gdy wyrazenie cosinusoidalne licznika pierwszego ckladnika jest
zerem. Szerokedé maksimum mozna praktycznie zdefiniowaé jako polowe
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odleglodcl miedzy pierwszym. zerem z prawej strony 1 plerwszym z lewej:

M (15.82)
Ax == @ = a .
Im+1  lm

W przypadku kiedy [, jest duze, warunek ten upraszcza si¢ do postaci dane]
poprzednim wzorem (15.67).

Podobne rozwazanie stosowaé mozna dla wspoélrzednej y.

Rozwazmy aperture kwadratowa i takie same ograniczenia na x oraz y:

a=b=r Ax=Ay, [y,=my =M.

Promient ogniska wyniesie

Ar = I/(Ax )E-H(Ay)? = r"/;a .—1— —}; = I/

Ograniczenie kata 90 otrzymamy ze wzoru (15.60):

0 2 2 2
M7 i, — () (M) —ﬁ-{), (15.83)
Cz €l r r
tak ze
e A
Ar = v sin O ~ sin 0, (15.84)

jest po prostu wzorem na zdolnodé rozdzielcza, bedaca funkceja dlugodei fali

i kata aperturowego 0,.

-

15.10. PRZYKLADY 1 OMOWIENIA

Czytelnik moze sie zdziwié, dlaczego otrzymane zaleznosci (15.67) 1 (15.69)
sg tak podobne z wyjatkiem wspélezynnika Yy, ktéry wystepuje we wzorze
{15.69). Powodem jest to, ze wzdluz osi x 1 y wystapié¢ muszg uklady fal sto-
jacych. Fale stojace powstaja z dwu jednakowych, ale rozchodzacych sie w pize-
ciwnych kierunkach fal. Fale takie powstaja na skutek odbi¢ od écianek
falowodu. W kierunku osi z mamy natomiast tylko jedna fale rozchodzaca
sie bez odbié. Tym thumaczy sie wspdlezynnik 1/, we wzorze (15.69) odnoszacy
sig do uktadu o n stopniach swobody. Wyjaéniliémy na poczatku rozdz. 15.9,
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ze wezystkie fale skladowe w plaszczyinie ogniskowania z = 0 sa zgodne
w fazie 1 fazy ich zaczynaja sie szybko réznié dla innych wartosci z, co spowodo-
wane jest réznymi predkodciami V. Moglibyémy réwnie dobrze rozwazyé
ognisko jako wynik zbieZnosci wigzki d$wiatla o maksymalnym kacie 0,
okreélonym priez (15.83). Wiazka $wiatla przechodzi i poza ognisko, a wéwcezas
0, jest katem rozchodzenia sie wiazki.

Zamiast ostrego ogniska mozemy potrzebowaé dlugiego promienia
szpilkowego. Mozna go olrzymaé stosujac wielkie czestotliwodel oraz male
katy 0. Wzory (15.66) lub (15.83) wskazuja na mozliwoéé dobrania tych
parametréw w taki sposéb, ze liczby catkowite I oraz m pozostaja duze,
a wiazka $wietlna posiada mala powierzchnie przekroju.

Mamy réwniez mozliwoé¢ wytworzenia, co najmniej w przybliZeniu,
wiazki plaskiej o zadanej grubosci. Mozna to zrobi¢ biorac soczewke cylin-
dryczng, mate katy 8 i dlugie szcezeliny ograniczajace wiazke w kierunku osi x.
W kierunku y wigzki nie ogranicza sie. Sytuacje te zilustrowano na rys. 15.10.
Rozlozenie fali (wzér (15.76)) daje przy plaszczyznie ogniskowania

h | H, o= X(x) cos wt,
co jest niezalezne od y.
Wypadkowa wiazke opisuje réwnanie

Im
H = Z Xjcos lpcos w (t—f——) (15.85)
Vi

i=1 |

przy m = 0. Wielka czestotliwoéé w, duzo wieksza od czestotliwoéel granicznej
ZM ’

= ¢ — 15.86
w>ng e P ( )

daje wiazke o bardzo malej rozbieinosdci. Warunki te odpowiadaja zagadnieniu
maszyny Srzilarda opisanej w rozdz. 13.6.

Rysunek 15.10 obrécony o 90° odpowiada sytuacji z rys. 13.5. W tym
przypadku mamy Ay == b i wyrazenie na F z réwnania (15.72) sprowadza si¢
do postaci |

a A%
P — =1 =] . 15.87
7 1587
Jest to dokladnie wartodé F ze wzoru (13.55), a polaczenie wzoréw (15.74)
i (15.87) daje wynik identyczny z poprzednim wynikiem z rozdz. 13, ktéry
otrzymano na innej drodze.



296 15. Obserwacja a informacja

Nasze wyrazenia (15.72) i (15.74) zawieraja wspdlczynnik liczbowy, ktérego
wartosci oméwiono w rozdz. 14.5. Dla malych czestotliwosci wspélezynnik
ten przybiera wartoéé A4,, ktéra moze by¢ rzedu kilku jednostek, ale niektére

- » soczewka cylindryczna

falowod
¥ _ -

R

Rys. 15.10. Wiazka promieni éwietlnych o malej rozbieznosci wytwarzana przez soczewke
cylindryczna. Wiazka taka nadaje si¢ do zastosowania w maszynie Szilarda

warunki eksperymentalne moga wymagaé wielkich czestotliwoéei; prowadzi
to do duzo wiekszych wartosci A, tak ze
A, gdy hv<€kT,
A =13 hv 15.88
'IE-T, gdy ]’W}kT. ( )
Gérna réwnoéé odnosi sie do obserwacji klasycznych, natomiast dolna
odpowiada obserwacji, ktéra wprowadza zaktécenie do obserwowanego ukladu
1 w kiorej uwzglednié trzeba efekty kwantowe.

- 135.11. PODSUMOWANIE

We wszystkich przykladach oméwionych w tym i poprzednim rozdziale
doszliémy do wniosku, ze informacja otrzymywana z dodwiadczenia zalezy
logarytmicznie od dekladnodei:

Al=Fklned (15.89)
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i ze zwiazany z nia przyrost entropii spelnia nieré6wnosé :
AS = AL ' (15.90)
Przyklady te postuzyly do sprawdzenia uogélnionej zasady Carnota, ktéra
nazwalidmy negentropijng zasadq informacyi: '
AS-—-I) =0. (15.91)
Zbadaliémy sprawnoéé obserwacji, ktéra w myél negentropijnej zasady
spelnia nieré6wnoéé
AT

e= 1o <L (15.92)

W przypadku prostego pomiaru odleglosei (rozdz. 15.2 1 15.3) sprawnogé
jest bliska jednoéci, a negentropijna cena obserwacji jest mata. We wszyst-
kich innych rozwazanych przypadkach sprawnosé jest duzo mniejsza od
jednodci, a przyrost entropil zalezy co najmniej liniowo od dokladnosci:

AS = aA4-b. - (15.93)
Stala b jest zwykle mala. Wspélczynnik @ w niektérych przypadkach jest
staly lub niekiedy jest logarytmiczna funkeja #{. Metoda intérferometryczna
pomiaru odleglodci i pomiar polozenia przy pomocy mikroskopu prowadza
do przyrostu entropii danego przez wzér (15.93). Oczywiscie, w tych pr7ypad-
kach ze wzrostem dokladnosci sprawnoéé gwattownie maleje.

Ogdlnie mowige, zobaczylidmy, Zze sprawnosé jest wigksza przy postugi-
waniu sie malymi czestotliwodciami. Inaczej jest jedynie w przypadkach,
w ktorych wystepuja warunki kwantowe, a wymagana dokladno$é jest bardzo
duza. W takich okolicznodciach uzycie wielkich czestotliwodcl jest barduiej
oplacalne, chociaz sprawnos¢ jest bardzo mata. W tym przypadku mozna
zwiekszy¢ sprawnoéé przez wprowadzenie odpowiednich przyrzadéw zmniej-
szajacych rozpraszanie energil. W wyniku takiego postepowania zagadnienia
zwigzane z wielkimi czestotliwodciami daja sie sprowadzié do zagadnien
zwiazanych z malymi czestotliwoéciami i wobec tego we wszystkich tych przy-
padkach mozna wykorzystaé wyniki dotyczace malych czestotliwosci.

Mozna zauwazyé, Ze podana poprzednio prosta metoda pomiaru odleglodei,
ktéra daje bardzo duza sprawnosé, nie nalezy do tych metod pomiarowych,
ktore tatwo wykorzystaé mozna w laboratorium do pomiaru matych odleglosei,
gdyz trudno jest skonstruowaé odpowiedni aparat. Bardzo male ‘odleglodci
mierzy sie przewaznie metoda interferometryczna, ktdra, jak pokazalismy,
odznacza sie mala sprawnoscia.
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TEORIA INFORMACJI, ZASADA NIEOZNACZONOSCI
I OGRANICZENIA FIZYCZNE OBSERWACJI

*16.1. UWAGI WSTEPNE

Oméwilidmy réznorodne doéwiadezenia i doszlidmy do ogdlnego wniosku,
jakim jest negentropijna zasada informacji, ktéra méwi, ze kazda informacja
otrzymana z obserwacji fizycznej musi byé oplacona przyrostem entropii
w laboratorium. Srednio przyrost tej entropii jest wickszy od otrzymane;
informacji, jesli obie wielkogci mierzone sa w tym samym ukladzie jednostek.
Warunki te narzucaja nowe ograniczenia na mozliwodci obserwacji; cheemy
poréwnaé je z dobrze znanymi relacjami nieoznaczonosci.

Pét wieku toczyla sie dyskusja na temat zwiazku miedzy fizyka klasyczna
i kwantowa. Oryginalny punkt widzenia podaje N. Bohr w swojej zasadzie
dopelnienia, a jego interpretacja relacji nieoznaczonosci wydaje sig wladciwym,
logicznym podejéciem do zagadnienia. Niedawne dyskusje® w jasny sposob
podkreslity znaczenie poruszonych zagadnien.

7, historycznego punktu widzenia fizyka startuje od poziomu klasycznego,
od eksperymentéw robionych na skale czlowieka i od fundamentalnych
definicji (dhugodé, czas, masa, podstawowe prawa) opartych na tych ekspery-
mentach. Z tego trwalego gruntu fizyk przechodzi do badania zagadnien

* W. Ersasser, Phys. Rev. 52 (1937), str. 987; Phil. Sei. 18 (1951), str. 300; w pracy:
Louis de Broglie, Physicien et Penseur, Paris 1953, Albin Michel, str. 87.

N. Bounr, L. RosenrerLp, Phys. Rev. 78 (19530).

L. RosenrELD, w pracy: Louis de Broglie, Physicien et Penseur, Paris 1953, Albin
Michel, str. 13.

D. Borm, Quantum Theory, New York 1951, Prentice-Hall.
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atomowych i zaczyna odkrywaé cfekty kwantowe ze wezystkimi ogranicze-
niami thwiacymi w zasadzie nieoznaczonoéei oraz mechanike falowa.

Konsekwencja wymaga, by nowe te prawa w granicy, przy bardzo duzej
ilosci kwantéw, sprowadzaty sie do praw klasycznych.

Bohr wiele razy podkregla fakt, ze aparal pomiarowy jest zawsze oplsany
pojeciami klasycznymi, lecz wprowadzit on réwniez zasade odpowiedniodc,
stosownie do ktérej prawa kwantowe musza prowadzié do praw klasyeznych
w przypadkach granicznych, kiedy stala Plancka & mozna traktowaé jako
wielko$é zaniedbywalnie mala.

Bohm stwierdza, e ,teoria kwantowa przyjmuje klasyczne pojecia przy
opisic tcgo poziomu”. Jak zdefiniowaé mozna fizyke klasyczna? Elsasser
uweza, ze fizyke klasyczng charakteryzuje mozliwosé przeprowadzania,
eksperymentéow niezaklécajacych, w ktérych mozna dokonaé WYTaznego
podzialu na obserwatora i uklad obserwowany. Jako typowy prayklad po-
shuzyé moze oplyczna obserwacja ukladu mechanicznego, np. spadajacego
ciata. Doswiadczenie nie zakléca dostrzegalnie uktadu i moze byé powtarzar.e
wiele razy z tymi samymi wynikami. Posiada ono fundamentalng whsnoéé
. reproduktywnosci. Nie latwo jest ustalié precyzyinie warunki, jakie musza
byé¢ spelnione, by moina bylo dokonywaé niezaklécajacych obserwacji.
Zaakcentujemy jednak kilka punktéw. Uklad obserwowany musi zawieraé
duzo czastek i duzg liczbe kwantéw. Dokladnosé dogwiadezenia nie moze byc
zbyt duza. Oczywistym warunkiem jest tez to, ze dodwiadczenie powinno prze-
biega¢ w warunkach dalekich od przypadku gramcmego w ktéorym wchodzi
w gre zasada nieoznaczonoéei:

Ap Ag d>>h  oraz AE At D h. (16.1)

W celu jednoczesnego okreélania p, ¢, F oraz t, dopuszczalne bledy
Ap, Ag, AE oraz At nie powinny byé zbyt male. Mozemy teraz wprowa-
dzi¢ inny warunek, wynikajacy z rozwazafi przytoczonych w tej ksiazee. Cena
negentropijna AS obserwacji powinna by¢ mata, do zaniedbania, gdy po-
rownywana jest z calkowita entropig S; obserwowanego ukladu:

AS < S,
i stad (16.2)
Al <AS < S,

gdyz informacja Al jest zawsze mniejsza od ceny entropijnej AS. Sa to warunki
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konieczne, ale moga nie byé wystarczajace. Zasadniczy schemat procedury
pomiarowej jest nastgpujacy.

Uklad obserwowany i przyrzad pomiarowy nie sa ze soba powigzane.
Podczas obserwacji uwydatnia sie powiazanie, i to z pewna wzajemna reakcja.
Po obserwacji uklad 1 przyrzad pomiarowy ponownie nie sa ze soba powiazane.
W czasie obserwacji wystepuja zmiany p, g, £ oraz S ukladu; sg to nieznane
zmiany, ktére wystepuja w czasie trwania doéwiadezenia réwnym At. Obser-
wacje mozna rozpatrywé jako niezakldcajaca, jezeli te nieznane zmiany sa
bardzo male w poréwnaniu z dokladnoécia dodwiadczenia. Warunki (16.1)
i (16.2) sa konieczne. Rozwazmy np. przypadek (16.2). Doswiadeczenie
wplywa na wzrost o AS calkowitej entropii obserwowanego uktadu i przyrzadu
pomiarowego. Gdy uklady nie sq powiazane ze soba po doswiadezeniu, czeéé
entropii- AS zwiagzana bedzie z ukladem obserwowanym, reszta za$ z urzadze-
niem pomiarowym, tak ze tych .dwéch skladowych rozrdznié¢ nie mozna.
Dlatego musimy zazadaé, aby catkowity przyrost AS byl zawsze bardzo maty
w poréwnaniu z entropia obserwowanego ukladu S,. |

Elsasser rozpatruje, jako przyklad, pomiar czasteczek w gazie. W Vaqadzle
jest mozliwy bardzo dokladny pomiar polozenia wszystkich czasteczek, lecz
taka obserwacja wymagalaby strumienia $wiatla o bardzo wysokiej czestotli-
wosci. Wzajemne oddzialywanie $wiatha i czgsteczek udzielaloby tym czastecz-
kom: duzych mementéw pedu, a to powodowatoby daleko posuniete zmiany
calego ukladu. Jasne jest, ze nie jest to obserwacja niezaklécajaca i e nie spel-
nia ona warunkéw (16.1) i (16.2). Innymi stowy, pomiary objetoéci, ciénienia
i gestodcl moga byé dokonane przy zachowaniu warunkow (16.1) i (16.2),
co rowniez prowadzi do niezbyt duzej dokladnodei.

16.2. OBSERWACJA JEST PROCESEM NIEODWRACALNYM

Nalezy podkreélié, ze przyrost entropii AS wymagany w czasie obserwacji
nie pozostaje w Zadnym zwiazku ze zmianami entropii pojawiajacymi sie
w samym ukladzie tak dlugo, jak dlugo nie dokonuje sie pomiaru.

Rozpatrzmy np. uklad, w kitérym zachodzi przemiana adiabatyczna®*.

* Przemiang adiabatyczna opisuje sie jako ciag stanéw réwnowagi. Jezeli uklad znajduje
sie w cylindrze o dlugoéci L, zaopatrzonym, w przesuwajacy sie tloczek, to ruch dx tloczka
musi by¢ bardzo maly w'czasie 6t, dostatecznie dlugim, aby zaburzenie moglo rozchodzié sie
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Entropia wewnatrz ukladu pozostaje stala, ale przemiana adiabatyczna prze-
biega jako niezauwazalna i nieobserwowalna, gdy uklad nie jest sprzgzony
7 przyrzadem pozwalajgcym dokonaé obserwacji. Przyjmijmy, Ze przemiana
adiabatyczna powoduje zmiany wielkosci fizyeznych (p, V, T, itp.), lecz tak
dhugo, dopéki zmiennych tych nie mierzymy, nie mamy sposobu dowiedzie¢
sie, czy coé sie zmienia. Aby zaobhserwowaé p, V, T, musimy uktad polaczyé
z fizyeznym urzadzeniem pomiarowym i przez to wprowadzamy male zaklo-
cenia. Sama obserwacja jest procesem nieodwracalnym, wnoszacym prazyrost

tam i z powtotemn wiele razy na calej dlugodei L. Wymaga to, aby

Ox
Y (e
sdzie ¢ jest predkodcia rozchodzenia sig zaklocenia. W praypadku promieniowania ¢ jest
predkoécia éwiatla; dla gazéw ¢ oznacza predkodé termiczna czasteczek, dla cial stalych lub
cieklych ¢ oznacza predkosé rozchodzenia sig glosu.
Przemianami adiabatycznymi ukladéw skwantowanych zajmowalo sie wielu autoréw.
Bohm (op. cit., rozdz. 20) stawia warunek '

SE
(AE? ot

gdzie E jest energia, zaé AE jest roinicq energii miedzy dwoma stanami. Rozwazmy fale stojaca

<l

na calej dlugoéci L z N wezlami, tak ze
A ¢
L=N—=N—
2

stad
N

E = nhy = hen X
2L

N
AE = hy = he —

2L
{jesli istnieje n kwantow oscylacji Av w naszej fali stojacej). Wowezas
oF v oL
— = —henlN —, 1= ———
ot 212 at

i warunek Bohma dla przemiany adiabatycznej przyjmuje postad

1,
Ne <

a wiegc jest podobny do podanego wyiej warunku v{{{ec. ’
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entropii AS w laboratorium. Musimy zawsze odczytaé polozenie wskazowki
na skali (pomiary odleglodci) i notowaé przedzialy czasu. Tego typu podsta-
wowe pomiary zostaly oméwione w rozdz. 15, a kaida obserwacje fizyczna
mozna do nich sprowadzié. '

W przykladzie tym zobaczymy réznice miedzy zmianami entropii wystepu-
jacymi w ukladzie odizolowanym i stad nieobserwowalnym a przyrostem
entropii AS wymaganym do obserwacji 1 uwarunkowanym zwiazkiem miedzy
obsexwowanym ukladem i przyrzadami pomiarowymi.

Zasadniczo obserwacja jest procesem nieodwracalnym. Z- czysto termo-
dynamicznego punktu widzenia dowiedli$my, Ze obserwacja nie moze by¢
dokonana bez zwiazanego z nia przyrostu entropii

AS >0 , (16.3)
W samym ukladzie fizycznym lub w urzadzeniu vzywanym do doéwiadezenia
i w czasie obserwacji sprzezonym z ukfadem.
Jezeli przyjmujemy bardziej ogélny punkt widzenia, opisany w poprzed-
nich rezdziatach, to wlaczamy réwniez informacje Af, natomiast warunek
(16.3) zapiszemy w postaci

A(S—1) =0,

AS = AT = 0. (16.4)

W obu przypadkach w czasie obserwacji nieunikniony jest przyrost entropii
i, podobnie jak przyrost entropii pociaga za soba nieodwracalnogé, tak nie-
odwracalno$é wystepuje jako cecha: charakterystyezna obserwacji.

Podobne spostrzezenia poczynito uprzednio wiclu autoréw, a szczegdlnie
J. von Neumann, ktéry omawla niektére paradoksy mechaniki kwantowe;j.
Nie nalezy mowié, ze uklad znajduje sie w pewnym stanie, w sytuacji gdy nie
mierzymy zadnych wielkodei charakteryzujacych ten stan. Proces pomiaru
jest nieodwracalny 1 determinuje — co najmniej czeSciowo — przyszle zacho-
wanie sic ukladu.

16.3. ZASADNICZE OGRANICZENIE DOKLADNOSCI POMIAROW FIZYCZNYCH
Napotkaliémy wiele trudnoéci przy pomiarze odleglodci z bardzo duza

dokladnoécia, szezegdlnie wtedy, gdy wchodzily w gre bardzo male odleglosei.
Dlugoéé charakterystyczna Ax,., odpowiadajaca danej temperaturze T' (por.
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wzér (15.12)), zdefiniowana wzorem

he }_

Axp = % 1,44 7

cm (16.5)

(gdzie T — temperatura w stopniach Kelvina) — meoze byé traktowana jako
granica rozdzialu odlegloéci, ktére nazywamy malymi i duzymi. Wrzrastajaca
trudno$¢ w pomiarach coraz to mniejezych odleglosci wskazuje na to, ze
podstawowe zalozenia przestrzeni Euklidesa i czasu musza byé rozpatrywane
jako idealizacja, kiéra nie moze i nie powinna byé stosowana przy bardzo
malych odleglodciach. Matematyczna definicja nieskoficzenie malych od-
legloéci odpowiada niemozliwym warunkom fizycznym., Wrécimy do tego
zagadnienia w rozdz. 16.4.

Latwo dopatrzyé sie mozna w oméwionych przykladach powiazania po-
‘miedzy teoria kwantowa 1 teoria informacji. Ograniczenia kwantowe trzeba.
uwzgledniaé w rozwazaniach, poniewaz zyjemy w skwantowanym $wiecie.
Kiedy rozpatrujemy eksperymenty na poziomie klasycznym, zauwazamy,
ze stala Plancka A nie wystepuje w wynikach koricowych, ktére zawieraja
_tylko stalq Bolzmanna k. Uznajemy przeto, 7e negentropijna zasada informacji
jest rzeczywidcie zasada nowa 1 nie moina jej sprowadzié do relacji kwantowych
i zasad nieoznaczonosci. Stalej Plancka nie mozna wyeliminowaé, gdy do-
$wiadczenie przechodzi na poziom kwantowy, a obie teorie powlgzane £a na.
tym poziomie w sposéb bardziej skomplikowany. Mozna to pokazaé na pod-
stawie zagadnien poruszonych w rozdz. 15.3 i 15.5. Duze odlegtodei odpowia-
daja zagadnieniu klasyeznemu (punkt 15.5.1). Pomiar bardzo malych odleg-
todei sigga juz poziomu kwantowego. Przy pomiarze ekstremalnie malych
odleglodci i przy bardzo niskiej temperaturze w gre wchodza ograniczenia
zarowno ze strony efektéw kwantowych, jak i ze strony teorii informacji.

We wezystkich naszych ogélnych rozwazaniach dazyliémy do sprowa-
dzenia zagadnienl do podstawowych elementéw i systematycznie pomijaliémy
~ degradacje energii we wezelkiego rodzaju wzmacniaczach. Wzmacniacze sa
zawsze niezbedne w przyrzadach wykorzystywanych przy do$wiadczeniach.
Spelniaja one nastepujaca role: przeksztalcaja efekt kwantowy na drodze
zwiekszania jego amplitudy w taki efekt, ktéry moze byé zarejestowany przez
aparat pracujacy na poziomie klasycznym. Rola wzmacniacza wyraZnie zostaje-
wyjasniona przez Elsassera. Kilka przykladéw zilustruje ogdina sytuacjer
klisza fotograficzna moze reagowaé na pojedynczy kwant, a wywolywanie jest.
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wzmacnianiem, co daje widzialny efekt w postaci czarnej plamki (efekt
klasyczny). Fotokomérka moze rejestrowaé pojedynczy kwant, jezeli podia-
czona jest do wzmacniacza elektronicznego. Licznik Geigera moze wykryé
pojedyncza, naladowana czastke, a wzmacnianie wynika z wyladowania jono-
wego. Komora Wilsona jest analogicznym przykladem takiego wzmacniacza.
Tak dlugo, jak wzmacniacz jest wzmacniaczem bez sprzezenia zwrolnego,
moze byé pominiety, gdyz nie wptywa on bezposrednio na obserwacje, chociaz
zrozumiale jest, ze bedzie wnosit zwiazany z obserwacja przyrost entropii
do ukladu. Wzmacniacz ze sprzezeniem zwrotnym odgrywa bardzo waina
role, jak to podkreélit Wiener w swojej teorii cybernetyki!

Jak wspomniano wyzej, warunki klasyczne wystepuja przy pomiarze
omawianym w punktach 15.3.1 1 15.5.1, gdy AL jest wieksze od Axy. Wyjat-
kowe sytuacje pojawiaja si¢ w przypadku omawianym w punktach 15.3.2
i 15.5.2, pray |

AL < Axy, (16.6)

co odpowiada duzej dokladnosei, bardzo niskiej temperaturze 1 bardzo malym
odleglodciom. W takich warunkach musimy odréznié wymagana do obser-
wacji energic AE od tej jej czesci, ktéra przechodzac w cieplo musi ulec
degradacji i wywolaé przyrost entropii. W wielu praktycznych przypadkach
catkowita energia AE ulega rozpraszaniu w postaci ciepla, ale jak wykazaliémy
w rozdz. 14 1 15, wigkszej czedcl tego rozproszenia mozna uniknaé, a przyrost
entropii AS moina (co najmniej teoretycznie) zredukowaé do wartosci otrzy-
mywanej w obserwacjach klasycznych i uczyni¢ go nieznacznie wigkszym od
otrzymanej informacji AL JuZz poprzednio przeanalizowalismy zagadnienie
pomiaru odleglogei i doszliémy do wniosku, #ze najbardziej ekonomiczng
metoda pomiaru byla ta, ktéra oméwiono w rozdz. 15.2 i 15.3. Sprawnosé
dana byla wzorem (15.17):
AT In{ln 2)

= o = ]
&= X3 1- - (16.7)
Dla dokladnoéci rzedu 100
L
N oA = n = 100. (16.8)
Wyrazenie (16.7) daje
g == 1+ In(ln 2) = 10,88 = 0,92. (16.9)

In 100
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Pomiary interferometryczne oméwione w rozdz. 15.5 i 15.6 oraz obserwacje
pod mikroskopem oméwione w rozdz. 15.8 maja sprawnoéé duzo mniejsza.

Warunki klasyczne (punkt 15.5.1) odpowiadaja przypadkowi, kiedy wy-
magana do obserwacji energia ulega: calkowitej zamianie w cieplo 1 nie-
zbedna energia jest dana bezpodrednio relacja

AE = TAS. | (16.10)

Zachodzi to wiwczas, gdy blad L w pomiarze odlegloéci nie jest maly i po-
zostaje wigkszy od Axy. |

W przypadku omawianym w punkcie 15.5.2 zadamy jednak zmniej-
szenia AL i osiagnigeia warunku (16.6). Sytuacja ulega tu catkowitej zmianie.
Teoretycznie minimum przyrostu entropii AS mozna utrzymaé na poziomie
dostatecznie matym, lecz energia wymagana w doéwiadezeniu coraz bardzie;j

wzrasta ;

AL > TAS. (16.11)

Punkt ten godny jest uwagi i oméwimy go obecnie,

16.4. GRANICE STOSOWALNOSCI GEOMETRII EUKLIDESOWE]

Podsumujmy gtéwne trudnosci zwiazave z pomiarem hardzo malych
odleglosci i zbadajmy zasadnicze ograniczenia, jakie trudnodei te naktadaja
na definicje fizyczne.

Aby pomierzy¢ odleglodé L z bledem AL, musimy postuzyé sie promienio-
waniem o dlugodei fali

A < 2AL. (16.12)

Warunek ten rozwazalidmy szczegdlowo w rozdz, 15 i poréwnywalidmy réine
metody pomiarowe; doszlidmy do wniosku, ze w niektérych przypadkach
mozna stosowaé dlugie fale, ale ich cena energetyczna i entropijna jest duzo
wyzsza niz dla fal krétkich. Fala krotka (wzér (16.12)) odpowiada duzemu
pedowi

h h

1 promieniowanie to bedzie oddzialywaé na uklad obserwowany oraz wpro-
wadzaé bedzie do ukladu zmiane pedu Ap, ktéry moze zmieniad siec od —p
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do -+p i stad
h
= 20> —=,
P= AL
co jest zwykla relacja nieoznaczonosci.
"~ Nowym punktem, na ktéry cheemy zwrécié uwage, jest to, ze duzy ped 13
zwigzany jest zawsze z duza energia i zgodnie z tym pomiar odleglosci z malym
bledem AL wymaga zawsze duzo energil. |
Zalézmy najpierw, ze postugujemy si¢ promieniowaniem elektromagne-

Ap (16.14)

tycznym. Przypadek innego promieniowania rozwazymy w rozdz. 16.5.
Jezeli postugujemy sie sw1allem to dhugodei fali A odpowiada kwant hv:

he he
e o '
hy T =~ 3AL (16.15)
Najmniejsza ilo$¢ energii AE, pi‘zy pomocy ktérej mozemy dokonaé¢ do-
dwiadczenia, wynosi hy 1 wobec tego:

AE = hy, AE AL>%E :  (16.16)

Nie ma wyraznej granicy dolnej dla matych odleglodei lub dhagodci, ktére
moga byé jeszcze mierzone, lecz iloéé energii wymaganej do przeprowadzenia
pomiaru wzrasta jak (AL)™ i szybko staje si¢ klopotliwg przeszkoda w po-
miarach. Doéwiadczenia dokonywane w warunkach omawianych w rozdz.
15.5.2 beda z pewnoécia zaklécaé bardzo obserwowany uklad. Trzeba sto-
sowaé bowiem wielkie czestotliwodei, a to powodowaé bedzie duze impulsy
odbite, wytwarzaé pary*® itp.

Uwagi te jasno wskazuja na to, ze faktyczne koszty wyposazenia 1 maszyn
niezbednych do eksperymentéw nuklearnych zwiazane sa ze wzrostem wy-
datku energii. Ostatecznie koszt pracy duzego cyklotronu lub synchrocyklo-
tronu jest proporcjonalny do duzej energii potrzebnej do kazdej obserwacji,
a rozpraszanej w napromieniowywanej prébce®*

Matematycy moga definiowaé nieskoficzenie male odleglosci, ale jest to
abstrakeja odpowiadajaca sytuacji, kiéra nie moze wystapi¢ w rzeczywistosct.
Rozwazmy np. laboratorium dysponujace okreélong ilodcia energil. Jezeli
cala ta energia bedzie wydatkowana na pomiar pewnej odleglosei, to odlegloéé

* Chodzi o .pary pozyton—elektron. (Przyp. thum.).
#* [, Brimroum, J. Appl. Phys. 24 (1953), str. 1152; 25 (1954), str. 887.
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ta bedzie najmniejsza odleglodcia, jakg mozna obsetwowaé w tym labora-
torium.

Czesto nasuwalo sie przypuszezenie, ze wiele trudnoéci teorii kwantowej
mozna by wyeliminowaé na drodze wyboru jakiejs minimalnej diugoéci.
Minimaina, ustalona dtugodé z trudem mozna by oszacowaé w oparciu o przy-
toczone uwagl. Wahamy sie, by rozrzerzyé przyklad laboratorium z okreélona
ilodcia dostepnej energii do rozmiardw wszechdwiata, gdyz ea trudnodei
Scislego sprecyzowania jego rozmiaréw i energii w nim zawarte]. Tym niemniej
mozemy powiedzied, ze pomiary coraz to mniejszych odleglodei poteguja
narastajace trudnosci, a rosnacy koszt obserwacji takich odleglodci moze byé
nowym elementem w teorii. Réwnoéé (16.16) jest bardzo podobna do (153) :

AE AL ~ %ﬁf (16.17)
1 pokrywa si¢ catkowicie z relacja nieoznaczonogei (16.14). Warunki (16.14)
maja jednak catkowicie odmienne znaczenie, niz wspomniane warunki
zwigzane z zasada nieoznaczonoéci. W zasadzie nieoznaczonodci AE odpo-
wiada bledowi pomiaru energii E. W réwnaniu (16.16) AE jest iloécia energii
" wymaganej w doswiadezeniu i co najmniej czedciowo ulega zamianie na cieplo
podezas pomiaru L z bledem AL. Relacje te sa wiec tylko formalnie podobne:
ich znaczenie fizyczne jest calkiem réime. |

16.3. MOZLIWOSC ZASTAPIENIA FOTONOW CZASTKAMI CIEZKIMI

Rozpatrzyliémy réznorodne urzadzenia eksperymentalne przy zalozeniu,
ze do oswietlania uzyto wiazki éwietlnej. Zamiast fotonéw o masie Zerowej,
mozna rozwazyé mozliwoéé uzycia innego typu fal, takich jak fale zwiazane
z czgstkami materialnymi o masie m. Zacznijmy znéw od wzerdw (16.12)
i (16.13),' ktére odnoszg sie do dowolnego rodzaju promieniowania, i rozpa-
trzmy mozliwosé wykorzystania czastki o masie spoczynkowej mg. Musimy
obliczyé energie kinetyczna tej czastki. Crzastka posiada ped p i energie
kinetyczna E, dane réwnaniami:

h v v _
O A N e (16.18)
1 ——
— 2 — - 2022 2 ;
Ly = mye [V.T:ﬁué 1] ¢ ]/chp mgc®. (16.19)
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W skrajnych przypadkach moina stosowaé przyblizenia:

czastek o malej masie spoczynkowej mamy
— Y Eoapne—mac?
mycLp == ik R pe— g™,

natomiast dla czastek ciezkich mamy

2

h
moc>p = “‘“i' R Ek’f\"’.'/’ émﬁ_;;] .

dla fotonéw lub

(16.20)

(16.21)

Dla danego p oraz zmieniajace]j sie masy spoczynkowej mq krzywa przedsta-

wiajaca E, jako funkcje mg pokazano na rys. 16.1.

Na pierwszy rzut oka stosowanie cigzkich czastek interesujaco wyglada,

'ng

Rys. 16.1. Wykres energii kinetycznej w funkcji my przy ustalonym pedzie p. Krzywa ta

zbliza sie asymptotycznie do wartosci p*f2m, dla myc>p

gdyz istnieje tu mozliwo$é zmniejszenia ilosci energii £, wymaganej do do-
Swiadcezenia. Jest to jednak niemozliwe przy pomiarach bardzo matych od-

leglosei d. Przypuéémy np., Ze
AL = d = 1018, p~~3-10"14

zgodnie 7z réwnaniem (16.14). Musimy poréwnaé p z myc, aby sprawdzié,

ktére réwnanie przyblizone zastosowad: (16.20) czy (16.21).

Mamy

elektron: my &~ 10727, mgc &~ 3 - 10717 — praypadek (16.20); .
proton: my & 2 107245 mge A~ 6- 107* — praypadek pogredni,

‘ 5
ciezki nukleon: mgy & re 10-22; myc = 5-1071% — praypadek. (16.21).
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Zmniejszenie wymaganej energii mozna by uzyskaé stcsujac bardzo ciezkie
jadra, lecz jadra te maja duze przekroje i bylyby nieodpowiednie przy mie-
rzeniu odleglosei mulejszych od wymiaréw ich przekroju.

W ogélnosci fotony, mezony, elektrony i nukleony =3 jedynymi czastkami,
ktére praktycznie stosowaé mozna w wigzce o$wietlajacej, 1 wszystkie prowadza
do podobnych wynikéw, jezeli odleglos$é d jest bardzo mala. Trudnodei
oméwione w rozdz. 16.3 i 16.4 sa rzeczywiscie trudnedciami podstawowymi
i nie mozna ich wyeliminowad.

16.6. RELACIE NIEQZNACZONOSCI W DOSWIADCZENIU Z MIKROSKOPEM

Metody =z teorii informacji wykorzystano w rozdz. 15.8 1 15.9 do oméwie-
nia obserwacji pod mikroskopem. Jest to typowe zagadnienie czesto wiazane
7 relacjami nieoznaczonodci. Przyjmiemy tu, iz jeden foton wystarcza do UZys-
kania informacji o polozeniu czastki. Jest to oczywiscie zalozenie upraszcza-
jace. Pojedynczy foton obserwowany w punkcie I z 1ys. 16.2 moze pochodzié .
skadkolwiek 1 niekoniecznie musi wskazywaé czastke w punkcie M, ktéra roz-
prasza promieniowanie. Dyskusja przytoczona w rozdz. 15 wykazuje jasno,
ze dokladne okreslenie obrazu $wietlnego w punkcie I wymaga duzej liczby
fotonéw. Dla jednego, pojedynczego fotonu spelniona jest relacja nieoznaczo-
noéci

Ax Ap, ~h, (16.22)
natomiast dla wielu fotonéw nicoznaczonosé staje sie wigksza:
Ax Ap,~ Ah, (16.23)

przy czym wspolezynnik liczbowy A4 moze staé sig bardzo duzy. Sytuacja taka
jest typowa dla przyrzadu doswiadczalnego, w ktérym pelezenie x mierzene
jest przy pomocy systemu optycznego bez stosowania materialnych ekranéw,
przeston lub migawek. Rozwazmy szczegdlowo lo zagadnienie. |

Warunki obserwacji podano na rys. 16.2. Chcemy mierzyé x w calym
przedziale a z bledem Ax i nie interesuje nas y, & lub Ay. Przy réwnaniu
(15.62) opisujacym whasciwe fale zwrociliémy uwage na  wspélezynnik

i\ . | o ) _ Ty
cos | — | i warto$ci [, podczas gdy pomijaliSmy wspokczynnik cos 1

a
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1 wartodei m, jezeli to bylo tylko dopuszczalne. Mozemy np. wybraé b<ta i dla
fali podstawowej przyjaé [ = 0, m = 1, jako ze wartosci te daja mniejsza czesto-
tliwosé graniczng (wzdr (15.65)). Fala taka przedstawiaé¢ bedzie wiazke prze-
chodzaca przez falowdd oraz padajaca na caastke M, a wiec zakladamy, Zze dla
wigzki tej

=0, m=L (16.24)

Wiazka padajaca stanowi superpozycje dwu fal plaskich, ktére zgodnie ze
wzorem (15.66) rozchodza si¢ w kierunkach

;, ObrazM . ,
tworzacych z osia z katy okreslone przez
A
cos gy = = -
» - soczewka Dotychezas zaktadalidmy, Ze m moze przyj-
\ 7 | mowaé wartodel dodatnie. W ogélnodci m
Tz moze przyjmowaé wartoéci dodatnie 1 uje-
mne, tzn. m == 1.
AN Z=0 ptaszozyzna Katy az okreslono w rozdz
obserwacyl. &Y Px Orf‘ Py 1 -
15.8; w ogdlnosci mamy
falowsd .,
A* 4 cos @y =L —, cos @, =1m =.
yb przekrdj poprze- 2a 20
czny falowo . : .
v du Przypusémy, ze [ oraz m sa dodatnimi lub
0 a x ujemnymi liczbami calkowitymi.
Rys. 16.2. Sposéb obserwacji czastki Swiatlo rozproszone przez czastke M

przy pomocy falowodu i soczewki. moze zawieraé fale wlasne ze wszystkimi
,Czastka'zna]du]e sie przy ognisku moiliwymi wartodciami I oraz m. Wiek-
soczewki M ., ) .. ,
- szo$é¢ tych fal mozna wyeliminowaé prazy
pomocy soczewki cylindryczne] o diugodci b ustawionej w kierunku L.
Urzadzenie takie odrzuca fale skladowe z wyjatkiem fali, dla ktérej m == 0.

Proces rozpraszania opisaé moina jako przejscie

dla I: od 0 do I,
*‘} (16.25)

dla m: od 1 do 0.

Jednakze, by uwzglednié znaki dodatnie i ujemne cos ¢, oraz cos ¢, musimy
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rozpatrzyé tez przejscia:

dlal : od 0do [
} (16.25a)

dla m: od 41 do 0.

Zmiana 8! w czasie rozpraszania fotonu nadaje czastce przyrost momentu
pedu:

h hi A |

(pr i 7,— 6(005 (Px) = -2?; . (16.26)

Znak -+ uwzgledniony jest teraz w [ i warto$é ! moze przebiegaé od —1,, do

—1 oraz od +1 do +1,;. Wartosé I == 0 jest zabroniona, jako ze [ oraz m nie
moga jednoczesnie byé zerami. |

Warunek (15.69) wymaga tego, aby$my uzyli n skladowych w kazdej

fali w celu okreélenia ¢t z bledem 7 == Ai. Poniewaz momenty pedu dp,,

moga byé dodatnie lub ujemne, przeto obliczamy sume kwadratéw i ozna-

czamy ja przez (Ap,)?:

. . |
(Aps)* = Z (9px)* = 4n (Q%) (L+4+9+...+B  (16.27)

m,l

Yo
Apy = (‘g‘) [% Laa(lsa+1) (ZM"|“ %“)] .

Wspéldzynnik 4 we wzorze (16.27) wystepuje ze wzgledu na to, ze wchodza
w gre cztery przypadki (réwnanie (16.25a)) odpowiadajace kombinacjom
-l oraz +1. A wiec, wykorzystujac wartosei [,; ze wzoru (15.68) otrzymamy

T Ax\ [ a 1\ 1" |

Jest to poprawiona zasada nieoznaczonosci, ktéra uwzglednia blad okreélenia

lub

czasu i zakresu zmian x w dodwiadczeniu z mikroskopem.
Wartodé 7 moze zmieniaé sie od 2At do co. Przypadek gdy At = 7 nie
moze byé wykorzystywany, gdyz nie uzyskuje si¢ wéwcezas informacji.
Parametr a moze zmieniaé sie od Ax do oo. Tablica 16.1 zawiera wartosci
otrzymane dla kilku prostszych przypadkow. ,
Gdy dokladnosé jest bardzo mala i okredlana gléwnie przez wymiary ekranow
i przegréd (a = Ax), to pojawia sie zwykla nieoznaczonosé. Mozemy jednak
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Tablica 16.1

P ] & | Rl
At Ax O6At a Ax 2

2 1 ] )
2 2 1502 = 1,12

2 3 Y1473 = 1,25

3 1 | /1.5 = 1,22

3 2 /7,572 = 1,37

duze wartodci [at/(6 At Ax)|%

w

interesowaé sie przypadkami, gdzie ckredlania czasu i pomiaru odleglodci
dokonuje sie poczatkowo za pomoca systemu optycznego, co prowadzl do
duzo wieksze] nieoznaczonosci. Przyjmijmy na przyklad:

-

T ‘ a
— = 6000, Ax

X = =1000, AxApy = h - 108. (16.29)

Dochodzimy do wniosku, ze nieoznaczonosé moze staé sie bardzo duza przy
pomiarze polozenia czastki ,swobodnej”: taka swobodna czastka moze poru-
szaé sie na duzych odleglodciach, w ciagu dlugiego czasu, bez zakiécenn po-
chodzacych od ekranéw, przegréd lub innych urzadzenn mechanicznych.
Oczywidcie, takie mechaniczne urzadzenia nie moga byé stoscwane, gdy
w gre wchodza odleglodei mniejsze niz 1 A, patomiast nasze rozwazania maja
wieksze znaczenie dla tego wladnie zakresu wielkodci.

16.7. POMIAR PEDU

W doéwiadezeniu z mikroskopem zakladalismy znajomoéé predkodei pocagt-
kowe] czastki 1 probowaliémy mierzyé jej potozenie. Wyniki nie byly zadowa-
lajace. Sprobujemy odwrécié kolejnosé postepowania i zaczniemy od pomiaru
polozenia x w czasie ¢ z duza dokladnoscia. Pomiar taki nadaje czastce duzy,
nieznany ped (wzdr (16.28)), ale nie ma to znaczenia, poniewaz i tak nie zna-
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16.7. Pomiar pedu

my predkoéel poezatkowej. Wykorzystujac zjawisko Dopplera® mozemy
mierzy¢ predkosé ¥V oraz ped p,. Zwykle rozumowanie prowadzi do relacji

Ax Ap ~h. (16.30)

Typowe rozwazanie opiera si¢ na zalozeniu, Ze pojedynczy foton Ay’ moze
by¢ wystarczajacy do dobrego pomiaru czestotliwodci v w zjawisku Dopplera,
przy warunku, ze mozna uzy¢ dlugiej paczki fal o catkowitym czasie trwenia
0, tak aby

Av'f=s1, (16.31)

Cheemy obecnie przedledzié powyisze zagadnienie bardziej czczegdlowo
w opareciu o teorig¢ informacji. Zmierzamy do wykazania, ze pojedynczy foton
nie wystarcza, 1 rozwazymy zagadnienie, w jaki sposéb liczba fotonéw nie-
zbednych do dofwiadczenia zwigzana jest z warunkami technicznymi postepo-
wania dodwiadezalnego. Zmusza to nas do modyfikaciji relacji nieoznaczoncéei,
ktéra trzeba zapisaé w postaci:

Ax Ap,~nh, nzl, (16.32)

przy czym n zalezy od warunkéw obserwacji. Powyisza granice mozna obnizyé
do granicy poprzedniej (16.30), gdy warunki beda tak wybrane, aby n bylo
bliskie jednoéci.

Analiza ilodci informacji wykazata, Ze zawsze musimy okreéleé zokres
zmiennoéel i blad mierzonych wielkodei. W rozpatrywanym teraz zagadnieniu
bierzemy:

czis obserwacji t:  blad At = 0, zakres T,
(16.33)

predkodé czasstki v, blad Av,, zakres u.

Tak jak w poprzeduich przykladach wprowadzany zakres 7, zakladajac, 7e
blyski o czasie trwania 6 powtarzane g z okresem 7. Takic sygnaly éwietlne
otrzymaé mozna na drodze superpozycji n drgaii o réznveh czestotliwoéciach,
odzie

T T

— 5= a5 (16.34)

I

* Zob. np. D. Bonm. op. cit., str. 105,
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1

Czestotliwodcl te zajmuja pasmo oy = 7 W wyrazenia (16.33) okreslamy takze
zakres zmian predkosci u, jakie dopuszczamy w do$wiadezeniu. Bedziemy
projektowaé uklad zdolny do mierzenia predkosci pomiedzy v, oraz vy-+u
z bledem Av. Oznacza to, Ze musimy uzyé m rezonatordw nastrojonych na
m réznych czestotliwodei dopplerowskich ', przy czym kazdy rezonator
musi byé zdolny reagowaé w pasmie czestotliwoéci Av' odpowiadajacym
Ay: - .
u Av -
mo== —— Ay = — 16.35
Av’ c’ ( )
gdzie v jest Srednig czestotliwodcia poczatkowa. Pomiar jest mozliwy pod wa-
runkiem, ze poczatkowe pasmo v we wzorze (16.34) jest mniejsze od Ay’
2e wzoru (16.35). Zagadnienie do$wiadczenia wymagajacego m réwnoczesnych
obserwacji omowiono w rozdz. 14 i wykazano, ze dla kazdego rezonatora

trzeba wybraé energie graniczna £, dang wzorem

E, = AkT. (16.36)

Jezeli obserwuje sie energi¢ £ w rezonatorze, taka Ze E<k;, to rezonator
uznaje sie za niewzbudzony, jezeli natomiast E> F), to uwazamy, Ze jest on
wzbudzony. Jeéli zalozyé duza pewnosé eksperymentu r, fo zgodnie z rozdz. 14
mamy

A ~Inrm  dla  m>1, =1 (16.37)
Warunki te moizna spelnié wykorzystujac jeden kwant hy', jesli
' =>A kT,
W celu ustalenia momentu czasu postugujemy sie n réznymi czgstotliwodciami
v, pokrywajacymi pasmo 8y (wzér (16.34)); energia E; odpowiada¢ bedzie
pojedynczemu kwantowl przy kazdej czestotliwodei +, tak Ze bierzemy

' = E~AkRT. | (16.38)
Ostatecznie energia rozproszona wynosi nhy', a przyrost entropii
AS =n h;’, anApk = knln rm. (16.39)
Otrzymuje sie informacje
AT = Fln (-@ éi’) —klnn 2 (16.40)
T u/ . 2
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1 wogolniona Il zasada jest spelniona:

2
Wspotczynnik liczbowy n moze byé maly, ale zawsze musi byé wiekszy od 2.
Poniewaz zalozyliémy duza pewno$é i duza dokladnoéé (=1 oraz m3>1),
przeto réwniez AS jest duzo wieksze od AL

AS—T) =k [(nml) Inm-nlnr—In f‘—] >0, (16.41)

Skoro postugujemy si¢ n kwantami, otrzymujemy réwnie odrzut energii
n razy wiekszy niz w zwyklym przypadku, a nieoznaczono$¢ dana jest wzorem
(16.32).

Wezmy np. r=el0, m = ¢l%, A, = 20, gdzie A, obliczono ze wzoru
(16.37). Zgodnie ze wzorem (16.38) wartoéci te daja

hv' =~ 20k T.

Jezeli doswiadezenie przeprowadzane jest w temperaturze pokojowej, to
wzér (16.38) daje czestotliwodei lezace blisko zakresu widzialnego. .

W zastosowaniach do teorii pola postugiwaé sie bedziemy wyrazeniem
(16.30), ktére przedstawia dolna granice €16.32).

16.8. NIEOZNACZONOSC W POMIARACH POLA

Bohr i Rosenfeld® rozpatrzyli relacje nieoznaczonosci w zastosowaniach
do teorii pola, a w szezegdlnodel pola elektromagnetyeznego. Wprowadzaja
oni do rozwazan sonde o objetodci V oraz ladunku &, ktéra umieszezaja w polu
na czas 7. W chwili ¢ jest mierzony ped p,, ktéry w chwili t--7 przyjmuje
" juz inna wartoéé p.. Srednia wartos¢ skladowej natezenia pola wzdtuz osi X na
objetosé V' i za okres 7 wyniesie |

,

N (16.42)
ET

Polozenie sondy x mierzymy z bledem Ax, co wplywa na blad Ap_ w pomiarze
r . .. ” -
pedu p, oraz p,. Przekonamy sie, iz w tym przypadku stosowaé mozna

relacje (16.30).

* N. Bour, L. Rosenrerp, Kgl. Danske Videnskal. Selskab. Mat. — fys, Medd. 12
(1953) art. 8.

W. Hertuer, The Quantum Theory of Radiation, New York 1944, Oxford Univ.
Press, rozdz. 2, str. 76. Co-
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Zatbzmy, ze najplerw mierzymy x, a potem, w chwili ¢, p, (por. rozdz.
16.6). Nastepnie w chwili ¢+7 mierzymy p.. 1 wreszcie 2. Ostatni pomiar
daje czesto duzy, nieznany ped, ale to nie ma juz znaczenia. Blad pomiaru
pedu p, daje blad pomiaru pola:

— h h

AL~ o7 D enl A ’

(16.43)

gdzie v = Ze, e — ladunek elektronu.

Obserwacje przy pomocy mikroskopu pozwalaja mierzy¢ pole dzigki
oddziatywaniu tego pola na swobodna czastke. Pomiar odbywa sie bez fizycz-
nych przeszkéd zaklécajacyeh pole. We wzorze (16.43) zamiast Ax przyjac
mozna $rednice czastki, natomiast ZAx charakteryzuje czastke uzywana jako
sonde. Warto$é ZAx moze zmieniaé si¢ od 1071 dla elektronu do 1071¢ dla
czastek eiezkich (Z = 96, Axa~1071%). W celu okreélenia przedziatlu czacu
7 niezbedna jest wigzka $wiatla o czestotliwosciach od 0 do vy,

1
S Th— 1 -4‘
"= g | (16.44)
astad
v AE Axrs2hvy. , (16.45)

wykonywana przez pole E_ na drodze Ax. Pracy tej nie mozna pomieizyé
z duza doldadnodcia, gdyi moze mieé micjsce cmisja lub absoipcja kwentu
hvyy pochodzacego z wiazki $wiatla, stosowenej do okredlania przedziatu czocu,

Ostatecznie, rozwazania nasze nie modyfikuja podstawowe] zaleznodcl

(18.43), podane] przez Bohra i Rosenfelda, ale podkreélaja niektdre trudnodci
zwiazane z relacjami nieoznaczonoé:i. Zwykle relacje nieoznaczonoscei edpo-
‘wiadaja absolutnej granicy teorelycznej, ktérej nic daje ¢e¢ osiagnaé w do-
dwiadczeniach, gdzie z zasady nieoznaczono$é bywa na ogél znacznie wicksza:
W szezegblnodel ma to miejsce w przypadku pomiaru polozenia w poblizu
czastki swobodnej.

Wiele zagadnien zwigzanych z zastosowaniem uogélnionych relacji nicozna-
czono$ei w fizyce oméwimy w rozdz. 21 i 22. Zbadamy, jakie znaczenie ma dla
praktyki zasadnicza npiemozliwoéé osiggania dowolnie duzej dokladnodci
w pomiarach oraz zwiazany z tym brak pewnosci we wszystkich prawach

fizyeznych (16.1).
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NEGENTROPIJNA ZASADA INFORMACJI
W TELEKOMUNIKAC]I

17.1. ANALIZA SYGNALOW 0 SKONCZONEJ SZEROKOSCI PASMA

W rozdziale 8 rozpatrzyliémy podstawowe zagadnienie analizy sygnaltow
i udalo sie nam wykaza¢ (rozdz. 8.6), ze kazdy sygnat o calkowitym czasie
* trwania 7 1 skoriczonej szerokosci pasma

0y <y, (17.1)
ma tylko skonczona iloéé stopni swobody
N = 2v,7+1. (17.2)

Kiedy catkowity czas trwania 7 jest duzy, to wzér (17.2) mozemy zastapié
wyrazeniem przyblizonym

Nav2uy,7. (17.3)

Do tego waznego wyniku doszlismy dwiema metodami: metoda analizy
fourierowskiej periodycznie powtarzanych sygnatéw (rozdz. 8.6) i metoda
probkowania pojedynczego sygnatu (rozdz. 7). W metodzie Fouriera stopnie
swobody odpowiadaja amplitudom pierwszych N harmonicznych w szeregu
Fouriera. W metodzie prébkowania Shannona funkeja f(t) przedstawiajaca
sygnat jest prébkowana w N réwnoleglych chwilach ze stalym odstepem mie-
dzy tymi chwilami |
T 1
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Na podstawie prébek _
S == f(mb) | (17.5)

mozna odtworzy¢ funkcjeg. ciagla wedlug wzoru*

sin 70(2ypt —m)

=3 fn o TR—

Méwiliémy réwniez o innym podejéeiu, opartym na komdrkach informacyj-

nych Gabora o objetoéciach okreslonych wzorem
Ay At =1, - (17.6)

z ktorych kazda zawiera dwie skladowe: jedna symetryczng 1 druga antysy-
metryczng. Catkowita liczba takich komérek wynosi '

n o= T, (17.7)

co daje N = 2 n = 2y, 7 oddzielnych skladowych, jakie powinny byé zadane
dla okreslenia sygnatu.

17.2. SYGNALY I SZUM TERMICZNY — PRZEDSTAWIENIE
W HIPERPRZESTRZENI

Analiza z rozdz. 8 stosuje sie do réznych rodzajéw sygnaléw. Jak mozemy
ja wykorzysta¢ w przypadku szumu termicznego o skorczone] szerokosci
pasma ¥, ktéry obserwowany jest przez czas 77

W kazdej komérce sygnatowej mozemy okredlic érednie natezenie, ale
faza jest przypadkowa. Mamy przeto n sktadowych, z ktorych kazda przed-
stawia oscylator harmoniczny o éredniej energii &7 (jezeli zakladamy male
czestotliwoéed i pomijamy warunki kwantowe). Do tego wniosku dochodzimy
wtedy, gdy zastosujemy analize Fouriera dla calego systemu z jego n skla-
dowymi 1 przyjmiemy $rednia energie kinetyczna 1/, k7 dla kazdej sinuso-
idy i cosinusoidy. Mozemy zaczaé takze od N probek Shannona i kazdej

* Waér (17.5) stanowi tresé twierdzenia o prébkowaniu, podanego przez Shannona.
Twierdzenie to w posiaci podanej wysej dotyczy sygnaléw dolnopasmowych, ezyli takich,
ktorych widmo zanika dla czestotliwoéci wigkszych od var. (Prayp. Hum.)
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z nich przypisaé érednia energie 1/, £T. Kazda z tych metod prowadzi w koricu.
do wniosku, Ze energia i moc wynosza, odpowiednio,

E, = NET[2 = v, kT, (17.8)
P, = E, |t — vy kT. (17.8a)

Odpowiada to sygnalom rozchodzgcym sie wzdtuz linii* w jednym kierunku,
np. sygnat jest generowany od lewej strony linii i przechodzi na prawo. Wzér
(17.8a) jest identyczny z (11.17), ktéry wystapil, gdy omawialiémy to samo
zagadnienie z punktu widzenia Nyquista.

Szum termiczny okreélony jest za pomoca mocy éredniej i fluktuacii (por.
rozdz. 9, 10 1 11). Gdyby moc szumu byta dokladnie stata, mozna by go latwo
wyeliminowaé lub skompensowaé, lecz zaklécenia powstaja rzeczywiécie na
skutek nie dajacych sig przewidzie¢ fluktuacji, ktére sg zawsze tego samego
rzedu co moc srednia.

Rozwazmy sygnal bedacy pewna dowolna funkcja o maksymalnej czesto-
tliwodei vy, 1 czasie trwania 7. Funkcja ma N stopni swobody Xy, Xg, o
KXo oo Xps jak zdefiniowano to w rozdz. 17.1. Mozna przedstawié ja jako
" punkl o wspélrzednych X;, X, ,..., X, ..., Xy w N-wymiarowej przestrzeni
Sn** Kazdy zbiér komdrek bedzie odpowiadat pewnemu ulktadowi wspohzed-
nych w Sy, natomiast zmiana ukladu wspélrzednyeh w hiperprzestrzeni
oznacza zmiang systemu komérek. Dla przedstawienia danej funkeji postuzymy
si¢ funkcjami ortogonalnymi. Calkowita energia bedzie wowczas proporcjo-
nalna do sumy kwadratéw wspotrzednych. Przy wladciwym wyborze jednostek
mozemy napisaé

m=N '
m=1

bez wspélezynnika liczbowego. Kiedy energia jest dana, punkt musi lezeé
na hiperkuli o promieniu Ry. Dla duzych N objetodé takiej kuli dana jest
wzorem

V= CuRY vprzy Cy~(Q2me/NP, (17.10)
przy czym stala Cy zalezy od liczby wYmiaréw N.

* Np. wzdtuz linii dlugiej. (Przyp. tlum)
** Metode te bardzo szczegélowo oméwil C. E. Smanwon, Proc. LR.E. 37 (1949),.
str. 10,
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Ciekawa wlasnodcia przestrzeni Sy o duzej liczbie wymiaréw jest to, ze
objetodé Vy, jest skupiona glownie blisko powierzchni. Mozemy dowiesé
tego wykazujac, ze malte przyrosty AR, promienia moga powodowaé duze
przyrosty objetodci:

AVn ARy

7—; = _R_;M . (17.10&)

Jezeli NV przekracza , wyrazenie to moze staé sie wieksze od jednoéci. Po-

N
winnigémy pamietad, ze praktycznie cala objetosé takiej hiperkuli skupiona

jest w cienklej warstwie w poblizu powierzchni.

*

17.3. PRZEPUSTOWOSC KANALU Z SZUMEM(Y"Y

Wezmy pod uwage sygnal majacy sens telegramu (17-2). Sygnal ten moze
byé praedstawiony przez pewien punkt M w hiperprzestrzeni Sy W obecnodc
szumu punkt bedzie przemieszezaé sie na pewna odleglodé w obrebie kuli
o $rodku M. Promien takiej kuli rowny jest EY? gdzie E, jest éredniy energia
szumu. Nie wiemy, gdzie bedzie wewnatrz tej kuli lezat nowy punkt M’ w obec-
noéci nieznanego szumu. Dlatego nie powinnidmy wykorzystywaé jako tele-
gramu® innego sygnalu, przedstawionego przez punkt lezacy blisko punkiu
M. W zwigzku z tym wylania sie zagadnienie dokladnego obliczenia, ile punk-
to6w mozna dostatecznie dobrze rozrozniaé jeden od drugiego, czyli innymi
stowy, jak wiele réznych sygnaléw mozna rozréini¢ w obecnodcl szumu.

Niech calkowita energia sygnatu bedzie suma energii sygnalu E i $rednie]

energii szumu F . Stosownie do wzoru (17.9) suma ta okresla promien
R = (E+E)W? (17.11)

hiperkuli dla sygnalu -+ szum. Telegram niezaszumiony lezy w $rodku male;
kuli o promieniu

r= ElI* . (17.12)

* Chodzi nam tutaj o sygnal, ktéry pojawitby sie na wejéciu odbiornika, gdyby w kanale
nie bvlo szumu; sygnal taki nalezaloby éciéle nazwaé odebranym telegramem niezaszumionym
w odréznieniu od sygnalu obserwowanego w obecno$ei szumu, kiéry nazywaé mozna odebra-
nym telegramem zaszumionym. W przypadkach nie budzacych watpliwosci przymiotniki
bedziemy opuszezaé. (Przyp. red.) '




L W X

17.3. Przepustowoéé kanalu z szumem W 321

I musimy zalozyé, ze szum dodany do danego telegramu zaciemnia kule
o promieniu r, wokél punktu M oznaczajacego telegram. Powstaje pytanie:
ile tych malych kul o promieniu r moze byé zawartych w duzej kuli o promie-
niu R’? Na pewno stosunek objetoéei daje gérna granice tej wielkodei:

’ . N N

N A
gdzie P oraz Py oznaczaja, odpowiednio, moce érednie telegramu i szumu.
Zdefiniowalidmy poprzednio (wzér (4.3)) przepustowoéé kanatu jako gra-
nice:

(@ | (17.14)

C = Klim

T 00 T
gdzie G(1) jest catkowity liczba réimych telegraméw (17-3) o dhugoéci 7, ktére
mozna przestaé z dang pewnodcia przez kanal. Poréwnujac wzory (17.13)
i (17.14) otrzymujemy |

. N P
ool

. ale IV dane jest przez wzér (17.3), przeto

€ = Kvyln (1—|— ﬁ]i) ) (17.15)
gdzie
K — stala zalezna od prayjetych jednostek;
Yy — gorna granica pasma czestotliwoset;
P — érednia moc sygnatu;
P, — drednia moc szumu,

Réwnosdé (17.15) znana jest jako wzér Hartleya-Tullera-Shannona*.

17.4. OMOWIENIE WZORU TULLERA-SHANNONA

Wzér (17.15) ze wzgledu na swoja waznosé wymaga dokladnego oméwie-
nia, aby usprawiedliwié wprowadzone przyblizenie i udowodnié, 7e granice
(17.13) mozna rzeczywidcie osiagnaé. Przede wszystkim musimy uwzglednié

* Dokladne oméwienie mozna znalezé w pracy M. Lurera, W. F. ScCHREIBERA,
Advances in Electronics 3 (1951), sir. 306.

21 — Nauka a teoria informacji
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wplyw fluktuacji i nie dajacych sie przewidzieé zmian szumu., Wszystko to
ujeto ogbélnym wzorem (9.32):
1

]D(E, T) e Be”ﬁE, [)) - Z;‘T, (].716)
gdzie p(T, E) jest prawdopodobienstwem mikrostanu (lub stana kwantowe £0)
o energii F przy temperaturze 7. Wspdélezynnik B wynika z warunku, ze suma
p(E, T) musi by¢ réwna 1. Rozwazanie powyzsze moina zastosowaé bezpo-
érednio do szumu. Niech xy, %9, -.vs %5 -..» %, beda zmiennymi przedstawia-
jacymi tylko szum. Wtedy wzér (17.9) wyraza calkowita energie szumu:

E, == (17.17)

Z drugiej strony — w réwnaniu (17.10) mamy objetosé d¥ zawarts miedzy
r oraz r-+dr, a ilo§¢ stanéw kwantowych jest proporcjonalna do tej objetosci.
Prawdopodobiefistwo tego, ze punkt lezy miedzy r oraz r--dr, wynosi

p(r, TYdr = B'e~ 7 N-tdr (17.18)
1 stad
dV = NCNrN“"ldr,
przy czym B’ oznacza nowa stalg normalizacji.

Nowe prawdopodobieristwo p(r, 7') ma bardzo ostre maksimum przy pewnej
wartoéei r, gdzie

d

o

(Nl = (N—1—2Br2)N—2e 2 — 0,

am_ N1 (N-DET
"2 2

(17.19)

Latwo udowodnié, ze ze wzrostem [NV maksimum to staje si¢ coraz ostrzejsze.
Réwnanie (17.19) daje najbardziej prawdopodobna wartosé r®

dziej prawdopodobnag wartodcia energil szumn jest

(N—DKT _ NET
2 T2

1 stad najbar-

Epp =123 = = F, N>l (17.20)
Jest to typowy przvklad zgodnodci wartodci najbardziej prawdopodobne;
E,, 2 przeciqtr}q wartoscig E , gdy iloéé zmiennych N staje sie bardzo duza.
Przvklad takiego zjawiska mieliSmy juz w rozdz. 4.7 i 4.8.
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W naszym zagadnieniu telegram przedstawiony jest w hiperprzestrzeni
N-wymiarowe] przez punkt o wspotrzednych X, a telegram plus szum przez
punkt o wspdlrzednych

X=X +x,,

wm

gdzie x,, jest wartodcia przypadkowa.
Przeprowadzone rozwazania dowodza, ze ten drugi punkt o wspélrzednych
X, musi prakiycznic leze¢ na powierzehni kuli o promieniu Tmp 1 0 érodku
w punkcie poczatkowym M. Sa to dokladnie warunki odpowiadajace réwna-
niom (17.12) i (17.13) przy wyprowadzenin wzoru Tullera-Shannona.

Rozwazania nasze dotyczyly tylko malych czestotliwodei, gdy Ay jest duzo
mniejsze od T 1 mozna przyjaé, ze stany kwantowe leza nieskoriczenie blisko
siebte. W takich okolicznodeiach czesto moina zatozy¢, ze szum jest szumem

\ najblczszy punki
sygnatowy

kula opromieniu
kula o promisniu Ri=VE+E,

R=VE
Rys. 17.1. Przekr6j plaski hiperkuli N-wymiarowej pokazujacy dwa najblizej lezgce punkty
odpowiadajace telegramom i efekt szumowy

gaussowskim (7). Rozklad w kicrunku osi odpowiednie] zmiennej x,, jest
. . . . . . . ~—f3x2 .
niezalezny od innych zmiennych i podlega prawu rozkladu e ™ zgodnie ze

wzorami (17.16) i (17.17). Szum gaussowski nie odnosi sie do ukladu kwanto-
wego, jezell nie moina zaloiyé, ze kwanty hv sa nieskoniczenie male.
Rysunek 17.1 ilustruje powyisza sytuacje z uwzglednieniem wyrazenia
(17.16), z kiérego wynika, ze punkty lezace w obrebie kuli musza praktycznie
leze¢ na powierzchni tej kuli. Punkt M przedstawiajacy telegram niezaszu-
miony ¢ energii E lezy na kuli o promieniu E'2. Telegram ten plus szum

21*
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przedstawiony jest przez punkt M’ lezacy na kuli o promieniu (E+E)'"
a odleglogé MM’ wynosi r = E,* (por. wrory (17.12) i (17.19)). M, przed-
stawia mozliwa pozycje innego sygnatu odpowiadajacego telegramowi, ktéry
moglhy byé pomylony z sygnalem M, jezeli punkt ten znajduje sie w takiej sa-
mej odleglogei v’ od M’. Odlegloé¢ MM, przedstawia najmniejsza mozliwa
odleglo$é miedzy rozréznialnymi punktami. Rysunek 17.1 jest przekrojem
hiperprzestrzeni okredlonym trzema punktami M, M’ oraz M;. Odleglosé
MM, = 2H przyjmuje wartodé graniczna, gdy MM’ jest prostopadle do
OM, natomiast M’ M, jest prostopadle do OM;. Oznacza to, ze powierzchnia
A tréjkata OMM' wynosi |

| — | g —
Aomm = EH(OJW’)m 5 (MM ) OM), (17.21)
gdzie
EE —
HR' = Rr oraz H =‘l/—~——_"—:« <r=VE 17.22
B E VE,. (17.22)

Odlegloéé 2H pomiedzy punktami M oraz M, jest rzeczywidcie mniejsza niz
odlegloéé 2r, gdzie r jest promieniem kuli szumu okraiajacej punkt M.

Mucimy teraz zbada¢ rozklad punktéw sygnalowyeh M w kuli R o obje-
todel

V== C RN = C EYPN, (17.23)

aby zabezpieczyé transmisje z prowdopodobienstwem bledu dowolnie matym.
Niech
7 = e *Zl (17.24)

wyraza prawdopodobiefistwo bledu, ktéry mozemy tolerowaé. Reszkladamy
punkty odpowiadajace telegramowi ze stala gestodeiy érednig na obj@t(.}é'é V.
Jeden z mozliwych sposobéw uzyskania stalej gestosci punktéw na kuli
polega na wykorzystaniu przypadkowego rozkladu w objetodei (jak sugero-
wal to Shannon). Niech € bedzie catkowita liczba takich punktéw odpowia-
dajacych telegramowi. Kazdy punkt wpadajacy w kule o promieniu [ ota-
czajaca punkt M moze byé pomylony z punktem M’ i daé blad. Objetosé
tej kuli wynosi

u = CH". (17.25)

Punkty wpadajace w pozostala objetodé, V'—u, nie wnosza zadnego bledu.,
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Prawdopodobienstwo bledu jest oczywideie proporcjonalne do G, oraz u/V,
a zadamy, aby

g == GI}“ <. (17.26)

Oznacza to, ze mozemy postuzyé sie liczha punktéw réwna
Gy < y¥lu= g(RIBN = 4l(E+E,) LN (17.27)
zgodnie ze wzorami (17.12), (17.13) i (17.15). Mozna to zapisaé w postaci
G, <G, (17.28)

gdzie G jest wielkodcig zdefiniowana przez wzér (17.13). Maksymalna liczba G,
odpowiada

€, = Klim[(In G,)/7] = K lim ( h‘f 4 I )

T 00 T

lub, zgodnie ze wzorem (17.24),

C, = C—lim . (17.29)

00 T

Przepustowodé kanalu mozna zblizy¢ dowolnie do graniey teoretyczmej €
okreélonej poprzednio przez wzdr (17.15). Niezbedne jest w tym celu uzyskanie
rozkladu punktéw odpowiadajacych telegramowi ze stala gestoéeia po kuli
o promieniu R.

17.5. PRZYKLAD PRAKTYCZNY

W poprzednich rozwazaniach zakladalidmy, e sygnaly (telegramy) maja
dlugi catkowity czas lrwania 7. Zbadajmy teraz, jak takie sygnaly moglyby
by¢ skonstruowane z niektérych standardowych sygnaléw. Zaczniemy od
systemu komoérek z rozdz, 17.1. Nadaje sie tu systern komérek taki jak np.
system odpowiadajacy szeregowi Fouriera lub odpowiadajacy metodzie prob-
kowania Shannona. Ze wzoréw (17.7) i (17.8) mamy

n == v, 1 komdrek (17.30)
i kazda z nich zaszumiona jest energia

¢, = kT. - (17.31)
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Calkowita érednia energia szumu
E, = ne, = nkT.

Dla danego telegramu z pewnej komérki wybierzemy poziom energetycany E.
Telegram ten zaklbeany jest przez szum o dredniej energii e,, kiéra dodaje
sig do energii sygnatu £ wraz z Huktuacjami tego samego rzedu, przez co prak-
tycznie pokrywa pasmo energii 2e,. Zgodnie z tymi (racze] powierzchownymi)
rozwazanlami mozemy prébowaé wybraé w kazdej komérce zbiér pozioméow
energetycznych odlegtych wzajemnie o 2e, 1 uzy¢ ich jako sygnaléw elemen-
tarnych. Same telegramy wypelnig energie do pewnej wartodel maksymalne;j:

e, =0, 2¢ , de , ..., 2m—1)e (17.32)

e nt

a catkowite energie telegramu zaszumionego przybieraja wartodel
B S e
e, = e-te, =e, 3e, 5, .., 2(m—1)e,.

Mamy przeto m dokladnie okreélonyeh telegramdéw przvpadalacveh na kazds
: 3 g 3 Jacy d
komérke.
Caly telegram o czasie trwania 7 otrzymamy podajac syenaly odpowiada-
: Y I JaC SY ¥
jace n komérkom. Calkowita energia telegramu wynosi érednio dla telegramu

niezaszumionego
E, = ne, = n(m—1)e,,
a dla telegramu zaszumionego (17.33)

EA+FE, = nme,.

Definicje te zgadezajy sie z poprzednimi. Jezeli czas trwania telegramu jest
dhugi, to £ bedzie si¢ bardzo malo réznié od wartoéei éredniej i wszystkie
telegramy prakiveznie beda mialy energie o wartodciach danych przez wzér
(17.33). Jest to znowu przypadek zgodnodei wartoéei najbardziej prawdopodob-
nej z wartoscig érednig.

Liczba rozréinialnych telegraméw uzyskanyeh w ten sposéb wynosi

G =m"
1 przepustowosé kanalu wyrazi sie wzorem

¢’ = Klim [(In G')j1) = KvysIn m. (17.34)

00




]
R
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17.5. Przyklad praktyezny

Zgodnie ze Wwzorem (17.33)
= 14 (6fe) = 1+-(BJE) = 1--(P,P,). (17.35)

przy czym P, == Y,P,., gdzie Py jest maksymalna moca sygnalu (telegramu).
Tak wiec przepustowos$é (' réwna jest przepustowodei granicznej danej przez
wzér Tullera-Shannona (17.15). Model ten wykorzystamy do dalszych roz-
wazan.

Rozwazania te usprawledliwiaja wybér przedzialu 2e, wprowadzonego
do wzoru (17.32), gdyz prowadzi on do wzorn Shannona. Bardziej Zwarte
rozmieszezenie punktéw odpowiadajacych telegramom prowadziloby do
zachodzenia na siebie dwdch pasm energetycznveh, odpowiadajgcych dwom
nasiepujacym po sobie poziomom sygnaléw. Rzadsze rozlozenie moze zwiel -
szyé niezawodnodé transmisji, lecz nie wykorzystuje si¢ tu pelnej pojemnodci
kanalu.

Te dodatkowe uwagi mozna wykorzystaé przy wykazaniu powigzania
z analizg przedstawiona w rozdz. 17.4. Chcemy najpierw dowiesé, e réwno-
odlegle poziomy energetyczne (wzor (17.32)) odpowiadaja réwnomiernej ge-
stodel punktéw odpowiadajacych telegramom w hiperprzestrzeni N = 2n-
wymiarowej.

Rozpatrzmy pewna komérke, powiedzmy i-ta, ktéra bedzie zawierad
2 stopnie swobody: jeden typu sinusoidalnego, a drugi cosinusoidalnego.
Nazwijmy je X;1 Y;. Te 2n wspdlrzednych X;, Y; przedstawia hiperprze-
strzenn N-wymiarowa. Przyjmijmy réwnomierna gestosé o(X;, Y;) punktow
odpowiadajacych telegramom na plaszezyinie XY, Daje to érednio w malym
obszarze dX;dY,, liczbe punkiow

dG = o(X;, Y)) dX,dY,.
Wybierzimy teraz obszar pierscieniowy miedzy r; oraz r;4-dr; taki, ze
rz'z - X?+Y12 = Ei’
gdzie E; oznacza odpowiednia wartos$¢ energii.

Przecietna ilo$é punktéw odpowiadajacych telegramom w tym pierécieniu

wynosi

4G = o(X,, Y)2nr, dr, = mo(X,, Y;) 4E; (17.36)

i otrzymujenmy réwnomierna gestosé energii dla i-tej komérki:

o'(E) = mo(X;, Y)). (17.37)
Odpowiada to zaloZzeniom (17.32).
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Wzor (17.32) wyprowadzono zakladajac rowng odlegloéé pozioméw energe-
tycznych z réwnymi prawdopodobienstwami az do pewnego poziomu maksy-
malnego. Mozemy wprowadzié inne zalozenie i rozwazyé poziomy energe-
tyczne z prawdopodobienstwem a priori

T w= Be_”Ei (17.38)
gdzie L; jest energia i-tej komoérki. Daje to prawdopodobienstwo

‘( 2, 2
; — (X7 +¥Y75)

7;=Be "' = Be (17.39)

w [N-wymiarowe) hiperprzestrzeni. Zagadnienie to jest bardzo podobne do
przedyskutowanego poprzednio (wzér (17.16)). Nowa stala y zastepuje po
prostu poprzednia § i w miejsce energii szumu bierzemy energie sygnalu.
quystkle punkty praktycznie leza na kuli:

= (N-1)[2y = E, (17.40)

gdzie I jest érednia wartoscia energii telegramoéw.

17.6. NEGENTROPIJNA ZASADA INFORMACH W ZASTOSOWANIU Do
KANALU Z SZUMEM

Podkreéliliémy w poprzednich rozdzialach z&aade, ze kazda informacja
otrzymywana o ukladzie fizyeznym oplacana jest odpowiednia iloscia ujernnej
entropii branej z ukladu i odwrotnie, informacja zmagazynowana lub wy-
stana przez uklad fizyczny odpowiada wzrostowl negentropii w ukiadzie.
Zasade te mozna sprawdzié¢ na oméwionych przykladach. Przytoczymy tu
rozwazania z artykutu Raymonda™ odnoszace sie do tego zagadnienia i wy-
kazemy, w jaki sposéb nalezy poprawié bledny wspélezynnik 1/,

Zaléimy, e telegramy sa sygnalami elektrycznymi przechodzgcymi
przez kabel. Kabel ten znajduje sie poczatkowo w temperaturze 7. Ma on
w normalnych warunkach entropie .Sy, poziom szumu odpowiadajacy éredniej

* R. C, Raymonp, Am. Scientist 38 (1950), str. 275; zob. réwniez C. A. DESOER,
Man. Inst. Technol. Research Lab. Electronics, Quart. Progr. Rept. 46 (1951).

I. H. FELKER, Proc. LR.E. 40 (1952), str. 728; D. A. BeLr, Am. Scientist 40 (1932)
str. 682; L. BRILLOUIN,J Appl. Phys., 25 (1954}, str. 595. It
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mocy P, w pasmie o szerokosci v,, oraz peWien kierunek propagacji (wzory
(11.77) 1 (17.8)):
P, = ETvy,. (17.41)

I tu Raymond stosuje w swoim wzorze (4) niepoprawny wspoélczynnik 4,
co doprowadzilo do klopotliwego wspélczynnika 1/, w wyrazeniu (5).

Gdy przesylamy sygnal, wykorzystujemy moc érednia P w ciagu pewnego
czasu 7 1 nie uwzgledniamy ciepla. Entropia kabla nie ulega pierwotnie zmianie,
ale jedli nie odbierzemy nadanego svgnatu i pozostawimy go w kablu, to bedzie
on przechodzit tam i z powrotem i bedzie stopniowo thumiony na opornoéeiach
z powodu efektu Joule’a, az calkowita energia Pt przemieni sie w cieplo.
Koricowy etap odpowiada entropii .S wiekszej niz entropia poczatkowa S,.
Negentropia AN wprowadzona na poczatku do kabla przez nadawany sygnal
dana jest zaleznodcia

AN = 5—5,. | (17.42)

Jest to wielkod¢, ktéra musimy obliczyé.

Mozemy najpierw zalozyé silne sprzezenie miedzy sygnalami i ukladem
fizycznym (kablem). Jest to zalozenie Raymonda, ze ,pojemnosé cieplna
zamknietego ukladu jest tak duza, 7e zmiana temperatury podczas pracy
urzadzenia komunikacyjnego jest do pominiecia®. Prowadzi to do kornicowe;j

entropii
S =S, LP ff (17.43)
a stad, wykorzystujac wzér (17.41) otrzymujemy
| AN = Pt/T = kv, Pt/P,. | (17.44)

Negentropia AN przedstawia informacje przeplywajaca w ilodci AN/
na sekunde i stad przepustowosé kanalu na sekunde wynosi

AN P
CI == T == k’VM -}'3;“ . (17.4‘5)
Jezeli poréwnujemy ten wynik ze wzorem Shannona (17.15)
_ Py ,

widzimy, Ze oba wzory zgadzaja si¢ tvlko dla bardzo malych wartodei sto-
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sunku P(P ,

wszych wyrazoéw. Wzér Shannona otrzymano przy specjalnych zalozeniach,

gdy legarytm mozna roztozyé w szereg i ograniczyé sie do pier-

ktére rzeczywidcie nie odpowiadaja rozwazanemu teraz modelowi. Shannon
przyjal kabel bezstratny, bez oporncéci. Znaczy to, Ze nie ma sprzezenia
pomiedzy pradami elektryczoymi przepltywajacymi przez kabel a samym fizy-

cznym kablem. Zaklada sie, 7e Zrodtem szumu jest Zrédio zewnetrzne i dziakajace

niezaleznie. Nie ma tu prostego mechanizmu do wytworzenia koncowego
przyrostu entropii, jaki znalezlidmy w poprzednim przykladzie. Jezeli przyj-
mujemy brak sprzezenia zwrotnego migdzy sygnalami i kablem, musimy
zalozyé inny mechanizm rozpraszania. Wzrost entropii moze byé spowodo-

wany znieksztalceniem sygnatu lub nieregularng wvmiana odstepdéw miedzy

impulsami pradowymi 1 zmiana ich natezenia.

Stan poczatkowy jest ulozonym ciggiem impulséw niosgcych wymagana
informacje, a stan koncowy jest zdezorganizowanym ciggiem impulséw zakls-
canych przypadkowo i nie niosgcych zrozumialej informacji. Uklad nasz
posiada n oscylacyjnych stopni swobody (komdrki z rozdz. 17.1), natomiast
przypadkowy rozklad energii £, zwiazany jest z temperatura T (wzdr (17.8)):

E, = nkT. (17.47)

¥

Jezeli zatozymy, ze encrgla wzrasta stopniowo o wartoéci dF,, to prayrost

entropii wyniesie

E, E,
) r 1Er E
S—Sy = C%—Er = nk (E = nkIn }f (17.48)
E, ' E,

Stan poczatkowy I} odpowiada tylko mocy P, szumu o czasie trwania 7.

Koticowy poziom energetyczny F, otrzymamy wtedy, gdy wszystka dodatkowa
energia Pt zostanie w przypadkowy sposob rozdzielona na n oscylatordw

1 dodana do energil szumu:

E, =Pz, FE,=(P,+P)r. (17.49)
Mamy wiec wyrazenie na negentropie:
AN = §—8, = nkin 22L
P,
Daje to przepustowoéé kanalu na jednostke czasu:
AN n P P |

= ke — = 1+ — 17.50
C, - k . In{1l- P, Evarln {1+ Nk ( )
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ktéra jest identyezna z podang przez Shannona (wzdr (17.46)). Réznica miedzy
poprzednim rezultatem (17.45) i ostatnim (17.50) wynika stad, ze model
plerwotny byt utrzymywany w stalej temperaturze 7, podcezas gdy w drugim
modelu obserwuje sie wzrost temperatury proporcjonalnie do wzrostu pray-
padkowej energii F,, a réwnanie (17.47) shuszne jest dla wszystkich momen-
tow czasu. Przyrost temperatury zmniejsza réinice entropii 1 wplywa na prze-
pustowodé kanalu.

Logarytm wysigpuje tu réwniez, jak w dobrze znanym wyrazeniu Inj”
na entropi¢ gazu doskonalego (wzér (12.12)). Sytuacje podobna przypomina
zagadnienie poruszone w rozdz. 13.7 (wzér (13.55)), kiedy to dowiedliémy,
ze ilod¢ informacji I rodnie jak logarytm pewnej wielkodei F, podezas gdy
zmiana entropii AS jest liniowa funkcja F. W zagadnieniach telekomunika-
cyjnych otrzymujemy podobne wzory.

-

- Hlod¢ informacji I (lub przepustowodé kanatu € ze wzordw (17.46) 1 (17.50))

jest logarytmem F = 14 ff; ,» podczas gdy zmiana entropii w modelu
n

Raymonda (wz6r (17.44)) proporcjonalna jest do F—1 i model ten przedsta-

wia rzeczywisty uklad fizyezny z rozpraszaniein.

- Na zakoniezenie musimy podkreéli¢ fizyezne znaczenie naszych rozwazan.
Wiér Shannona rzeczywidcie przedstawia granice, jaka odpowiada optymal-
nym warunkom, tj. maksymalnej sprawnoéci przemiany negentropii w infor-
macje. Wynika to z faktu, 7e obliczenia oparte na informacji (rozdz. 17.3)
I na negentropii (wzér (17.50)) daja jednakowe wyniki, pod warunkiem,
ze wszystkie wielkodel mierzymy w tym samym ukladzie jednostek. Jezeli
informacja mierzona jest w bitach, a entropia w Jednostkach termodynamicz-
nych, wowezas kazdy bit odpowiada k In 221016 jednostkom termodynamicz-
nym. Prowadzi to znéw do stwierdzenia (por. rozdz. 14), ze jeden bit infor-
m2ejl nie moze byé otrzymany nizszym kosztem negentropijnym od £ In 2.

17.7. ZMODYFIKOWANY WZOR GABORA I ROLA ZDUDNIEN

Gabor™® po rozwazeniu systemu komdrkowego, ktory wyjasniliémy w rozdz.
8, zbadat bardzo szczegélowo, jakie poziomy energetyczne mozna uzy¢ w kagz-
dej komérce, dla przedstawienia rozréznialnych telegraméw. To oryginalne

* D. Gapowr, Phil. Mag. [7] 41 (1950), str. 1161.
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rozwazanie oparte jest na teorii kwantowej, lecz we wszystkich praktycznych
sastosowaniach kwanty h» sa tak male, Ze mozna stosowal teorig klasyczna.
Czynigc to, mozna sie przekonaé, ze nowe skladowe we wzorze Gabora od-
powiadaja zdudnieniom z szumem. Zdudnienia te wplywaja na wzrost energii
fAluktuacji. Jezeli nakladamy na sygnat o amplitudzie 4, saum o amplitudzie 4,
ze zmienna faza v, to mamy

I = A, cos wt-+A,cos ((m:er)),

2 } (17.51)
12 = A2 cos? wt+ A5 cos (wt-+y) 24,4, cos (wi-+p) cos wt.

Utrednijmy to teraz za kilka okreséw oscylacji, zakladajac powolne zmiany
Ay oraz y:

2 ifi -2 P A dycosy (17.52)

Moc za taki stosunkowo maly okres czasu wyniesie
P = P,++P,+2(P,P,)" cos y. (17.53)

Moc érednia za dluiszy okres czasu bedze zawierala tylko dwa skladniki,
gdyz cos p bedzie zerem:

P = P,+D,. (17.54)
Ostatni skladnik wzoru (17.53) przedstawia zdudnienia migdzy sygnalami
i szumem. Graja one wazng role w fluktuacjach moey Ap:

P P+ Ap,

— = — — — } (17.55)
Ap? = pa-+dp pe cos® p = (pg)*+2p1 1y

i stad dla szumu termicznego mamy
(P — p? 02 = 1
(Pp)? = Py, cos?y =1

Ze wzoru (17.55) widzimy, ze fluktuacje wzrastaja ze zwiekszeniem mocy Py.
Wyniki te mozna wykorzystaé¢ w obliczeniach liczby rozroznialnych poziomow

energii m. Wybierzmy kroki 2(Ap?)”, zgodnie ze wzorem Shannona
(wzor (17.32)). Sa one dwa razy wigksze od krokéw poczatkowo proponowa-
nych przez Gabora. Powiedzmy, 7e P,y jest maksymalna moca transmisji
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telegraméw. Tlo$é krokéw (whiczajac jeden dla P = 0) wynosi
Pm

mg = 1+ [ dP/2VAp2)_M1+_f APV P31-2PP, —

0

- %. ]/ 142 &4 n l (17.56)

Przy malych wartodeiach stosunku Pj,/p, wyrazenie na mg upraszcza sie do
{(1-+-1/3P 4,/ Py) — co jest identyczne ze wzorem (17.35). Dla duzych stosunkéw
sygnal/szum — mg roénie wolniej z P, niz wyrazenie (17.35), kiére odpowiada
wzorowi Shannona.

Zgodnie z warunkami obserwacji niezbednym bedzie zbadaé, cay do-
datkowe fluktuacje spowodowane zdudnieniami moga byé istotne, czy tez
nie. Rozwazanie to pokaze, czy stosowaé wzér Shannona, czy Gabora. Wzér
Gabora (17.56) prowadzi do nastepujacego wyrazenia na przepustowosé
kanatu:

CG Kvpln mg = Kvypln = (14 ]/1 +2 %‘/—I), (17.57)
2

gdzie Py jest maksymalna moca sygnalu. Otrzymano to z wzoru (17.34)
biorge wartoé¢ Gabora na mg.

Gdy wybierzemy diugi czas 7, $rednia cos w zdaza do zera i zdudnienie
mozna pomingé, co potwierdza uzycie wzoru Shannona w sensie granicznym
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PISANIE, DRUKOWANIE I CZYTANIE*

18.1. PRZESYLANIE INFORMAC])I — INFORMACJA ZYWA

W poprzednim rozdziale rozwazylidmy zagadnienia telekomunikacyjne
przyimujac konwencjonalne podejécie rozwinigte przez Shannona-Wienera
i grupe z zakladéw badawczych Bell Telephone. Zagadnienie ograniczono
do najprostszego przypadku telekomunikacyjnego: przesylania wiadomoesel
telegraficznej tub telefoniczne] od jednej osoby do drugiej. Jest to dobrze
zdefiniowane i bardzo waine zagadnienie, ktérego wyniki rozciagna¢ mozna
na wiele podobnych sytuacji, np. gdy jedna osoba méwi bezpoérednio do dru-
giej. Niekonieeznie jednak teoria musi ograniczaé sie do tego specjalnego przy-
padku 1 mozna ja rozciagnaé na bardziej ogdlne zagadnienia przy warunku,
ze zwrocono specjalna uwage na sposéb postepowania.

W rozdziale niniejszym zamierzamy przedyskutowaé dwa ogélne zagadnie-
nia: wykazaé, ze nasza negentropijna zasada informacji stwarza nam moili-
wodé¢ badania wszystkich mozliwych rodzajéw komunikacji, i wyciagnac
niektére wazne wnioski o podstawowych prawach fizycznych.

Pierwszym interesujacym zagadnieniem jest rozglaszanie. Tak nazy-
wamy przypadek, gdy jedna osoba przekasmuje wiadomodé wielu ludziom:

(1) jeden spiker méwi do mikrofonu polaczonego N réinymi kablami
z N réznymi odbiornikami,

* Zagadnienia te zostaly przedyskutowane przez autora na seminarium na Uniwesytecie
im. Harvarda (pafdziernik 1951), w wykladach na Uniwersytecie Browna (luty 1952) i w arty-
kule powitalnym, do A.P.C. na zebraniu w Waszyngtonie (maj 1952). Zob. réwniez L. BRIL-
rouiN, J. Appl. Phys. 25 (1954), str. 595.
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(2) jeden telegram wyslany jest do N stacji,

(3) méwca wystepuje przed audytorium,

(4) rozglaszanie radiowe.

W przypadkach (1) i (2) mamy oczywidcie przyktady wyzej podanej lacznosei
0soba-osoba w N réwnaleglych kanatach. Jezeli kanaly sa identyczne, to
po prostu musimy przekaza¢ moc N razy wicksza niz wymaga si¢ jej w poje-
dynczym kanale.

Przypadki (3) i (4) sa mniej korzystne, poniewaz duza ilo$é mocy jest
bezuzyteczna. W przypadku (3) fale glosowe absorbowane sg przez éciany,
meble i inne przedmioty pochlaniajace. W przypadku (4) fale radiowe zostaja
tlumione i rozpraszaja si¢ w przestrzeni. Z wyjatkiem tych bardzo duzych,
dodatkowych strat ostatnie przypadki podobne sa do (1) i (2). W ogolnoéei
mozna zagadnienia te sprowadzi¢ do prostych kanaléw, pracujacych réwno-
legle. Zagadnienia te maja nastepujace wspélne cechy:

(a) Moc i negentropia rozchodza sie razem z informacja.

(b) Odbiornik absorbuje energie i negentropic w tym samym cyklu,
w ktérym odbierana jest informacja. Sytuacje te charakteryzujemy mianem
informacji Zywej. Informacja przesylana jest wraz z energia potrzebna do jej

" wykrycia.

(c) W procesie transmisji czedé energii ulega degradacii, tracona jest
negentropia i {ym samym zatraca si¢ informacja.

(d) Do wszystkich przykladéw stosuje sie uogélniona zasada Carnota,
ktéra stwierdza, ze informacja musi byé oplacona negentropia wicksza lub
rowng otrzymanej informacii.

18.2. ZAGADNIENIE CZYTANIA I PISANIA

Calkowicie inng sytuacje spotykamy wtedy, gdy badamy inny typ trans-
misji informacji, a mianowicie pisanie i czytanie. Oczywidcie nieuniknione
jest pewne wydatkowanie energii w procesie pisania, ale nie znajdujemy $ladu
tej energii na zapisanym papierze. Nie ma zauwazalne] negentropii i infor-
macja jest tu catkowicie oddzielona od energii i negentropii. Nie jest to od-
osobniony przykiad, poniewaz podobna sytuacje znajdujemy we wszystkich
przypadkach zapisu informacji (druk, zapis fonograficzny, taéma magne-
tyczna, dziarkowane karty, tasmy itp.). We wazystkich tych przypadkach mamy



336 18. Pisanie, drukowanie i czytanie

zmagazynowana informacje, ktéra nie jest zwigzana ani z energia, ani z en-
tropia. Co wiecej, mozemy odzyskaé informacje bez niszczenia zapisu. Wy-
glada to na mozliwoéé nieograniczonego pomnazania informacji. Jake przy-
klad wesmy autora piszacego ksiazke, ktéra bedzie wydana. Nie rozpatrujemy
zagadnienia myélenia i pracy autora. Jest to element ludzki, ktérego nigdy
bardziej szczegblowo nie wlaczymy do mnaszych rozwazaii (rozdz. 1 i 20).
Nie robi to zadnej réanicy, czy rozwazamy napisana przez autora ksiazke,
czy tylko zbieranie danych liczbowych, takich jak ceny na gieldze, obser-
wacje pogody itp. Jeéli rekopis zawiera N liter, to zawiera on pewna ilosé
informacji. Nasze definicje nie wychodza poza ten punkt. Przypusémy, ze
wydrukowano 1000 kopii ksiazki i ze kazdy egzemplarz czytany jest przez
100 oséb. Catkowita iloéé¢ informacji zostala pomnozona przez 10%, podezas
.gdy przyrost entropil jest n‘eporéwnywalnie maly. Oczywiscie wzrost infor-
macji bedzie zmniejszony z takich przyczyn, jak bledy drukarskie, bledy
przesylania, niedostateczna zrozumiatoéé itp., ale wspélezynnik pomnozenia
moze byé w praktyce jeszcze bardzo duzy. Wymienione zagadnienie wymaga
dokladniejszego zbadania dla wykazania, jak do tych sytuacji stosuje si¢
zasade negentropil.

18.3. INFORMACJA MARTWA — JAK JA OZYWIAC
Przytoczone wyzej sytuacje scharakteryzujemy jako przypadki zmagazy-

nowania informacji martwej, nie zwiazanej z energia lub negentropia. W celu
odczytania informacji musimy przypisaé jej energie. Do odezytu absolutnie

nieodzowne jest dodatkowe zrédlo energii i to zrédlo energii prowadzi do.

negentropil, ktéra zamienia sie w nowa informacje. By czytaé ksiazke, po-
trzebujemy #Zrédla éwiatta. Adapter nie bedzie pracowaé bez silnika obracaja-
cego plyte. Niewidomy czytajac ksiazke drukowang alfabetem Braille’a musi
przesuwaé palee wzdtuz kartek i wywieraé dostateczne cisnienie, aby rozréznié
druk od innych nieregularnodci na kartce, ten za$ ruch oraz wywierane cis-
nienie wymagaja pracy.

Potrzebujemy $wiatla i komérki fotoelekirycznej do czytania tagm perfo-
rowanych lub baterii i szczotek przewodzacych prad przez dziurki w kartach
perforowanych. We wszystkich tych przypadkach ilos¢ negentropii branej
ze Zrédla zewnetrznego nioze sig¢ okazaé wieksza od uzyskanej informacii.
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Czytanie perforowanej tadmy jest typowym przykladem, dla kiérego mozemy
obliczy¢ entropie 1 informacje oraz sprawdzié zwigzek miedzy tymi wielkoé-
clami. _ _

- Zaléimy, ze mamy informacje zarejestrowana na metalizowanej tadmie
perforowanej w systemie dwéjkowym. Jak pokazano na rys, 18.1, dziurki
oznaczaja zera, a jedynki *a przedstawione odecinkami niedziurkowanymi.
Kazda sekcja tasmy zawiera jeden bit informacji, ezyli

Al = k1n 2. (18.1)

Jest to informacja przypadajaca na sekeje, wyrazona w jednostkach termo-
dynamicznych, gdzie % jest staly Bolzmanna.

Przyrzad czytajacy pokazany jest na rys. 18.2. Wigzka $wiatta, pochodzaca
ze 7rédla, pada na tadme metalowa. Jeseli jest dziurka, dwiatlo trafia do ko-

informacya wyrazo-
na za pomocag cyfr

dwdfkowych 0 1 0 g . 1 1 1 0 1 0 g 1
tasma
perforowana 0 0|0 0 0|0

Rys. 18.1. Taéma perforowana ze slowem zakodowanym w systemie binarnvm. Dziurki na
tasmie odpowiadaja zerom

morki fotoelektrycznej Py. Jezeli dziurki nie ma, wiazka odbija sie i pada
na fotokomérke P,. Mozemy pomyéleé¢ o wyeliminowaniu drugiej komoérki
P, i wnioskowaé, ze jedynka pojawia sie zawsze, gdy P, nie zadziala. Musimy
jednak przypomnieé sobie, je zawsze zadaliémy, zeby odczytowi ujemnemu
nie nadawad znaczenia. Kazdy odcinek tasmy bedzie wymagal co najmniej
jednego kwantu A» i energia ta bedzie absorbowana w P, lub P,. Aby odréz-
ni¢ kwant ten od promieniowania termicznego, hv musi nieéé dodé duza
energie, tak aby

by > kT1n 2, | (18.2)

jak to udowodniono w rozdz. 14.3 (wzér (14.17)).
Gdy kwant zostanie zaabsorbowany, wéwezas mamy utrate negentropii
(przyrost entropii)
hy

AS =7 k2 . (183)

22 — Nauka a tenria infnrmanii
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i relacje

AS-I) =0, (18.4)
co wskazuje na to, ze spelniona jest uogélniona zasada Carnota. W tym pros-
tym przypadku wykazujemy, ze informacja pochodzi z negentropii wiazki
gwietlnej, i mozemy teoretycznie osiagnaé granice odpowiadajaca sprawnosci

) fotokomdrka P

Jaréwka =%

fotokomdrka P, (/

tasma perforowana

Rys. 18.2. Przyrzad sluzacy do odezytu tasmy z rys. 18.1, Fotokomérka po prawe] stronie
stuzy do odbioru éwiatla przechodzacego przez dziurki, a fotokomérka z lewej strony odbiera
swiatlo odbite od nieperforowanych odcinkéw tasmy

réwnej 1. Nie dostrzegano tego zagadnienia z powodu bardzo malej ilosci
2gdane] negentropii:

fln 2 & 10716 (18.5)

(w ukladzie CGS, stopnie Celsjusza).

Przedstawiony sposéb dziurkowania nie jest wygodny, gdyi jedynki
nie sa rzeczywiscie zapisywane. Clagly odcinek taémy bylby odezylany jako
ciag jedynek, a to nie jest prawda. Wygodniejsze byloby przyjecie dwu réz-
nych pozioméw dziurek, jak pokazano na rys. 18.3, i dwu fotokomérek
przyjmujacych éwiatlo, ktére moze przej$¢ przez jedna z dwu dziurek. Takie
urzadzenie wymaga jeszeze jednak absorbeji jednego kwantu na cyfre binarng,
tak ze zaleznosci (18.1) do (18.4) obowiazywalyby jeszcze.

Zamiast $wiatla postuzyé sic mozemy szczotkami i bateria tak, aby przepusz-
czad prad przez dziurki. Prad odezytywany jest na amperomierzu lub rejestro-

any za pomoca przekaznika. Zgodnie z rozwazaniami z rozdz. 14.2, granica
w tym przypadku jest znowu kIn 2 na jeden odezyt.

W urzadzeniu mechanicznym (takim jak plyty gramofonowe) male im-

pulsy dodatnie lub ujemne mozna wykry¢é tylko wtedy, jezeli ukiad mecha-
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niczny daje energi¢ wicksza niz £7 In 2 na impuls, ktéry odpowiada przyros-
towi entropii o £ln 2. Podobne uwagi odnosza sie do impulséw rejestrowa-
nych na tasmie magnetycznej. We wszystkich przypadkach strata negentropii
na operacje odczytywania jest wicksza lub najwyzej réwna otrzymanej infor-
macji i uogélniona zasada Carnota (réwnanie (18.4)) jest zawsze spelniona.

Uwagi te odnosza si¢ réwniez do zagadnienia informacji zapisanej na
swiatlodruku. Za kazdym razem, gdy potrzebna jest informacja, musimy

informuacia 6o + 0 0 1t 1 t 0o 1t 0 0 1

tasma

0 00} @0 0 0

Rys. 18.3. Lepsza metoda perforowania taémy polegajaca na wykorzystaniu dwu pozioméw,
jednego dla zer i drugiego dla jedynek

czyta¢ dwiallodruk. Proces odezytywania absorbuje negentropie ze Zrédla
swiatla 1 czes¢ tej negentropii zamieniana jest w informacje potrzebna, po-
wiedzmy, dla konstrukcji przyrzadu dostosowanego do $wiattodruku. Po-
wrocimy jeszeze do tego zagadnienia. |

18.4. PISMO I DRUK

Mozemy rozwazy¢ teraz inne zagadnienie, a mianowicie: jak duzo negen-
tropii traci si¢ w procesie pisania? Negentropia jest tracona, lecz otrzymu-
jemy nowg kopi¢ informacji, tak ze mechanizm drukujgcy jest innym przy-
kladem transformacji negentropii w informacje.

Najprodciej rozwazyé zagadnienie druku fotograficznego. Kladziemy
tasme perforowana na papier fotograficzny i oswietlamy kazdy otworek.
Za kazdym razem co najmniej jeden kwant $wiatla by shuzy do wydrukowania
polozenia otworu. Sytuacja jest podobna do przypadku z rozdz. 18.3 i pro-
wadzi do podobnych wnioskéw: drukowanie nowej kopii kosztuje dokladnie
tyle samo, co czytanie. Nowa kopia informacji oplacana jest negentropig.
We wszysikich tych rozwazaniach pomijaliémy typowe nieodwracalne pro-
cesy : wywolywanie papieru fotograficznego, wzmacnianie impulséw elektrycz-
nvch itp. Wszystkie te procedury wymagaja duzej iloéci negentropii i catko-

22%
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wity koszt czytania lub drukowania bedzie duzo wyzszy niz wartoéé graniczna,
ktoéra obliczylismy. | |

Podstawowym . punktem jest to, Ze wszelka informacja oplacana jest
negentropia. Ilo¢ wymagane] negentropii jest skonezona i jest tak mala
(10-1% na bit), ze do tej pory catkowicie ja pomijali$my. Powiazanie miedzy
entropia i informacja jest z logicznego punktu widzenia absolutnie nieunik-
nione. W tym rozdziale bylibyémy bezradni w rozpatrywaniu zagadnien bez
tego powiazania. Bardzo mala warto$é (10716) negentropii wymagana na bit
informacji odgrywa jednak bardzo wazna role we wspdlezesnym zyeiu i stwa-
rza mozliwoéé przekazywania informacji przy pomijalnie malym koszcie.
Musimy teraz wspomnieé o prawie rozpadu: dowolny uktad, w ktérym infor-
macja zostala zarejestrowana, bedzie si¢ stawal coraz gorszy z uptywem czasu.
Co wiecej, sama informacja bedzie tracila znaczenie.

Z obu tych wzgledéw zarejestrowana informacja podlega ogblnemu prawu
rozpadu, ktére zgadza sie z uogdlniong zasada Carnota. Rozpad bedzie jednak
duzo wolniejezy dla informacji martwej (zarejestrowanej) niz dla zywej.

18.5. OMOWIENIE PRZYPADKU SPECJALNEGO

Pisanie i czylanie rozpowszechnily sie w codziennym zyciu tak szeroko,
ze nie zdajemy sobie sprawy, jak czesto sie nim poslugujemy.

Rozwazmy np. procedure wysylania telegramu. Wydzieli¢ tu moina
nastepujace etapy: |

(1) Nadawca pisze telegram na poczcie. )

(2) Operator czyta telegram i zamienia go na impulsy pradowe w na-
dajniku.

(3) Tmpulsy pradowe odbierane rq przez odbiornik i odpowiedni mecha-
nizm drukuje telegram.,

 (4) Operator czyta adres 1 wysyla kopie telegramu do adresata.

(5) Adresat czyta telegram.

Opusciliémy jeszcze dwa etapy, poniewaz zawieraja one procesy myélenia,
a wspodlczesna teoria nie jest w stanie rozwazy¢ tego procesu:
(1a) Nadawca komponuje telegram tak, zeby przekazaé informacje adre-
satowl. '

(6) Adresat rozumie znaczenie telegramu.
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Ograniczajac procedure do etapdw (1), (2), (3), (4) 1 (5) zauwazamy, Ze etapy
te zawierajg nastepujace procesy:

(1) Pisanie. .

(2) Czytanie, kodowanie, nadawanie.

(3) Dekodowanie, drukowanie.

(4) i (5) Czytanie.

Kazda operacja pisania, czytania czy drukowania pociaga koszty w negen-
tropii zgodnie z rozwazaniami z rozdz. 18.3 1 18.4. Operacje kodowania i deko-
dowania wymagaja urzadzen pamieciowych, z ktérych musza byé odezytane
zakodowane liczby. Operacja ta pociaga rowniez za sobg pewien koszt negen-
tropijny. Operacje tansmisji 1 odbioru, rozwazana przez Shannona, analizo-
wano w rozdz. 17. Kopie telegramu trafig w rece réznych zainteresowanych
ludzl — odpowiadaja one informacji martwej, ktéra mozna odczytywaé wiele
razy, pod warunkiem, Ze dostarczona jest wladciwa energia.

Urzadzenia pamieciowe, wspomniane wyzej, rozwazymy bardzie] wyczer-
pujaco w rozdz. 19 przy omawianiu maszyn matematycznych, gdzie czyta-
nie 1 pisanie jest zmechanizowane i za kazdym razem wykorzystujemy pewna
iloéé negentropii.

18.6. NOWA INFORMACJA A ROZWLEKLOSC

Pokazalismy w rozdz, 18.3, Ze operacja czytania wymaga prayrostu entropii
AS, kitra jest wigksza lub co najmnie] réwna iloéci informacii Al otrzy-
manej przez czytelnika. Stawiamy teraz nast¢pujgce pytanie: czy informacje
te mozna traktowaé jako nowa informacje, czy powinna byé traktowana tylko
jako rozwleklodé, nie niosgca zadnej informacji nowej, skoro jest ona tylko
powtérzeniem informacji zawartej w napisanym dokumencie. Pytanie to
lezy w obrebie filozofii, ale mozemy sprébowaé daé na nie praktvezng od-
powiedz. Gdy osoba czyta po raz pierwszy ksigzke, na pewno uzyskuje infor-
macje odpowiadajacy tej czedel ksiazki, kidra jest w stanie zrozumieé. Jest
to dla czytelnika nowa informacja. Jezeli czyta on te ksiazke kilkakrotnie,
to ostatecznie moze zrozumieé ja catkowicie 1 wyclagnaé z niej caly infor-
macje. Czytajac powtérnie ksigzke uzyskuje tylko rozwleklosé, a nie uzyskuje
zadnej informacji nowej. Z ogdlnego punktu widzenia mozemy wyobrazié
sobie idealnego uczonego, znajacego wszystko, co jest znane ludzkodci., Dla
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tego idealnego uczonego kazda nowa ksiazka zawiera informacje. Inni czytel-
nicy uzyskuja jednak informacje zbyteczna, gdyz jest ona juz znana idealnemu
uczonemu. Jest to jednak raczej nierealny punkt widzenia.

W celu rozréznienia ilodci mozliwych pogladéw dotyczacych informacii
i rozwlekloéci zwigzanej z czytaniem i drukowaniem kopii, wprowadzimy na-
stepujace okreélenia:™

Informacja absolutna: Jest to dowolna czesé informacji dostepnej czbo-
wiekowl na Ziemi, przy czym informacja ta liczy sie tylko jeden raz, bez wzgledu
na iloé¢ ludzi znajacych te informacje. Jaki$ supertajny dokument nidéstby
taka sama informacje jak wydanie New York Timesa, zawierajgce te sama
ilodé liter. _

Informacja rozprowadzona: Jest to iloczyn iloéci absolutnej informacji
i liczby ludzi, ktérzy biora w niej udzial. Ta druga definicja wyglada bardziej
realnie niz filozoficzna informacja absolutna i taki punkt widzenia przyjeli$my
w tym rozdziale. Sa jednak zagadnienia, w ktérych wybér definicji informacji
absolitnej moze byé wygodniejszy, jednak réznice miedzy obydwoma pogla-
dami na informacje powinno sie mieé¢ na uwadze,

* L. BrRiLLouiN, Am. Scientist 38 (1950), str. 594.
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ZAGADNIENIE OBLICZEN

19.1. MASZYNY MATEMATYCZNE

Musimy teraz rozwazy¢ zagadnienia zwigzane z maszynami matematycznymi
i przedyskutowaé¢ wplyw tych maszyn na informacje. Czesto moéwi sie, ze ma-
szyny matematyczne wytwarzaja nowa informacje. W rzeczywistodei tak nie
jest. Maszyny sg jedynie w stanie przetwarza¢ informacje: pobieraja na ogol
surowe dane wejéciowe 1 podaja wynik koncowy, ale calkowita iloéé¢ informac;ji
nie wzrasta. W najbardziej idealnych okolicznoéciach informacja moze po-
zostaé stala podezas liczenia, lecz w normalnych warunkach wystapia straty
i informacja wyjéciowa bedzie mniejsza od informacji wejsciowe].

Rozpatrzmy zagadnienie bardziej szczegétowo. Wyrédinia si¢ w nim 2 fazy :
programowanie i whasciwe liczenie. Programowanie przeprowadzaja nau-
kowey, ktérzy zamierzaja korzystaé z maszyny. Oni analizuja zagadnienie,
wybierajg prawa matematvyezne, kidre powinny byé zastosowane, przygoto-
wuja program operacji arytmetycznych 1 wskazuja na ich kolejnoéé, Wszystkie
te operacje =g zapisane na maleriale, z ktérego maszyna moze wezytaé dane,
tj. na tadmie perforowanej, taSmie magnetycznej itp. Ta czesé pracy wymaga
wysitku umystowego i wiedzy od uczonych. Mozna to nazwaé informacja
w sensie ogblnym i jest to typowy przypadek, do ktérego nie stosuja sie nasze
definicje ilosci informacji. Niejednokrotnie podkreslalismy juz fakt, ze
statystyczna definicja informacji nie dotyczy proceséw myslowych czlo-
wieka 1 nie mozemy, przynajmniej w tej chwili, analizowaé tych pro-
cesOw.
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Na przygotowanej raz tagmie perforowanej z programem operacji mozemy
obliczy¢ iloéé bitéw 1 obliczyé, jak duzo informacji zawiera ostateczny pro-
gram. Nie wydaje sie, aby to mialo duze znaczenie. |

Nastepnym krokiem jest rozwazenie maszyny ze specjalnym programem
i zbadanie, jak ona rzeczywiscie pracuje. Na wejscie podaje si¢ pewne dane
liczbowe. Maszyna dokonuje obrébki tych danych zgodnie z programem
1 oblicza dane koncowe.

Jezeli maszyna nie popetnia bledéw liczenia, to dziala dokladnie, tak jak
urzadzenie kodujace. Wykorzystuje informacje zawarta w danych wejsciowych,
przetwarza ja w dane wyjsciowe, kiére co najwyzej moga zawieral wszystka
informacje podana na wejéciu, ale nie wiecej.

Maszyna moze byé poréwnana do kanalu transmisyjnego, wiaczajac réow-
niez w kanal kodowanie i dekodowanie. Przy zalozeniu idealnych warunkéw,
telegram zostaje poprawnie przestany przez kanal i informacja w nim za-
warta nie jest tracoma. Bledy i przyblizenia w obliczeniach wplywaja na
straty informacji. Prace wykonana przez maszyne najlepiej mozna poréwnaé
z pracag Humacza: thumaczowi dano stownik oraz reguly gramatyczne, ktore
pozwalaja mu przetlumaczyé na jezyk angielski artykut napisany w jezyku
japotiskim. Stownik i gramatyka odpowiadaja programowi operacji. Artykut
po japonisku -— to dane wejsciowe, a tlumaczenie angielskie przedstawia dane
wyjsciowe. Calkowita informacje podano na wejscie i mozna ja w najlepszym
wypadku znaleZé na wyjsciu.

W podobny sposéb maszyna oblicza dane do prowadzenia ognia artyleryj-
skiego, gdy w programie zawarte sa prawa ruchu pocisku i warunki atmosfe-
ryezne. Potozenie 1 predkosé poczatkowa sa danymi wejéciowymi, Wyjdeiem
jest punkt uderzenia i predkosé koncowa. Dane wejéciowe logicznie zawie-
raja juz rozwiazanie, lecz nie jestedmy w stanie odczyta¢ go bezposredunio.
Jest to zakodowany sygnal, ktéry wymaga dekodowania, a to wladnie mezna
inaczej nazwal t{umaczeniem.

Jezeli maszyna pracuje doskonale, to musi zachodzi¢ odwracalneéé:
z 7zadanego punktu uderzenia moze ona obliczy¢ z powrotem dane wejsciowe
i otrzymad warunki poczatkowe. W podobny sposéb tlumacz moze znéw
przettumaczy¢ tekst angielski na jezyk japonski i powinien otrzymaé orygi-
nalny artykut lub jego réwnowaznik. Idealne warunki postepowania odpo-
wiadaja odwracalnodei i stad zachowaniu informacji. |

Odwrécenie calego procesu mozna uzyska¢ droga kolejnych krokéw,
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ktére moga zawieraé operacje nieodwracalne, takie jak zapisywanie danych
w pamieci i odczytywanie ich w péiniejszym czasie.

Kazda z tych operacji pociaga za soba pewien wydatek negentropii (rozdz.,
18.3 1 18.4). Operacja maszyny dzialajacej wedlug pewnego programu bedzie
rzeczywiscie kosztowaé pewna ilo$é negentropii (energia zdegradowana).
Jest to wazne z technicznego punktu widzenia, lecz nie zmienia to naszego
wniosku i kto§ moze wyobrazié sobie, Ze ten koszt operacji bedzie zmniejszany
w przysztvch lepszych maszynach.

Powolajmy sie tu na bardzo wazna rozprawe, napisana wiecej niz 100 lat
temu przez Kdgara A. Poego. Autor omawia automaty réznego rodzaju, na-
tomiast bardziej szezegélowo omawia maszyne wymyslona pirzez Babbage's.
Ponizszy cytat okreéla bardzo dokladnie nasz punkt widzenia:

¢ Skoro maszyny te sa genialne, to co powinni$my pomyéle¢ o maszynie Babbage’a?
Co pomyélimy o maszynie z drzewa i metalu, ktdra moze nie tylko obliczaé tabele astronomiczne
1 nawigacyjne o dowolnym rozmiarze, ale wykonywaé $ciste operacje matematyezne z mozli-
woécig poprawiania swoich bledéw? Co pomyélimy o maszynie, ktéra nie tvlko moze wykony-
waé to wszystko, ale drukowaé bedzie obliczane wyniki bez najmniejszej interwencji czlowieka?
Mozna na to odpowiedzieé, Ze maszyna taka, jaka opisaliémy, pod kazdym wzgledem przewyzsza
gracza szachowego Maelzela, i pod zadnym wzgledem nie ustepuje graczowi, jesli dopudcimy
twierdzenie (czego nigdy nie nalezy robié), ze gracz szachowy jest maszyna czystq i wykonuje
swoje ruchy bez poérednictwa czlowieka. Obliczenia arytmetyczne i algebraiczne ze wzgledu
pa swoj charakter sg ustalone i okreflone. Jezeli wystepuja okreélone dane, to koniecznie
i nieuniknienie pojawiaja sie pewne wyniki. Na wyniki te nic nie wplywa, z wyjatkiem danych
wejsciowych.

Rozwigzywane zagadnienie posuwa sie lub przynajmniej powinno posuwaé sie do wyzna-
czonego konca kolejnymi bezblednymi krokami nie podlegajacymi zmianom i modyfikacjom:.
Jezeli tak jest, to bez trudu mozemy wyobrazi¢ sobie mozliwoéé zhbudowania takiego mecha-
nizmu, ktéry po jego uruchomieniv, zgodnie z danymi odpowiadajacymi rozwiazywanemu,

“zagadnieniu, wykonuje swoje ruchy regularnie, posuwajac sie naprzéd w kierunku pozadanego
rozwiazania i chociaz ruchy bylyby nawet zlozone, to nie nalezy ich sobie wyobrazaé inaczej
jak tylko jako ruchy niezbedne i zdeterminowane.»*

Maszyna nie wytwarza zadnej nowej informacji, ale dokonuje ona bardzo
cennych transformacji znanej juz informacji. Ciekawym zagadnieniem jest
znalezienie jakiej$ miary tej transformacji oraz obliczenie jej wartodei. Do
chwili obecnej nie znaleziono metod réwnowainych pracy maszyny matema-
tycznej ani tez pracy Humacza. |

* Edgar A. Pos, Maelzel's Chess Player, 1836.
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19.2. MASZYNA MATEMATYCZNA JAKO ELEMENT MATEMATYCZNY

Ciekawie wyglada rola maszyny z punktu widzenia analitycznego, gdy

wykonuje ona operacje w oparciu o dane wejéciowe bedace obserwacjami

pewnego ukladu fizycznego, przy czym seria obserwacji daje funkeje ciagh
F(©). Jezeli uklad fizyczny przepuszeza skonczone pasmo (Y1), to réwniez
funkcja f(?) ma skonczone pasmo. ‘ '

Cyfrowa maszyna matematyczna wykonuje obliczenia w oparciu o prébki
sygnatéw. Prébkowanie odpowiada zagadnieniom poruszanym w rozdz.
8.618.7. Jezeli checemy wykorzystaé callowita informacje, jaka niesie funkeja
ciagla, to nalezy prébkowaé z okresem 6 tak, aby

0 =——, fu=fmh). (19.1)

Pierwotna funkecja f(¢) jest praktycznie okreslona tylko w skoficzonym
przedziale czasowym 7, a do écistych rozwazan matematycznych musimy okre-
¢lié zachowanie sie tej funkcji od —oo do 40, jak zrobilismy to w rozdz. 8.6.
Zalézmy znéw, ze funkcja periodyczna ma okres 7 i spelnia warunki (8.52).
Sygnal wejéciowy maszyny przedstawiony jest przez N prébek f,, i jezeli
7 jest duze, to mamy '

N = 2w, (19.2)

(wzér (8.51)). Z prébek tych mozemy obliczyé wspélezynniki Fouriera i od-
wrotnie (wzory (8.63) i (8.63a)):

1« 2
. TC
A= Zl fueTimmed, 0y =, (19.3).
+HAL ‘
fo= 30 Aeime, (19.4)
A= —npg

Maszyna przetwarza probki f(mf) i wydaje wielkoéei wyjsciowe ¢,

wu“’H—Fy(flﬂ “"fm’ "'9fN)' (195)

Ogolnie méwiac, funkcje F', przedstawiajace program obliczen maszyny moga
byé bardzo zlozome. Jezeli jednak ograniczymy rozwazanie do zagadnien
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liniowych, to operacje dokonywana przez maszyne mozna opisaé za pomoca
macierzy (M,,). Wéwczas

Mt (19.6)

L
1

Yu =

NI

i macierz M, przedstawia program obliczeq (19-2). Mamy Nréznych wartodei
m na wejsciu, ale mozemy mie¢ Ny réznych wartoéei u na wyjéciu. Moze byé
réwniez pewna rozwleklo$é w danych wejsciowych i wyjéciowych. Jezeli nie
cheemy zmienia¢ szerokoéei pasma calego ukltadu, to ciagla funkcja wyjsciowa
musl mieé czas trwania 7y

Ny
Pty = > v, gt—pld), T,=DN0, (19.7)
n=1 ‘

aby odtworzyé ja na podstawic N; danych wejéciowych zgodnie z rozdz. 8
{(wzor (8.60)). Funkeje ¥(t) mozna znéw rozlozyé na szereg Fouriera (jak we
wzorze (8.58)):

+Bpm _ By = Vars
Piey= 2 o dla vy, =17y, (19.8)
f==fm w, = 2m/t,.

Relacja migdzy wspélezynnikami Fouriera a; i prébkami p, Jest bardzo po-
dobna do wzoru (19.3):

NI. |
1 |
"= Z e il (19.9)

p=1

Ze wzoréw (19.4)--(19.9) mozemy otrzymaé bezposrednie relacje miedzy
widmem wejéciowym A, i wyjéciowym «, przyjmujac, ze obliczenia zlineary-
zowano 1 przedstawiono w postaci macierzy (M,,):

ap = ”“j”\r}”f i ZN: f: M Ayeimo—suons(19.10)

pe=1 m=1 n=—Hp{

Jezeli przyjmiemy, ze N; danych wyjéciowych réwna sie liczbie N danych
wejsciowych, a wige Ny = N, to wzér (19.10) znacznie sie upraszcza. Macierz
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M jest kwadratowa, przy czym
Ty =T, =0 Iy = P,

LN N e l (19.11)
S M I |

=l me=l = —npy
dla —n,,<f<n

Wielkodé (n,— pu) jest liceba catkowita dodatnig lub ujemna i prazki widma
ag sygnalu wyjéciowego < funkeja wymierna argumentu:

. . T
— 1w, 0 e g -

Z2 =6 0 = g TYAL (}912)

Wzory te calkowicie podtrzymuja rozwiniety w rozdz. 19.1 punkt widzenia:
maszyna przetwarza informacje, lecz nie wytwarza zadnej nowej informacji.
Operacje mozna odwrdcié, gdy macierz nie jest osobliwa i moze byé odwro-
cona. Macierz odwrotna J mozna znaleZé¢ z réwnania:

(MYJ) = () (M) = L (19.15)

Oznaczmy przez J,, , elementy macierzy odwrotnej, ktéra okreéla program

m, i
odwrotne] operacji maszyny. Warunki (19.13) mozna zapisaé w postaci:

L dla u=u,
3 Myl = = | |
e 0 dla u =%y o
w1 s .
N (19.14)
Z Jm’,',t'Mgzm = émm"
=1

Operacje odwrotng redukowana przez maszyny przedstawié mozemy relacja

podobna do (19.11):

1 N N nAL :
, S v Z . O WIB i m ey ‘L
n ,[V A:J Z y Jm i fx{j’ & . (]9.1%)

Dowéd na to jest latwy i wykorzystuje si¢ przy nim wzdér (19.14) razem
z (8.63h): | '
N b dla p =0,
ipmwoo —_—= 6170 . (19.16)
0 dla p5£0 catkowite. &

1
N i
me=1
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Podstawiajac wzér (19.11) do wzoru (19.15) otrzymujemy (dla g = §'):

*’4?1' — mN_.?_ Z Jm’u’MMmAn ez{nm-—m BTN o8 (1" — b (1917)

my py By prymyn _

Sumowanie wzgledem f w ostatnim wykladniku i uwzglednienie wzoru (19.16)

daje d,._, ¢, skad u" = u. Obliczamy wowczas sume D) J,.,M,, i otrzy-
,u

mujemy m’ = m zgodnie ze wzorem {19.14). Ostatnim krokiem jest sumowa-

ei(nwn’) muw, 0

nie skladnikéw wzgledem m, a to daje zgodnie ze wzorem

19.16) n = n’, tak ze ostatecznle otrzymujemy
9.1 ymujemy

A, = A, |
c.b.d.o.

Otrzymaliémy pelny opis maszyny pracujacej wedlug odwracalnego programu
liniowego, gdzie nie ma straty informacji, ale i nie powstaje nowa informacja.
7. pewnoécig wystapi mala strata informacji spowodowana bledami przybli-
zen (zaokraglenia) w obliczeniach. Obliczanie zgodne z programem liniowym
przedstawione przez macierz prostokatna M prowadzi do straty informacii,
jezeli Ny<<N, 1 wytwarza rozwleklodé, jezeli Ny>N. Programy nieliniowe
typu (19.5) byloby trudniej zanalizowaé.

W rozdziale 19.3 rozwazymy nieco odmienne zagadnienie, ktdre odpo-
wiada innej mozliwodci uzycia maszyny cyfrowej.

19.3. MASZYNA MATEMATYCZNA JAKO ELEMENT OBWODU. PROBKOW ANIE
I PROCES ODWROTNY DO PROBKOWANIA (SALZER I LINVILL)

Maszyna matematyczna moze byé wlaczona w uklad sterowania i takie
polaczenie ma wiele waznych zastosowan. Zagadnienie to zostalo bardzo do-
kladnie zbadane przez Linvilla* i Salzera®*. Dane pochodza tu z obserwacji
pewnego mechanizmu, a wyniki obliczei wykorzystywane sa do sterowania
tego mechanizmu., |

* W. K. Linvinw, Doctor thesis, MIT, Cambridge, Mass, 1950; Proc. LR.E. 40 (1952),

str. 230.
#* J. M. Savzer, Doctor thesis, MIT, Cambridge, Mass. 1931 ; Proc. L.R.E. 40 (1952),
str. 231; 41 (1953), str. 901 ; 42 (1954), str. 457 ; L.R.E. Electonics Group, University of Cali-
fornia, Los Angeles, May 15, 1952; réwniez Hughes Aircraft Co., Memo. No. 338, 1954.
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Maszyna jest czeécia ukladu sterowania i powinna by¢ analizowana jako

element ukladu. Caly uklad sterowania pracuje z sygnalami ciaglymi o skosi-
czone] szerokosci pasma, a maszyna wykorzystuje préobki. W poréwnanin
7 rozwazanym poprzednio zagadnieniem jest tu nastepujaca réznica: w rozdz.
19.2 przyjeliSmy, ze maszyna miala do dyspozycji catkowity zbiér danych od-
powiadajacych zakonczonemu dodwiadczeniu o czasie trwania 7, oraz Ze opra-
cowaliémy dane po calkowitym zakonczeniu dodwiadezenia. W urzadzeniu
sterujacym musimy dokonywaé obliczenn na biezaco, wykorzystujac tylko
dane dostepne do chwili biezacej ¢, aby méc sterowaé pracag urzadzenia tak
szybko, jak to mozliwe. W takim zagadnieniu calkowity czas trwania dogwiad-
czenia nie jest okredlony z géry. Metoda z rozdz. 19.2 musi by¢ zastapiona
przez metode probkowania Shannona (rozdz. 8.7).
. W celu wykorzysiania calkowitej informacji zawartej w pasmie przepusz-
czania, bez wprowadzania zbytecznej rozwlekloéei, prébkujemy znéw z okre-
sem 0 (jak we wzorze (19.1)). Pierwotna funkcja moze by¢ odtworzona wedlug
procedury podanej przez Shannona (zgodnie ze wzorem (8.69)) za pomoca
funkeji impulsowych:

M
_osin2mopt 1 I
) =5 = =5 f ei2m Jy (19.18)
’Pm———’UM
oraz
’VM )
) = D fuglt—mb) = [ A@) e dv. ~ (19.19)
m :UmmiVM

Funkcja impulsowa Shannona g, siega na pewna odlegloéé w przéd i wstecz.
Oznacza to, ze nie mozna otrzymaé wartodei funkeji f(t) w chwili ¢, jezeli
mamy tylko dostep do wartoéei przesziych (m-<<0).

Linvill wykorzystuje inna funkcje impulsowa g, (), bedaca bardzo ostrym
impulsem, jak pokazano na rys. 19.1. Taki impuls mozemy opisaé wzorem

podobnym do (19.18):

~
&

sin 27tp4¢ 1 [ (Oren s 1t
i ————— e 1 v 19-20
gL (1) 2myqt 294 j © dv ( )

—y
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z tym, ze v,3>vy. Funkeje tak otrzymana oznaczymy przez f(¢):

?(t) = Zn]fm gr(t—mb) :;F j(?)’) ™t dy', (19.21)
Ze wzorow (19.18) i (19.19) obliczamy
A@) = 5;,% Y fue B,y <o, (19.22)
podczas gdy wzory (19.20) i (19.21) daja
AW = .,.,2% me e~izmml__y <o/ <y | (19.23)
| ty
Fit)

impuls Shannona

tmpuls Linvilla

I
!
|
|
|
I
|
|
(
X

r
v i |
f \ t 0 R ——
'\
P . /:'/ W1 N L 2‘:»4
0 T — ! — " t

Rys. 19.1. Funkcje impulsowe Shannona i Linvilla odtwarzajace funkeje f(¢)

Jezeli poréwnamy wzory (19.22) i (19.23), zauwazymy, ze widmo ;;l(v’) jest
identyczne z A(v) dla malych czestotliwoded 1 odtwarza to widmo periodycznie
w wyzszych pasmach czestotliwodei:

— <y <vprr AR) = ESMJA(W). (19.24)
1
Jezeli np. wezmiemy v, <v<3w,, oraz podstawimy %" = »-2v,, to
Ay — 1 —i2memO—i2mm _ OM
Ay =5 Z fone—i2n ="M 40, (19.25)

41

poniewaz 2»y,0 = 1. W ogélnosci, jezeli

2k — L)y << (k1)
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to bierzemy v = v-2kv,, i otrzymujemy

Ay =M A@). (19.26)
V1
7, rezultatow tych wynika, ze

ey

e 00 = 2 A2 - (1929)

Metoda prébkowania Linvilla daje funkeje f(2), ktéra moina tatwo obliczy¢
7 wartosci przeszlych, gdyz jej impulsy sg wyraznie zlokalizowane. Réni sie
ona od pierwotnej funkeji dodatkowymi sktadowymi widma wyzszego rzedu.
Proces odwrotny do prébkowania sprowadza sie po prostu do filtracji sygnatu,

ktéra zachow uje tylko sktadowe widma w pasmie || <(v,,. Operacja ta prowadzi

e . P . a0 M
zawsze do funkeji pierwotnej f(¢) z dokladnoécia do statego wspdlezynnika g
1

19.4. OBLICZENTA NA PODSTAWIE PROBEK DANYCH W CHWILI ¢

Obliczenia dokonuje sie w oparciu o dane znane w chwili . Danymi wej-
Sciowymi sg probki '

£ =flmh), m<m,, mb=rt (19.28)
Danymi wyjéciowymi, dostepnymi w tym samym czasie, sg probki
= p(ph), w<m,—L (19.29)

Jezeli obliczenia dokonuje sie wedlug programu liniowego, mozemy naplsac
relacje (Salzer):

y

er E‘ Z bk Wmt BT Z ah(mt)fmt —h? | (1930)

gdzie wykorzystujemy &, poprzzdnio obliczonych wartodei wyjsciowych oraz
h,-+1 ostatnich danych wejéciowych. Wspélezynniki b, oraz a, moga zale-
7eé od czasu (poprzez m,). Warny przypadek wystepuje dla liniowego, cza-
sowo-inwartantnego programu obliczen, ze stalymi b, oraz a,. Zamieniajac
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wartosci wyjsciowe ,, _, na kombinacje liniowe danych wejSciowych,
mozemy zapisac

fts

Tsz = E Ch.fmt-—h‘ (19'31)

h=0

Liczba skladnikéw %, zawartych w sumie jest duzai moze byé nieskotczenie
wiclka, dajac szereg nieskonczony. Wzér ten mozna poréwnaé z wynikami
z rozdz. 19.2. Bierzemy:

m,=u, m—h=m, h=yu—m, (19.52)
p=hs

= > CynSomr (19.33)
#2 == g

Poréwnujac ze wzerem (19.6) otrzymujemy macierz przeksztalcenia:

0 dla  m>pu,

My, =1ec ., da p—h<m<py, (19.34)
0 dla  m<p—bh,.

Oto taka macierz dla Ay == 3:

0123456 7 >y
0 | G CCyaCaO 0 0 0
1 0 CC CCi0 O 0
2 10 0 € €, CyCi0 0O (19.35)
31000 CC CyC,0 .
4 10 00 0 G C, CyCy
\
i

Wszystkie elementy macierzy lez:qce ponizej gléwnej przekatnej sa zerami.
Wezystkie wiersze maja takie same stale wspélezynniki, przesuniete po prostu
o u pozycji w prawo. Ta bardzo specjalna macierz daje prostsze wyniki niz
bardziej ogdlna macierz z rozdz 19.2.

23 - Nauka a teoria informaciji
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19.5. FUNKCJA PRZENOSZENIA MASZYNY MATEMATYCZNEJ

Zbadajmy teraz zalezno$é miedzy widmem wejéclowym 1 wyjsciowym.
Wyrazamy [ oraz y w postaci catki Fouriera, podobnie jak we wzorze (19.19),
1 otrzymujemy

4,74

o = f A@) ™ dy, ¢t = mb, (19.36)
—ing
ﬂM .
p,= [ a@)e™ dr. (19.37)
—ing

Podstawiamy teraz te wyrazenia do wzoru (19.30) i po obu stronach otrzy-
mujemy calki wzgledem e*™ dv. Po lewej stronie wystepuje wspolezynnik

3 , .
a(v)+ 23 by a(v) g TiEmRO (19.38)

F )

podezas gdy po prawej stronie
hl . 1
D a, Al) o THRTAY, (19.38a)
h=0 :

Obie funkcje (19.30), bedac réwne, maja réwniez réwne transformaty Fou-
riera:
() + > b o(v) e PR = D ay, A(y) IR0 (19.39)
k 7

Z relacji tych otrzymujemy funkcje przenoszenia (1%-%):

hy

Z an o—i2mhf i
A

_agtagEtayt . Fapg™ L
o 1+blz+bgzg+...+bklzkl 5(19'410)

a(v)

=26y T

ky
I"Jf‘ Z bk ewiﬁnvkﬂ
kml
ktéra dla rozwazanej maszyny matematycznej jest stosunkiem widma wyjscio-
wego do widma wejéciowego. Jest ona funkeja wymierna wzgledem zmiennej
z = e "™ odyie § = okresowi prébkowania. (19.41)

Godny uwagi jest fakt, ze tego rodzaju obliczenie, jakie obrazuje réwna-
nie (19.30), moina analizowaé w taki wladnie sposob i kazde] czestotliwosel
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wyjsciowe] odpowiada widmo a(») zaleine tylko od widma wejéciowego
A(v) zwigzanego z sama czgstotliwosdcia. Funkeja przenoszenia postaci (19.40)
zostala otrzymana przez Salzera i umozliwila mu rozwiazanie réznorodnych
zagadnien, w ktérych maszyny matematyczne i zwykle obwody byly pola-
czone w skomplikowany uklad sterowania. Réwnie dobrze mozemy wyjéé

05 liczb A .
urojonych os+7182

% oS+
ptaszczyzna : ~ ,
liczb zespo- % 7 /
lonych s ;V /S / .

. 7
7 7 .
? a 0s liczb rzeczywistych
Sf 05~

" Rys. 19.2. Poziome pasma plaszczyzn"y" zespolonej s, w ktérych powtarzaja sie wartoéei A(s)

ze wzoru {19.31), gdzie przyjelismy, Ze rozwigzanie poprzedniego uklada
zostalo otrzymane w celu wyeliminowania y,, _,. Relacja ta daje, tak jak przed-
tem:

W) = “((2)) = Z Gy o 12THO (19.42)
=0

A

tj. wiclomian lub nieskonczony szereg wzgledem z.

Wszystkie te rozwazania zgadzaja sie z pogladem wyrazonym uprzednio,
kiedy omawialiémy rol¢ maszyny matematycznej. Tak wigc maszyna mate-
matyczna przedstawia automatyczne urzadzenie do przetwarzania informacji
i poréwnaé jg mozna do narzedzia obrabiajacego lkawalek metalu. Nie Wy-
twarza ona nowej informacji, a na wyjéciu maszyny pojawia sie dokladnie ta -
sama iloé¢ informacji, jaka podano na wejscie (w idealnym przypadku nie ma
strat), tylko inaczej zakodowana. |

Nasze rozwazania oparliémy na metodzie Fouriera, gdyz Linvill i Salzer -
stosowali transformaty Laplace’a. Obie procedury sa réwnowazne. Wzory -

23*
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Salzera mozna po prostu otrzymaé przez zwykly zamiane (1%3) iw na s:
s =iw, = —is, z=c¢=¢"", (19.43)

Dowiedlidmy, ze ciag probek funkcji f(£) ma widmo periodyczne /E(v) (rozdz.
19.3):

ﬁ(w—kn!)) == fza),
gdzie

19.44)
o ( )

n — catkowite oraz 2 = dmvy = 5 rzeczywiste.

Whsnodé te tatwo przetransponowaé na zmienng s i mozna zapisad

Als —inf) = A (s — 2 %) = A(s). (10.45)

Na plaszezyznie zespolonej s funkcja 4 przyjmuje te same wartodel w kolej-
nych pasmach, jak to pokazano na rys. 19.2. Gdy funkeja jest znana w jednym
z tych pasm, np. w pasmie zakreskowanym, to moze by¢é juz ona okreélona
na calej plaszczyznie, gdyz powtarrza sie periodycznie w innych pasmach.

19.6. UKEADY ZAWIERAJACE MASZYNE MATEMATYCZNA.
ZAGADNIENIE STABILNOSCI

Poprzednia apaliza wykazala, ze maszyna pracujaca wedlug danego pro-
oramu liniowego moze byé rozwazana jako przetwornik o pewnej funkeji
przenoszenia W(v), ktéra zalezy od czestotliwosci ». Gdy maszyna wlaczona
jest w szereg z konwencjonalnym ukladem, to reszte ukladu charakteryzuje
inna funkcja przenoszenia, W,(»), i caly uklad ma wiedy funkcje przenosze-
nia

W.(v) = W) W,y(). (19.46)

Uwaga ta umozliwia rozwazanie zagadnienia ukladu z maszyna wedlug dobrze
znanych meatod analizy obwoddéw. Charakterystyczne jest to, ze funkeja prze-

noszenia W{(v) maszyny jest wymierna wzgledem zmiennej z we wzorze

(19.41), podezas gdy uktady konwencjonalve daja funkcje przenoszenia wy-
mierna. wzgledem .
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Jednym z waznych punktéw dyskusji jest zagadnienie stabilnosci. Ma-
szyna moze przyjacé funkeje f(2) i pomnozyé ja przez wspélezynnik C; pracuje
wiec jako wzmacniacz. Dalej, w ogélnym typie programu omawianym przez
Salzera (por. rozdz. 19.4, réwnanie (19.30)) wykorzystuje sie pewng ilosé
wezedniej obliczonych wartosei wyjéciowych do obliczania wartosei wyjseio-
wej w chwili £. Oznacza to, ze program wymaga ukladu sprzezenia zwrotnego.
Majac maszyne, ktéra moze pracowaé jako wzmacniacz ze sprzezeniem zwrot-

X)L e b e T T ()

Rys. 19.3. Wzmacniacz o wzmocnieniu & i sprzezeniu zwrotnym J-

nym, na pewno musimy rozwazy¢ zagadnienie stabilnoéci, gdyz wzmacniacz
ze sprzezeniem zwrotnym moze wytwarzaé ciagle oscylacje, gdy sprzezenie
jest dostatecznie duze.

Zagadnienie to ma fundamentalne znaczenie 1 oméwimy je wprowadzajac
do rozwazai zwykly wzmacniacz o wzmocnieniu o i sprzezeniu zwrotnym
B, tak jak pokazano na rys. 19.3.

Napiecie F; daje na wyjéciu G(2):

G=ual, (19.47)
gdzie o jest zespolone. ‘
Czedé sygnalu wyjsciowego ff podawana jest znowu na wzmacniacz i dodaje sie
do poczatkowej wartodci sygnalu wejéciowego I(t), tak ze
By = BG = apE, |
gdzie § — wielkodé zespolona, oraz (19.48)
i z zaleznodel tych otrzymujemy
Ey = I[(1—ap),
G = Ix/(1—ap).
Stad znajdujemy funkcje przenoszenia wzmacniacza ze sprzezeniem zwrotnym

W, = G/l = af(1—ap). (19.50)

|

} (19.49)
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Wyrazenie to jest bardzo podobne do (19.40), otrzymanego dla maszyny
matematycznej, jezeli zalozymy, ze

a(v) = D) @2, z=ePP0 —af =D bk (19.51)
2 %
Funkcja dana (19.50) ma pewna ilod¢ biegundw, jezeli
| af = 1. (19.52)

Warunek (19.55) moze byé spemiony dla okreflonych czestotliwoéci. Prazy
tych cagstotliwodciach dla [ == 0 sygnal wyjéclowy moze mieé¢ skoriczona
wartoéé, gdyz W jest nieskonczone 1 ukiad jest samowzbudny. Rozklad bie-
gunéw na plaszezyinie s = 0--iw ma kapitalne znaczenie i zostanie oméwiony
w rozdz. 19.7.

Podsumowujac to, co powiedziano wyzej, stwierdzamy (19:4). .

(1) Maszyna matematyczna jest podobna do ukladu aktywnego.

(2) Stabilnoé¢ programu obliczert mozna badaé tymi samymi meto-
‘dami co stabilnoéé ukladéw aktywnych.

(3) Mozna hadaé charakterystyki amplitudowo-fazowe danego programu
liniowego, odpowiedz impulsowa, wykresy Nyquista, polozenie biegunéw itp.

(4) Szerokoéé pasma zajmowanego przez maszyne jesl okreslona bez-
posrednio okresem prébkowania 0 (wzér (19.1)), przy czym maksymalna
czestotliwosé

var = ”2’”1”9” . 1 (19.53)

Salzer na przykladach liczbowych wykazal efektywnosé rozpatrywanej metody.,
-Wyjaénil réwniez, jak dobiera¢ obwody do maszyny lub odwrotnie. Zagadnie-
nia zwigzane z synteza obwodu podobne sa do zagadnien omawianych w zwy-
ktej teorii obwoddw.

19.7. STABILNOSC PROGRAMU

Maszyna wykonujaca operacje wedlug danego liniowego programu
opisana jest przez funkeje przenoszenia W(s) i odpowied? jest proporcjonalna
do pobudzenia A(s) pomnozonego przez W, jak to wykazano we wzorze (19.40):

a(s) == A(s) W(s). (19.54)
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Tak dtugo dopéki modul |#], majacy sens wzmocnienia, pozostaje skori-
czony, odpowied? jest skonczona. Jezeli | W] staje sig nieskoficzony, mozemy
otrzymadé sygnal na wyjéciu nawet wtedy, gdy nie ma pobudzenia na wejsciu.
Wystepuje to przy biegunach funkeji W{(s). Niech

$ = 010 (19.55)
bedzie takim biegunem. OdpowiedZ ma postac
a(s) e = a(s) e T, (19.56)

Jezeli o jest dodatnie Iub réwne zeru, drgania narastaja lub s tylko podtrzy-
mywane. Gdy o jest ujemne, powstajace drgania sa thumione. Moga one po-
wstawaé przejéciowo, ale beda jednak zanikac.

Niestabilnoéé odpowiada biegunom funkeji przenoszenia o dodatme]
czedcl Tzeczywistej. Bieguny te leza po prawej stronie osi urojonej zmiennej s.

A
«
A .
Y odwzorowanié Pyo ;% x P
0st @ 2 rys.19.4
Lo %P,
-0 1
,;'/7/ 7 OP‘? g L 0/ -
ﬁ):1/2 £ / 0 P1></ o o % K { Gr
Z, y w=0,8, . X _
//;/// / : o “ XP1”

S=0+lw

Rys. 19.4. Na plaszczyinie zespolonej s bie-
gun P, lezacy po prawej stronie osi urojonej
odpowiada niestabilnoéci ukladu. Biegun
P, po lewej sironie nie powoduje niestabil-
noéci. W kolejnych pasmach bieguny stabilne
zaznaczono kropkami, natomiast bieguny

stabilne krzyzykami

Rys. 19.5. Odwzorowanie konforemne z =
= &73% plaszezyzny zespolonej s na plaszezyzne
zespolona z. 08 urojona plaszezyzny s przecho-
dzi w okrag kola jednostkowego na plaszezy-
fnie z. Bieguny niestabilne P, z rys. 19.4
przechodza do wnetrza kola jednostkowego,
natomiast bieguny stabilne lezq na zewnatrz

Z powodu okresowoéci dany biegun P, pojawia sie w kazdym pasmie o szero-
koéci Q. Biegun P, po lewej stronie osi urojonej nie wprowadza niestabilnogci.

Rysunek 19.4 ilustruje ogélna sytuacje: bieguny o ujemnych ¢ (stabilne)
zaznaczone sg kropkami, podczas gdy te, ktdére powoduja mniestabilnosc,
zaznaczono krzyzykami.



360 19. Zagadnienie obliczeh

Odbicia P; w kolejnych pasmach o wysokodci £ zaznaczone sa jako
! ts . . -y
Py, P, ... Zamiast plaszczyzny s mozemy rozwazaé plaszczyzne zespolona z
pokazana na rys. 19.5. Wzér

z = gf-iy = e (19.57)

przedstawia odwzorowanie konforemme plaszezyzny s w plaszezyzne z. Po-
czatek ukladu wspétrzednych 0 na plaszezyznie z oznacza z = 0 1 odpowiada
s = -oo. Okrag o promieniu 1 na plaszczyinie z odpowiada osi urojonej
na plaszezyznie s: ‘
s = 1w, z=e"10

a wnetrze kola jednostkowego z odpowiada prawej polplaszezyznie s. Biegun
P, (ijego obrazy P|, P, ...) z prawej pélplaszczyzny s odpowiada biegunom
P, w kole jednostkowym na polplaszezyinie z. Biegun P, z lewej pélplasz-
czyzny s jest przedstawiony przez punkt P, na zewnatrz kota jednostkowego
na plaszczyinie z.

Zagadnienie rozmieszczenia biegunéw funkeji przenoszenia mozna teraz
sprecyzowaé bardziej dokladnie. Nasza funkcje przenoszenia W ze wzoru
(19.40) mozna zapisaé, jak nastepuje:

. P (3.)'_ . Z apz” '
P T T e 1939

Wyeliminowano jednak wspélne dla P oraz Q pierwiastki, natomiast bieguny
W odpowiadaja pozostalym pierwiastkom réwnania:

0 =14 31 bt 0. (19.59)

Mozna rozwazy¢ inne odwzorowanie konforemne, np. z plaszczyzny zespo-
lonej z w plaszezyzne zespolona (), jak pokazano na rys. 19.6%. Poczatek
ukladu @ = 0 z plaszczyzny Q odpowiada wszystkim pierwiastkom funkcji
@ (wzér (19.59)), a wiec przedstawia on wszystkie bieguny funkeji przenosze-
nia . Punkt Q = 1 na plaszczyznie Q) odpowiada poczatkowi ukladu z = 0
na plaszezyznie z. Kolo jednostkowe z plaszczyzny z przechodzi w krzywa
L (miejsce geometryczne punktéw) na plaszezyznie ), a wnetrze kola jednost-
kowego przechodzi we wnetrze krzywej L.

* Sa to tzw. wykresy Nyquista. Metody takie szeroko stosuje sie w teorii antomatycznego
sterowania. (Przyp. tlum.).
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Jezeli biegun P, lezy wewnatrz kola jednostkowego na plaszczyinie z,
to poczatek uktadu z plaszczyzny @ lezy wewnatrz obszaru objetego krzywa L,
jak pokazano na rys. 19.6b. Sytuacja taka odpowiada niestabilnoéeci. Rysunek
19.6a pokazuje krzywa L z poczatkiem ukladu wspdlrzednych na zewnatrz
tej krzywej; jest to przypadek ukladu stabilnego. (1%9) |

Salzer rozwazal rézne przyklady i wykazal duza przydatno$é prakiyezna.
powyzszej metody. Bardzo czesto orientacyjny szkic krzywej L wystarcza

a) ?FA b) .

w=h2 ) Y
é

Rys. 19.6. Plaszczyzna zespolona Q bedaca odwzorowaniem konforemnym:

Q= &tin = 14 bk
P

oo
-

. a) Prayklad, w kiérym poczatek ukladu wspdlrzednych plaszezyzny zespolonej @ leiy na ze-

whatrz trajektorii L. Jest to przypadek stabilnosci; b) Przyklad, w ktérym poczatek ukladu
wspélrzednych plaszezyzny zespolonej ¢ lezy wewnatrz trajektorii L. Jest to przypadek nie-
stabilnoéci J

do zbadania stabilnodei, Wartoéé, o jaka trajektoria L omija poczatek uktadu,,
wskazuje na wrzgledna stabilnodé ukladu. Czestotliwoéé odpowiadajaca naj-
wiekszemu zblizeniu sig¢ trajektorii do poczatku ukladu odpowiada najczesciej
czestotliwodei rezonansowe] programu obliczen.

Funkeja przenoszenia programu obliczen W zawsze dana jest w postaci
funkeji (19.40) lub (19.58). Jezeli znamy funkeje przenoszenia operacii,
to mozliwodei realizacji wystepujg wtedy, gdy funkcje przenoszenia mozna
zapisa¢ w postaci (19.40) lub (19.58). Jest to podstawowy i zarazem bardzo
wazny wynik rozwazan Salzera.

19.8. PRZYKLADY FUNKCJI PRZENOSZENIA

Przytoczymy kilka przykladéw funkeji przenoszenia, odpowiadajacych:
typowym zagadnieniom obliczeniowym.
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19.8.1, Maszyna matematyczna spelniajaca role integratora

W tym przypadku p okreslamy jako catke z sygnalu wejsciowego f(¢)
tak, Ze mozemy zapisaé

mb ' mb mb
=Vt | SO &=yt [ A de= [ ) & (19.60)

(m=1)0 (m~n)8 0
Qstatnie wyrazenia wynikaja przez iteracje réwnosci migdzy pierwszymi
dwoma wyrazeniami. Funkcja przenoszenia dana jest wzorem (19.40) lub

(19.58):

Z An2"
W = ) 19.61
14 Z bz ( )
a zagadnienie sprowadza sie do znalezienia b, oraz a,.
Aby to zrobié, wykorzystujemy metode przyblizona, sprowadzajac catke
(19.60) razem z (19.30) do postaci

Yot 20 btmn = 20 O (19.62)
gdzie ” ”
Jr = flkD). |
Podamy wyniki obliczenia calki przy pomocy funkeji schodkowe;, h’letoda
trapezéw, oraz w oparciu o regule 1/3 i regule 3/8 Simpsona.
Funkcja schodkowa

Obliczamy warto$¢ przyblizona catki (19.60), zastépujac funkeje f(2)
funkeja schodkowa oraz obliczajac pole otrzymanych prostokacikéw o szero-
kodci 0 i wysokoéeiach f1, fas ooos fir !

mt

YnYna = S J@) dt = f,9.

(m-—1)0

Poréwnujac to ze wzorem (19.62) mamy
blm“’l, ao“—:@, bJ-——"'a/k:_—'O dla j>1, k>0,

a stad ze wzoru (19.61) wynika, ze funkcja przenoszenia ma postaé

7

W-e: 1Mz .

(19.63)
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. Metoda trapezéw

Wykorzystanie metody trapezéw w wyrazeniu (19.60) dla n=1 daje

mi
YY1 = f f(t)(it:%(,fm+fmml)»

(n—1)0

co po uwzglednieniu wzoru (19.62) daje
by =—1, ay=0a; =— by =ar =0 dla j>1,k>1.
W tym przypadku funkcja przenoszenia ma postaé
4
W, = 5 [(1-+2)/(1—2)]. (19.64)
Reguta 1/3 Simpsona

W regule tej musimy przyja¢ n = 2 we wzorze (19.60). Zatem

W Py —g == | [ f(t) dt == "g”“(fme_{‘fmml“:“ﬁn)a

(m—-2)0

co daje

bi=ap, =0 dla j#2, k>2,
a funkcja przenoszenia ma postaé

0

(142 +22)/(L—2)]. (19.65)

Reguta 3/8 Simpsona

W regule tej przyjmiemy n = 3 i otrzymamy w podobny sposéb jak
poprzednio

Wy = -%qm (13243221291 —)]. (19.66)
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19.8.2. Maszyna wykonujaca operacje rézniczkowania

Odpowiedz o jest tu pochodna pobudzenia f. Skoro rézniczkowanie jest
operacja odwrotna do catkowania, to funkcja przenoszenia idealnego ukladu
rézniczkujacego powinna byé odwrotna do funkeji przenoszenia idealnego

ptaszezyzna A ptaszczyzng z

3| | e .

-

b A AL SA

Y

32&/9”

Q¥(z)=1+42+2?

. A ptaszczyzna QF _ ptaszczyzna z
B j
‘1’/\‘//‘/ ///// S
e //7/ biegun ~
N o 7 / 7 potrajny

7 /
Q*(z)=1+32+322+ 23

Rys. 19.7. Krzywc pokazujace niestabilnoéé programéw roézniczkowania odpowiadajgcych
funkcjom 3" oraz ;' naplaszezyinie Q oraz z. Tutaj Q* jest mianownikiem funkeji przeno-
szenia (licznik 7). Obie trajektorie obejmuja poezatek ukladu wspélrzednych plaszezyzny Q*

integratora, Oznacza to, ze Wgt, Wit Wyt W pl?Gdbtdchl]Q odpowiednie
programy rozmczkewama. Okazuje sie, ze Lylko Wyti W[t sa stabilne, pod-
czas gdy W, 'i W5 ' a niestabilne. Sytuacje te pokazano na rys. 19.7, wedlug
artykutu Salzera. Pokazano bieguny na plaszezyinie z oraz ksztalt trajektorii
na plaszezyinie ().

19.8.3. OQdtworzenie sygnalu ciaglego na podstawie probek

Odtworzenia  sygnatlu ciagltego z  sygnalu  sprébkowanego dokonaé
mozna na drodze ponownego zastapienia impulséw Linvilla impulsami
Shannona lub na drodze doktadnej filtracji wezystkich czestotliwodel v > ;.
Pierwszy spos6b nie powoduje przesuwéw fazowych i nie zmienia natezenia
sygnalu o ¥ <<, 1 tym samym funkcja przenoszenia réwna sie 1. Metoda
druga wymaga, aby amplituda sygnatu dla » > v,; wynosila zero, a wigc
W= 0 w tym zakresie czestotliwodci. Jest to trudne do realizacji. Wigkszoéc
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filtréw przepuszeza sygnaly o duzej amplitudzie w pasmie przepuszezania,
ale powoduje przesuwy fazy. W rozwazanym przez nas przypadku odtwarzania
funkeji faza odgrywa istotna role i pod tym wzgledem projektowanie filtru
rézni sie od projektowania filtréw konwencjonalnych.

19.8.4. Opéznienie czasowe
. - . .. . sin % ..
Jezeli postuzymy si¢ impulsami Shannona typu ——= przy zalozeniu,
" _

ze funkcja jest stala dla duzych x, to powinnidmy obliczyé

Ll X Xx X
na duze
wartosci x

o0
\—‘ $1n X sin & COS X
~ dx &~
L
X

Wyrazenie to jest bardzo wolno zbiezne. Jezeli zadamy, aby blad w wyniku
koncowym byl mniejszy od 1077, to trzeba wziaé x > 10" = N skladowych.
Tak duza liczba skladowych wplywa na opdinienie, gdyz funkcja w chwili ¢
nie bedzie znana poprawnie az do skladnika N, co oznacza opdinienie o NO.
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INFORMACJA, ORCGANIZACJA I INNE ZAGADNIENIA

20.1. INFORMACJA A ORGANIZACJA

Bylidmy w stanie przeanalizowaé ilo$é informacji zawarte] w zapisanym
zdaniu, w zbiorze liczb i w innych sytuacjach, do ktérych stosowaé moina
przytoczone przez nas definicje iloéci informacji. W analogiczny sposéb mozna
obliczaé iledé informacji zawarte] w $wiatlodrukach, wykazujac, ze Swiatlo-
druk mozna przedstawi¢ za pomoca skonczonej liczby symboli. Rozwazmy na
przyklad schemat ideowy jakiegod urzadzenia elektrycznego. Wszystkie
zaciski wystepujace na schemacie mozna ponumerowaé od 0 do Vi przedsta-
wié¢ ten schemat liczbami wskazujageymi polaczenie odpowiednich zaciskow;
np. zespOt liczh 1023—0216 oznacza, ze trzeba polaczyé zacisk 1023 z za-
ciskiem 0216. Przy skonezonej ilodct zaciskow wystapl skoniczona ilosé P
mozliwych polaczen. Tlogé informacyi, jaka otrzymamy wykorzystujac kon-
kretne polaczenia, zgodnie z definicja z rozdz. 1, wyniesie

[=KlnP. (20.1)

Definicja ta nie méwi nic o réznicy pomiedzy schematem ideowym modelu
urzadzenia a jakimé innym schematem, ktéry odpowiadalby strukturze mniej
wartociowej, np. ze zwarciami lub z innymi wadami. Ilos¢ informacji, jaka
obliczamy, jest informacja dana czlowickowi, ktéry ma wykonywaé polacze-
nia; informacja ta nie méwi o tym, jaka role ma spelniaé to urzadzenie.

Nie rozwazamy pytania, jak i dlaczego zostal wybrany ten wlaénie schemat
oraz jak on pracuje. O tym ostatnim myélal naukowiec lub inzynier, ktérzy
projeltowali urzadzenie. Wymagalo to naukowego rozwazenia, przemysélenia
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i innych procesow zwiazanych z umyslem ludzkim, kiére nie mieszcza sie
w ramach przedstawionych przez nas metod badan.

Wezmy pod uwage konkretny przyklad, a mianowicie uklad elektryczny
ztozony z n podstawowych elementdéw, z ktérych kazdy ma m zaciskow,
q zaciskéw za$ shuzy do polaczenr ukladu ze Zrédlami zewnetrznymi. W sumie
mamy

N = nm-+q zaciskow. (20.2)

Kazdy z zaciskéw mozna polaczyé z innym, co daje
P = NN,
Informacja zawarta w jednym schemacie ideowym wynosi:

I=KilnP=KNInN. (20.3)

Przyjmujac K =lg,e ~ 1.4 ot}‘zymuje.my iloé¢ informacji w bitach:
I= Nlg, N.
Niech na przyklad
n=999, m=10, ¢g=10;

wowcezas

N = 10000 ~ 2'%3, | = 133000 bitow.

Jest to duza liczba w bitach, ale obliczajac ja w jednostkach termodynamicz-
nych nalezy przemnozy¢ jg przez 10716, co daje negentropie

—S =133 101,

a wiec jest ona catkowicie do pominiecia.

Maszyna zbudowana wedlug naszych zalozenn zawiera w sobie taka negen-
tropie strukturalna, ktéra mierzy informacje lub stopiett organizacji maszyny.
Negentropia ta jest jednak do pominiecia w poréwnaniu z calkowita entropia
maszyny. Przyklad ten zawiera w sobie niektére charakterystyczne cechy calej
teori. -

Negentropijna zasada informacji zada, aby kazda skladowa informacji
powiazana byla z ujemnymi skladowymi fizyczne] entropii ukladu.

W prakiyce, te ujemne skladowe mozna pomingé w wigkszoéci przypadkéw
ze wzgledu na maly wspélezynnik 1016 wprowadzany przy zamianie jednostek
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binarnych na termodynamiczne. Poszczegélne organizacje moga zawierad
bardzo duza ilodé informacji wyrazonej w bitach. Rozpatrzmy np. sieé tele-
foniczng rozciagnieta na obszar Ameryki. Rzad liczby abonentéw moze wy-
nosi¢ kilkadziesigt milionéw, ale bedziemy szczodrzy i przyjmiemy sto milio-
now:

N == 108.

Bezpoérednic zastosowanie réwnania typu (20.3) pokazuje, ze w jakims
danym ustalonym, czasie iloé¢ informacji w calej siecl wynosi

I = Nlgy N~ 40-108 = 4 10° bitw,

co w jednostkach termodynamicznych daje 4 1077, t]. bardzo mela wartosé.

Trudno jest wyobrazié sobie maszyne zawierajaca wigksza iloéé informacji
niz w podanym przykladzie. Gdy pomyélimy jednak o organizmach zywych,
to znajdziemy catkiem inny rzad wielkosci. lloéé komérek moze by¢ rzedu
102, natomiast trudno jest przewidzied iloéé czasteczek chemicznych powig-
zanych wzajemnie ze sobg w organizmie zywym. Informacja zawarta w orga-
nizmie zywym moze osiagnaé w skall entropijnej wartesé, ktére) nie mozna
juz pomijaé. Zagadnienie Lo jest jeszcze jednym z niezbadanych zagadnien.

20.2, INFORMACJA ZAWARTA W PRAWIE FIZYCZNYM

Na réznych przykladach przedledzilidmy przydatnodé statystycznej defi-
nicji ilodei informacji. Mozna prébowad rozciagnad te definicje na zagadnienia
bardziej ogdlne i zasugerowaé nowe pole zastosowan.

W rozdzialach 14 do 16 przedledziliémy informacje otrzymywana z ekspery-
mentu fizyeznego i doszlismy do wniosku, ze iloéei informacji nie 0ZNA
okregli¢, dopdki nie poda sie zakresu obserwacji i dokladnosgel pomiaru.
Sytuacje podobna spotykamy przy okredlaniu informacji zawarte] w prawie
fizycznym. Aby $cifle odpowiedzieé na to pytanie, musimy przede wszystkim
sprecyzowaé warunki, w jakich prawo zostato odkryte, 1w jaki sposob ma ono
byé wykorzystane.

Rozpatrzmy np. réwnanie gazéw doskonalych:

flp,v, T) = p]?f — R = const. (20.4)
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Musimy okregli¢ zakres zastosowan wyszezegdlniajac, do jakich gazéw mozna
je stosowad, w jakim /akresm zmlemajq sie p, v, T oraz jakiej dokladnosci
mozna oczekiwad.

Prawo fizyczne jest podsumowaniem wynikéw doswiadezert i podlegaé
moze dyskusji, dopoki nie wymienimy szezegélowo warunkéw doswiadezenia.
Majac to na uwadze, zagadnienie mozna rozwazyé teraz w pojeciach ogélnych.

Przypusémy, ze obserwowalidmy uklad fizyczny i mierzyliémy zmienne
Xy, Xy -+ X, Kazda zmienna x; moze przyjmowaé wartodei z zakresu X,
a blad obserwacji wynosi &;. Zatem catkowita liczba rozréznialnych punktéw
pomiarowych w zakresie obserwacji X; wynosi

X;
o;

. (20.5)

Przypuéémy, ze po pI‘ZG&I’ldllZOWElIllu wynikéw dochodzimy do wniosku,
ze funkcja

S(®1, %5, .., x,) = const (20.6)

poprawnie odzwierciedla warunki doswiadczenia z bledem Jf nie przekracza-
jacym pewnej wartoéei @. (2°1) Nie jest to zupelnie wyczerpujaco przedstawione
zagadnienie. Musimy wprowadzi¢ przede wszytkim zakres zmiennoéei F
funkeji f. Zakres ten jest zakresem a priori i zalezy od poczatkowej wiedzy,
jaka mamy przed rozpoczeciem doswiadezen. Jezeli nic nie wiemy o uktadzie,
to zakres F wyznaczaja zakresy przyrzadéw pomiarowych. Funkcja S okres-
lona jest przeto w calym przedziale F i moze przyjmowaé wartodei rézniace
si¢ 0 @, liczba zad mozliwych (rozréimialnych) wartodei funkeji # wynosi
Flop. Wystepuja one z roéwnymi prawdopodobiefistwami, przed rozpoczgciem
obserwacji. Ilod¢ rozréznialnych w hiperprzestrzeni punktéw o wspélrzednych
%15 Koy vevy X, WYNOSI

N = (X X5 ... X))/(125 ... ). (20.7)
Kazdemu z tych punktéw odpowiada pewna wartosé funkeji, przy czym moze

to byé jedna sposrod Fj wartodci funkeji f. Calkowita liczba mozliwosei (20-2)
bedzie roéwna

Py = F rzed eksperymentem,
0o = I/ p pery } 20.8)

Pi=1N=1 po eksperymencie.

aa MYt L aL v e oa
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Ze wzorow .(1.5) i (1.6) otrzymujemy iloéé informaciji

I =Kl ,gg = KN ]n—g = KN(In F—In ¢). (20.9)
1

Obszar zmiennodci zmiennych przyjeto zgodnie ze wzorem (20.5); jest to
réwnoleglodcian. Ograniczenie to nie jest konieczne. Moina wziaé W rozwa-
sanej hiperprzestrzeni (%, g, ..., %,) np. jakié obszar o dowolnym ksztakcie
i objetodei U. Bledom odpowiadajacym jednej obserwacji odpowiadaé bedzie
maly obszar o, objetosci . Wowezas zamiast wzoru (20.7) mamy

N = v (20.10)

o

i-iloéé informacji

- AY
24

(In F—In ¢) (20.11)
odpowiada iloéci informacji zawartej w prawie fizycznym. Wzér ten spetnia
nastepujace wymagania: im dokladniejsze sa dane (mniejsze o oraz @) lub
im wickszy jest zakres obserwacji U, tym wigksza bedzie uzyskiwana ilosé
informacji. Wystepujacy we wzorze (20.11) logarytm - wyrazenia Flo (jak
zaznaczono w rozdz. 1) zapewnia addytywnoéé niezaleinych obserwacji.

Mozemy wyjasnié teraz sens wielkodel F' poréwnujac informacje otrzy-
mana w kolejnych krokach przy wrrastajace] dokladnoéei. Przyjmijmy, Ze
pierwsza seria obserwacji daje funkeje f; z bledem ¢y, podczas ody druga,
bardziej dokladna seria obserwacji daje.funkcje fy z bledem g,. Przypadek
taki wystepuje np. wiedy, gdy prawo-Boyle’a (20.4) zastepujemy prawem
van der Waalsa. Wzér (20.11) daje wzrost ilodci informacji odpowiadajacy
takiej zamianie:

[ =1,—I = K-—q (In @, —In @y). . (20.12)
- 4

Wrzér ten jest identyezny ze wzorem (20.11) z wyjatkiem tego, ze Fi¢zasta-
‘piono pizez @, oraz @y. Wyecliminowano tu wielkos¢ In F. W rzeczywistosel
gra ona role skladowej stalej, przypominajac stala wystepujaca w wielu wyra-
zeniach na entropie.

Przykiad ten wykazuje, ze nasza statystyczng definicje informacjt stosowaé
mosna do réznych przykladéw i ze prowadzi ona do ciekawych wynikdw.



20.2. Informacja zawarta w prawie fizycznym 371

MacKay* w swoich artykulach oméwilt zagadnienia informacji naukowe;.
Prébowal on udowodnié, ze nalezy stosowaé réine definicje w réznorodnych
dziedzinach zastosowar. Wprowadza on pojecie informacji selektywnef
w miejsce wielkosci, ktéra zdefiniowalidmy jako informacje. Wprowaduil
réwniez pojecia: informacja strukturalna i informacja metryczna. Te ostatnie
okredlenia wystepuja w polaczeniu z zagadnieniami dokladnodci przyrzadéw
doséwiadezalnych. Nasze badania i rozwazania ida w kierunku wykazania, Ze
wszystkie te zagadnienia mozna i powinno sie rozwazaé stosujac te same
definicje 1 wzory. Jeéli bytoby inaczej, na pewno wykrylibyémy nieéeistodei,
gdyz pola zastosowan réznych wzoréw zachodzy na siebie i otrzymalibyémy
trzy odmienne, niezalezne teorie informacji zamiast jednej, Wyczuwamy zdecy-
dowanie, ze pozadana jest tylko jedna teoria, ktéra moze pokryé adekwatnie
cala dziedzine badan.

20.3. INFORMACJA ZAWARTA W TABLICY LICZB

Zajmiemy sie ieraz zagadnieniem ilodci informacji zawartej w tablicy
liczb; przykladami takich tablic moga tu byé:

(1) tablica liczb przypadkowych,

(2) tablica przedstawiajaca pewna funkcje.
Ogélna odpowiedz jest prosta: tablica zawiera IV pozycji odpowiadajacych NV
wartosciom zmiennej x. Kazdej wartodei & tablica przypisuje wartodei innej
zmiennej y(x), przedstawionej liczba skladajaca sie z n cyfr dziesietnych
lub & cyfr binarnych. Liczby n oraz b, w prayblizeniu, zwiazane sa relacja

b~ 3,3 n. . (20.13)

W ogdlnosel tablica zawiera

I = Nb (20.14)

bitéw informacji bez wzgledu na prawo wiazace y z «.

W przypadku (1), odpowiadajacemu tablicy liczb przypadkowych, zbiér
liczh y powinien spelniaé pewne statystyczne zaleznoéel, np. lizzby nie moga
hy¢ skorelowane itp. Jednakie raz dana tablica nie podlega juz dziataniu czyn-

* D. M. MacKay, Phil. Mag. [7], 41 (1950), str. 289. Symposium on Information
Theory, London, Trans. LR.E. (P.G.LI.T.) (1953), str. 60.

24*
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nikow przypadkowych. Jest to tablica taka jak kazda inna i mozna powiedzie¢,
se przedstawia ona pewna funkeje y(x), ktéra ogélnie méwiac nie bedze
funkcja ciagla i nie bedzie mieé pochodnej.

Jezeli tablica przedstawia pewng funkcje, mozemy rozrézni¢ nastepujace
przypadki:

(2a) Jezeli przyjaé, ze poczatkowo nic nie wiemy o funkeji, to tablica
zawiera informacje Nb zgodnie ze wzorem (20.14). |

(2b) Jeieli co$ o funkcji wiemy z géry, np. ze funkcja ma I, 11 i n-ta
pochodna z wyjatkiem pewnych punkiéw «x, to te zadang z géry informacje
nalezy odjaé od informacji danej wzorem (20.14) i wéwezas

I = Nb~I, (20.15)

gdzie I, — informacja znana z gory.

Na przyklad niech Ax bedzie réznica miedzy dwiema kolej nyn'u warto$ciami x
z tablicy. Zalézmy, ze znany przyrost |Ay| odpowiadajacy przyrostowi Ax
nie moze przekraczaé b’ jednostek binarnych. Wowczas

— P <Ay +2Y. ~ (20.16)

Dla pierwszej wartodci funkeji, przy x=0, mamy 2% mozliwych war-

toéci y. Dla nastepnej wartodei zakres redukuje sie do wartosei
2. 25 = 21,
Ogolna liczba mozliwodei wynosi
P = 2b(2b'~+—1)N——1
a ilosé informacji w bitach
[ ==1gy P = b4+ (N-1)(b'+1) (20.17)
i jest mniejsza od Nb, poniewaz b+1 jest mniejsze od b.

(2c) Mozemy zatozyé, ze z géry znamy dokladnie, jaka funkcja zostala
stabelaryzowana. W tym przypadku tablica nie dostarcza Zadnej nowej
informacji.

Zwykle wystepuje przypadek (2b), kiedy dysponujemy czesciows wiedza
o funkeji stabelaryzowanej, a tablica pozadana jest dla szezegblowej infor-
macji.

Wprowadzone przez nas definicje wykazuja, Zze najwiece] informacji
zawiera 1ablica liczb przypadkowych, o ktérych z géry mic nie wiemy.
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20.4. UWAGI OGOLNE

Teoria informacji zrodzila sie na gruncie telekomunikacji i w tej dziedzinie
ma najwiecej zastosowarl, Staralidmy si¢ dowieéé, iz teoria ta moze byé uzy-
teczna w nauce czyste]”, a szezegdloie w fizyce. _

Podobieiistwo miedzy informacja i entrepia zostalo zaakcentowane przez
Shannona, a w rzeczywistodei zwrécono na to uwage po raz plerwszy w starej
pracy Szilarda, kidra ukazala sie w ezasie, kiedy nie zdawano sobie sprawy
z uzytecznoéci teoril informacji.

Natura informacjt i entropii fizycznej jest taka sama. Entropia jest miara
braku szczegdtowe]j informacji o ukladzie fizycznym. Im wieksza bedzie infor-
macja, tym mniejsza bedzie entropia. Informacja przedstawia ujemne skla-
dowe entropii ukladu i w oparciu o to sprecyzowaliémy negentropijng zasade
informacjl.

Za kazdym razem, kiedy dokonujemy obserwacji ukladu fizycznego,
musimy dysponowaé réinego rodzaju zrédlami negentropii. Wykorzystujae
te negentropie, zwiekszamy entropie w laboratorium, w ktérym znajduje
si¢ obserwowany uklad i przyrzady pomiarowe. W wyniku dos$wiadczenia
otrzymujemy pewna ilod¢ informacji o uk'adzie. Iloé¢ uzyskanej informacii
jest zawsze mniejsza od przyrostu entropii. Wynik ten uogélnia zasade Car-
nota, a jego shusznoéé sprawdzilidmy na réinorodnych przykladach.

Wykazaliémy, ze teorii informacji nie moina rozwijaé jako oddzielne;
calodci. Powigzanie z termodynamika jest tak é&cisle, ze w konsekwencji wy-
magana jest fizyczna teoria informacji. Celem tej ksigiki jest udowodnicnie
tego. _

Teoria informacji pokazuje, ze w wigkszodei zagadnied zmiany entropii
ukladu fizycznego zwiazane z wydobywaniem informacji sa bardzo male,
Informacje mierzy si¢ zwykle w bitach (jednostkach binarnych), natomiast
entropie — w jednostkach termodynamicznych. Stosunek tych dwu wielkoéei
wynost w przyblizeniu 107%; oznacza to, ze bardzo duza liczba bitéw np. 108
odpowiada jeszcze pomijalnie malej zmianie entropii 10-1°, niemniej jednak
powiazanie migdzy tymi wielkosciami ze wugledu na logiczng konsekwencije
jest nieuniknione.

Wiele zagadnienn poruszanych w rozdz. 16 1 17 napotykalo przeszkody.
Nie mozna ich bylo rozwiazaé bez uciekania sie do ,teorii fizyezne], a ich
wyjasnienie wymaga réwniez te] nowej formy teorii.
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Bardzo mala iloéé negentropii, odpowiadajaca dosyé duzej ilodci infor-
macji, jest gléwnym powodem tego, Ze przesylanie informacji nie jest na ogot
drogie, Pisanie, drukowanie i komunikacja elektryczna sg tanie, jezeli wyraza
sie je w jednostkach entropii. Koszt tego w dolarach jest roéwniez odpowiednio
nicki. Wspdlezesne Zycie opiera sie na tych faktach i byloby catkowicie
odmienne w $wiecie, w ktérym negentropia zwiazana z informacja bylaby
znacznie wieksza.

Fakt, ze nasze rozwazania dotyczyly malych wielkosci, nie powinien nas
zniechecaé. Poczatkowo wydawalo sie, Ze teoria wzglednosei wnosi tylko nie-
znaczne poprawki do mechaﬂ%iki klasycznej.

Nowe zastosowania w fizyce jadrowe] dowodza, jekie fundamentalne
znaczenic ma powiazanie masa—energia. Mozna sig¢ spodziewaé, ze predze)
czy poznie] zwiazek entropia—informacja wystapi na plerwszy plan, i bedzie
mozna wykazaé, gdzie znajdzie on pelne zastosowanie. Zagadnienie mierzenia
-skrajnie matych odleglodci, oméwione w rozdz. 16, postuzyé moze jako pierw-

szy przyklad, a inne moze juz wkrétce sie pojawig.

20.5. PRZYKLADY ZAGADNIEN NIE MIESZCZACYCH SIE''W RAMACH
WSPOLCZESNE] TEORII

Wepblczesna teoria informacji catkowicie pomija warto$é przechowywa-
nej, transmitowanej lub przetwarzanej informacji. Punkt ten skrupulatnie
podkreslano w calej tej keiazece. Wydaje sie, ze inni autorzy nie zrozumieli
znaczenia cgraniczen, wobec czego powstalo wiele nieporozumienl co do mozli-
woéci obecnego stanu teorii. Pomijajac wartoéé informacji zwiazanej bezpo-
srednio z cztowiekiem, moglismy rozwinaé naukowa teorig informaciji w opar-
ciu o statystyke i wykazaé przydatnoéé tej teorii. Jest wiele zagadnien, ktérych
nie mozna ujaé w te ramy. Celem tego rozdziatu jest krétkie oméwienie nie-
ktérych zagadniert i wykazanie, jak wszystkie zmierzaja do tego samego zagad-
nienia ogblnego, mianowicie, jak wprowadzié do teorii element oceny wartosct
informacyi.

Element ten jest niezbedny za kazdym razem, jezeli zaklada sie informacje
jako baze dla produkcji i zastosowania praktycznego. Podsumujmy krétko
obecny stan rzeczy. Zalézmy np., ze wysylamy telegram zapisany w kodzie
binarnym, przy czym zawiera on n cyfr binarnych (0 lub 1). Jezeli nie ma
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rozwlektoéei w kodowaniu, to telegram zawiera w calodci n bitéw informacyj-
nych. 8

Czy telegram przedstawia znaczenie dla uzytkownika, czy nie — tego nie
rozpatrujemy. |

Na konferencji naukowej w Mediolanie w kwietniu 1954 r. Louis Couffignal
(Paryz) postawil nastepujace zagadnienie: po wystaniu telegramu autor dodaje
jedna cyfre o znaczeniu:

0: wszystko jest klamstwem; nie zwracaé uwagl na telegram.

1: telegram jest prawdziwy; mozna go wykorzystac.

Z punktu widzenia informacji oznacza to dodanie jednego bitu informacji
tak, ze w miejsce n ¢yfr binarnych otrzymuje si¢ n-1. Praktycznie sytuacja
jest inna:

0 (NIE) — niszezy zawartoéé informacyjna telegramu,

1 (TAK) — wprowadza po prostu rozwlekloéé.

Moima powiedzieé¢, ze NIE (0) niesie informacje negatywna, réwna wartoéci
bezwzglednej catkowitej informacji telegramu.

Obecna teoria rozpatruje informacje zawsze pozytywna, natomiat pomija
informacje negatywng. Wystepuje tu wyraznie rozgraniczenie miedzy statys-
tyezna miara ilodcl informacji (wspoélezesna teoria) a praktyczna przydatnos-
cia te] informacji dla uzytkownika. Kody z wykrywaniem i korygowaniem
bledéw, omawiane w rozdz. 6, odpowiadaja praktycznym zagadnieniom, bar-
dzo podobnym do oméwionego wyzej. Do telegramu zawierajacego n znakow
binarnych dodajemy O lub 1 tak, aby liczba jedynek byla zawsze parzysta.
Odbiornik sprawdza catkowita liczbe jedynek:

jezeli iloé¢ jedynek jest nieparzysta, to moze byé 1, 3, 5, ... bleddéw;

jezeli ilosé jedynek jest parzysta, to bledu moze nie byé¢ weale lub moze
byé ich 2, 4, 6 itp.

Przypadek pierwszy odpowiada sygnalowi NIE w zagadnieniu poruszanym
przez Couffignala.

Dodatkowe sygnaly do wykrywania lub korekeji bledu nie wprowadzaja
zadnej informacji. Zgodnie z obecnym stanem teorii sygnaly te wnosza po
prostu rozwlektosé. Chodzi tu jednak o praktyczng wartosé informacii.

Zamiast klasyfikacji na prawde i falsz (tax lub NIE) mozemy zdecy-
dowaé sie na podanie prawdopodobiefistwa tego, Ze wiadomosé jest praw-
dziwa. Przypuéémy, ze wybralidmy skale z 8 = 2% wartodciami i niech liczba
m (0<m<8) odpowiada prawdopodobieristwu p = m/8, co oznacza, ze Sred-
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nio m z 8 stwierdzed jest prawdziwych, a (8 —m) fatszywych. Z punkiu widze-
nia informacji oznacza to wlaénie dodanie trzech bitéw informacyjnych do
telegramu, a wigc otrzymujemy calkowity liczbe bitéw (n--3) zamiast n.
O ile uzytkownik bierze pod uwage wartosé informacji, to stuszne jest przy-
jecie, ze wartosé te wyraza sie iloczynem pn. W wielu przypadkach informacja
nie interesuje odbiorcy, jezeli prawdopodobiefistwo bledu przekracza usta-
lony prég, np. Y,; w tym przypadku warto$é wynosi zero dla prawdopodo-
biefistw 0, Yg, ?/g, 3/5 1 nabiera coraz wiekszego znaczenia, gdy prawdopodo-
bietistwa wynosza g, ®/g e Y i 1. R

Zagadnienie pewnoéei obserwacji naukowej oméwiono w rozdz. 14. Po-
miary fizyezne kryja w sobie mozliwoéci bledéw. Pewnosé metody dodwiad-

: ) | ., 1
czalnej r zdefiniowano prawdopodobienistiwem bledu - . Blad ten powodowany
-
jest fluktuacjami termicznymi, natomiast prawdopodobielstwo poprawne;

obserwacji wynosi lm_l._ . Zagadnienie to jest podobne do jednego z po-
r

przednio rozwazanych, ale zostalo uzupelnione zaloZeniem, Ze najmniejsza
wartoéé rozwazanego r wynosi 2, co daje 509, szans na poprawnoéé ob-
serwacjl.

W rozdziale 19 oméwiono maszyny matematyczne i wykazano, ze obliczenia
podobne sa do tlumaczenia, kodowania i dekodowania. W najbardziej ko-
rzystnym przypadku obliczenia zachowuja pelng informacje, jaka podano na
wejscie (dane wejSciowe), zwykle jednak czeéé informacji ulega zatraceniu
na skutek przyblizenl w procesie obliczenl. Z informacyjnego punkiu widzenia
obliczenia nie wprowadzaja zadnej nowej informacji, lecz powtarzaja ja w in-
nym jezyku z mozliwymi oczywidcie stratami. Obliczenia, podobnie jak th-
maczenie czy dekodowanie, dodaja 2 pewnodeig praktycznej wartodci infor-
macji 1 czynia ja bardziej zrozumialty dla uzytkownika. Zagadnienie informacji
zawarte] w programie obliczen ma inny aspekt i do tej pory nie zostalo zba-
dane.

Z punktu widzenia praktyeznego wykorzystania informacji zagadnienie
obiegu informacji w pewnych kanalach ze sprzezeniem zwrotnym (lub bez
niego) jest bardzo istotne. Dodatnie sprzezenie zwrotne posiada inne wladei-
woécl niz ujemne. Wedlug naszej definicji ilosé¢ informacji jest zawsze do-
datnia 1 nigdy nie przyjmuje wartosci ujemnej. W nastepstwie tego, co powie-
dziano, w kanalach sprzezenia zwrotnego mamy do czynienia nie z informacja
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sama W sobie, ale jej wartodcia. Jak zdefiniowaé wartodé informacji w tego
typu zagadnieniach — to pytanie, ktére czeka na odpowiedz.
Tymczasem mozemy wyciggna¢ nastepujacy wniosek (nie majacy duzego
znaczenia praktycznego): Rozwazmy rys. 20.1, na ktérym kanal wejsciowy
C; dostarcza érednio €y bitéw informacji na sekunde (przepustowoéé C,).

y
>
. e
¢y {3
i
(84 02

Rys. 20.1. Schematyczne: przedstawienie przepustowoéei kanalu w obwodzie ze sprzeieniem
zwrotnym

Informacja ta przechodzi przez kanal C,, a pewna jej czeéé @ (0<<a<1) wraca
petla sprzezenia zwrotnego. Kanal €, musi przepuscié informacje w ilodei

G
l—c

Co(l4-ato?+..) =

bitéw na sekunde,

tak Ze jego przepustowosé

1
Cy=Cig—

natomiast przepustowodd C; dana jest wyraZeniem

C3 - Cz""“Cg == Cl'

Nie ma to nawet nic wepdlnego z dobrze znanymi zagadnieniami obwodéw
ze sprzezeniem zwrotnym. Zagadnienie tego typu mozina rozwazaé w oparciu
o metody Linvilla i Salzera, ktére rozwinieto w rozdz. 19.

Duza liczba zagadnien wskazuje na potrzebe analizy praktycznej wartodci
informacji dla uzytkownika. Miara iloci informacji — jak zdefiniowano —
jest wielkodcia obiektywna, natomiast wartoéé informacji dla uzytkownika
jest wzgledna. Nasuwa si¢ myél, czy zagadnienia te mofma omawiaé z empi-
rycznego punktu widzenia, prébujac w kazdym przypadku wprowadzié
rozsadng definicje wartodci. Poréwnujac réinorodne zagadnienia w celu wy-
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krycia wepolnych wlasnoéel definicji, mozna by wyjadnié, czy da si¢ rozwinaé
teorie, ktéra mozna stosowaé do wszystkich specjalnych przypadkéw. Roz-
wazanie takie uczyniloby prawdopodobnie teorie informacji bardziej przy-
datng w zastosowaniach praktycznych i otworzyloby nowe kierunki badan
o wielkim znaczeniu. ,
We wezystkich przypadkach jedno jest oczywiste: dowolne kryterium
wartodci prowadzi do oceny iloéci odbieranej informacji. Jest to réwnowazne
wyborowl definicji iloéci informacji zgodnie z pewna miarg jakosci. Pewna
czesé informacji mo#na uznaé za wazna i zachowacé ja z cala jej wartoécia, pod-
czas gdy pozostala czedé informacii nie bedzie przedstawiaé zadnej wartosci
i mozna ja odrzuci¢. Zagadnienie to pokrywa si¢ z procesem filtracji. Filtr
jest dobrze znanym elementem w teorii ogdlnej i ma dwie wazne wladciwodci:
jest nieodwracalny i zmniejsza ilo$é catkowite] informacji. Mozna podobnie
stwierdzi¢, ze wzgledna warto$é informacji dla danego uzytkownika jest
mniejsza lub réwna wartoéei absolutnej. Jest to juz pewien punkt wyjscia
i wydaje sie, ze zagadnienie mozna by sprowadzié do ogélnego zdefiniowania
jakodel réznych metod filtracji 1 wykorzystaé je do oszacowania wzglednej

wartoécl informacji.

20.6. ZAGADNIENIA INFORMAC) SEMANTYCZNE]

Teoria podana w tej ksiazce oparta jest w gléwne] mierze na modelu sta-
tystyeznym. Zgodnie z naszymi definicjami, zdania wystepujace bardzo rzadko
niosg duza iloéé informacji. Zagadnienie wartosci informacji, oméwione krétko
w rozdz. 20.5, nie jest rozwazane w naszej teorii. Pominelismy tez calkowicie
inne zagadnienie, a mianowicie my$lenie. To, czy telegram ma sens dla na-
dawcy lub odbiorey, czy go nie ma, uznaliémy za nieistotne. Niektére zagad-
nienia semantyczne badali niedawno Ville* we Francji oraz Carnap i Bar-
Hillel** w Stanach Zjednoczonych. Praca Carnapa i Bar-Hillela oparta jest

* J. ViLLr, Inter. Congr. of Philosophy of Sci., Paris 1949, Actualites Sci. et Ind. 1145
(1951), Hermann, str. 101—114.

** R, Cannap, Y. BarR-Hmrer An Outline of a Theory of Semantic Information,
Mass. Inst. Technol. Research Lab. Electronics Tech. Rept. No. 247 (1952); Brit. J. Phil.
Sei. 4 (1953), str. 147157,
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na metodach i symbolach logiki symbolicznej. Podamy krétki zarys tej
pracy, ograniczajac si¢ do zdant w bardzo prostym jezyku, czedciowo ze wzgledu
na prostote, czedclowo z powodu ograniczetn metod logiki indukceyjne], na
ktérych opieraja sie w wiekszoded ich rozwazania. Autorzy badaja kilka mozli-
wych definicjl miary ilosci informacji zawarte] w danym zdaniu i analizuja
zalety 1 wady kazdej z nich. W ich analizie nie bierze sie pod uwage zagadnien
wartodcl 1 interpretacji: pomijaja oni to, czy odbiorca interpretuje telegram
zgodnie z Zyczeniem nadawcy. |

Wedlug wszystkich podanych definicji, takie zdanie jak 17 - 19 = 323 nie
niesie informacji. Powodem jest to, ze odbiorca telegramu zna wezystkie mo-
zliwe wywody logiczne wynikajace ze struktury jezyka, wobec czego zdanie
takie jest rozwlekle. Tylko takie zdania, w ktérych co najmniej czeéé tredei
nie jest uwarunkowana strukiura jezyka, uznaé mozna za zdania niosgce
informecje. Carnap i Bar-Hillel przyjmuja za podstawe rozwazan bardzo
prosty jezyk.

Sklada sie on ze skonczonej liczby n rzeczownikéw (nazwanych indywi-
dualiami), & przymiotnikéw (nazwanych predykatami) oraz z pojedynczych
stow MA Jub JEST. I tak, jezeli a jest rzeczownikiem, a P przymiotnikiem,
to Pa czyta sie jako: ,,a ma wlasnodci P lub prodciej: ,.a jest P*. Jezyk na-
tomiast ma nastepujace elementy laczace, ktore stuza do budowy zdan dhuz-
szych.

~ NIE: negacja; ~ Pa oznacza ,,a nie jest P

\/ LUB: alternatywa; Pa / (b oznacza ,,a jest P LUB b jest
A 1: koniunkcja; Pa A Qb oznacza ,a jest P 1 b jest O
D JEZELL.., TO: implikacja;

= JEZELI I TYLKO JEZELI: toZsamoscé.

Wybér 7 przymiotnikéw w jezyku jest nieco ograniczony. Nie powinny one
w zaden sposob pokrywad sie znaczeniowo: zaden przymiotnik nie powinien
wplywaé na uzycie innego przymiotnika. Slownictwo jezyka uzupelnione jest
wprowadzeniem dla kazdego s przymiotnikéw P jego antoniméw lub negacji,
ktére moga byé zaznaczone symbolem ~ P lub nowym symboelem, a czesto
obydwoma.

Zdania w tym jezyku dziela sie na zdania logicznie falszywe (wewnetranie
sprzeczne, takie jak Pa A ~Pa), faktualne (logicznie nieokreslone, jak
np. Pa) i logicznie prawdziwe (tzw. tautologiczne, np. Pa/ ~ Pa).
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Jeden z oczywistych sposobow okreflania informacji w takim zdaniu
jest nastepujacy: istnieje skonczona liczba zdan, ktére mozna zbudowad,
oraz istnieja pewne powiazania logiczne miedzy tymi zdaniami. Informacje
pewnego szczegdlnego zdania ¢ moina by zdefiniowaé jako odpowiednio
wybrana funkcje liczby zdai uwarunkowanych przez . Istnieja co najmniej
dwa sposoby podania takiej definicji*, a czytelnik dla poznania szczegélow
moze odwolaé si¢ do ksiazki Carnapa, jako ze definicje te sa w odleglym zwiazku
z naszym punktem widzenia.

 Artykul R. Carnapa i Y. Bar-Hillela* podaje definicje bardziej zblizone
do tych, ktorymi sie poslugiwaliémy. Definicje te opieraja sie na szczegdlnym
typie zdania faktualnego, tzw. opisie stanu®*, oznaczonym przez Z. Opis
stanu jest zdaniem skladajacym sie z wn koniunkeji prostych (tzw. atomowych)
zdan i kazde z nich zawiera n rzeczownikéw powilazanych z przymiotnikiem
lub jego negacja (jednak nie jednoczednie z obydwoma). Mozliwych jest nin
zwigzkéw rzeczownikow z przymiotnikami, a poniewaz kazdy zwigzek wysta-
pi¢ moze w dwu postaciach, tj. rzeczownik z przymiotnikiem lub z negacja
przymiotnika, wiec liczha opiséw stanu wynosi 2™, Opis stanu calkowicie od-
daje mozliwy stan wszechswiata bedacego przedmiotem rozwazan, natomiast
definicje informacji wymagaja zalozenia prawdopodobienstwa a priorl opisdw
stanu. W strukturze jezyka nie ma podstawy a priori do wyrdzniania jakiego$
konkretnego zbioru prawdopodobienstw opiséw stanu, chociaz niektére whas-
noéci przyjetego zhioru prawdopodobienistw ograniczajg do pewnego stopnia
wybor. W zagadnieniach takich, jakie poruszyliémy w tej ksiazce, wlasnodci
uktadu fizyeznego, ktéry checemy opisaé, wskazuja juz na wybdr prawdopodo-
biefstw a priori. Na przyklad mozna nazwaé temperatury powyzej 20°C wy-
sokimi, a nizsze od 20°C niskimi. Oczywiécie, prawdopodobienstwa tempera-
tur wysokich na biegunie kuli ziemskiej beda inne niz na réwniku.

Dla zdania i, ktére ogdlnie rzecz biorac nie jest opisem stanu, zakres
wyboru 7, oznaczony przez R(7), jest zbiorem opiséw stanu, w ktérych i po-
zostaje stuszne. Na tym etapie mozna juz wyprowadzi¢ definicje informacji
oparte o teorie zbioréw punktéw. Interesuja nas definicje ilodciowe takie,

* R. Carnapr, Logical Foundations of Probability, Chicago [1l. 1950, Univ. of Chicago
Press. ' '

* R. Carnap, Y. BAr-HiLLEL, op. cit.

#* Taw. state description. (Przyp. tium.)
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ktore daja liczbowa miare informacji. Wprowadzmy funkcje miary spel-
niajaca nastepujace warunki:
(1) Dla kazdego opisu stanu Z istnieje miara m(Z) taka, ze

0<m(Z)<1.

Jest to wielkoéé, ktéra mozna interpretowaé jako prawdopodobienistwo
a priori stanu Z.

(2) Suma m(Z) rozciagnieta na wszystkie Z wynosi 1.

(3) Dla falszywego zdania f jest m(f) = 0.

(4) Dla zdania niefalszywego ¢ definiujemy m(i) jako sume m(Z) rozcig-
gnieta na wszystkie Z mieszczace sie w R(i).

(5) Wszystkie rzeczowniki traktujemy jednakowo, tj. m(7) jest inwarian-
tne wzgledem permutacji rzeczownikéw wystepujacych w zdaniu i.

(6) Wszystkie przymiotniki traktujemy jednakowo, tj. m(Z) jest in-
wariantne wzgledem permutacji przymiotnikéw wystepujacych w zdaniu i.

(7) Dowolne przymiotniki mozna zastapi¢ ich negacjami bez zmiany
wartosci m(z).

(8) Jezeli dwa zdania ¢ oraz j nie maja wsp6lnych przymiotnikéw, to mé-
wimy, ze sa indukcyjnie niezaleine:

(9) Liczba rzeczownikéw nie wymienionych w zdaniu i nie ma wplywu
na wartos¢ m(z).

Taka funkcje miary nazwiemy: wiasng m-funkcq. Carpap zaklada, ze
wlasciwie mozna ja rozpatrywaé jako prawdopodobiefstwo, kidre nazywa
logicznym prawdopodobienstwem absolutnym. Warunki (5), (6) i (7) wpro-
wadzaja zwigzki miedzy prawdopodobienistwami réinych opiséw stanu, ale
nie okreélajg ich jednoznaczne, Wlasnosei m(i) mozna wykorzystaé przy de-
dukeji wielu twierdzent i zaleznodei, bez ktérych nie mozna szczegdélowo roz-
winaé teorii. Z wielu relacji wykorzystamy nastepujaca:

m(i)-+-m(~i) =1.

Poniewaz R(7) i R(~7i) nie zawieraja wspélnych opiséw stanu (opis stanu nie
moze byé zwiazany jednoczednie z 1 oraz z jego negacja), a kazdy opis stanu
miesci sie w R(Z) lub R(~1i) (kazdy opis stanu zwiazany jest z ¢ lub jego ne-
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m(i) +m{~i) = Z m(Z) =

Najprostsza definicje informacji, wyrazona funqu miary, Carnap i Bar- Hﬂlel
nazwali miarq zawartosci (cont); wyraza si¢ ona przez

coni(i) = m(~i) = 1—m(i).

Miara zawartosei ma wiele ciekawych wlasciwoéei 1 jakosciowo zgadza sie z de-
finicjami stosowanymi w tej ksigzce. Sens jej jest nastepujacy: Jezell m(i)
jest male, wowezas cont(i) jest wrglednie duze. Male m(i) oznacza uwzgled-
nianie stosunkowo malo prawdopodobnych opiséw stanu, tak Ze cont(i)
jest miarg rzadkosci.

* Druga definicja — miara informacyi jest bardziej zblizona do naszej de-
finicji. Wyraza sie zaleznoécia

infli) = —lgam(i) = lgs{1/[L —cont(i)]}.

Jakodciowo zgadza sie ona, tak jak i cont(i), z definicja podana przez nas.
Dalej mozna wykazaé, ze warunek (8), jaki spelnia funkcja m(z), prowadzi do
addytywnodci miary informacji dla koniunkeji zdan indukeyjnie niezalez-
nych. Analiza szczegdlnego przypadku wykaze wyrazniej écisly zwiazek miedzy
obydwoma definicjami. Wybierzmy funkeje miary typu
I :
m(Z) =5 dla wszystkich Z,

gdzie N jest calkowitg liczba opiséw stanu. Zalézmy, ze opisy stanu sg réwno
prawdopodobne. ZaloZenie to zgadza sie z warunkami nalozonymi na funkcje
miary. Jezeli IV, bedzie liczbg opiséw stanu mieszczacych sie w R(7), wowczas
definicja inf(i) daje

, _

(N,. N

inf(i) = —lg, V= lg, A

R6wnosé ta jest identyezna # ta, jaka wystepuje w calej ksigice, jezeli utozsa-
mié opisy stanu z mozliwosdciami réwnoprawdopodobnymi w jakiej$ danej sy-
tuacji. Poczatkowo wehodzi w gre N mozliwyeh przypadkéw N opiséw stanu.
Znajomoéé zdania 7 redukuje mozliwa liczbe N do N, tak, ze informacja dos-
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tarczona przez zdanie i zgodnie z poprzednimi definicjami wynosi
T
I =1lgy | 5+ ) bitow.
o2 Nr
Dla opisu stanu Z funkcja R(Z) zawiera tylko Z 1 stad
Carnap i Bar-Hillel szczegbélowo rozwijaja dalej semantyczne definicje 1 sto-
suja je do réznych zagadnienn wnioskowania i dedukcji.
W tym krotkim streszezeniu prébowaliSmy wykazaé zwigzki miedzy za-

gadnieniami poruszonymi przez wymienionych autoréw a zagadnieniami,
ktorym poswiecona jest ta ksigzka.
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NIEUNIKNIONE BLEDY, DETERMINIZM
1 INFORMACGJA

21.1. INFORMACJA W NAUCE

Teoria informacji porusza wiele podstawowych kwestii zwigzanych z pier-
wotnymi postulatami naukowymi i okredla zakres ich znaczenia. Jako przy-
ktad poréwnajmy opinie czystego matematyka i fizyka o podstawach geome-
trii. Matematyk zaczyna od bezwymiarowoéci punktéw, nieskoficzenie cien-
kich krzywych, nieskoniczenie cienkich plaszezyzn i ciaglej czasoprzestrzeni.
Wedtug nauki o atomach definicje te nie znajduja odzwierciedlenia w $wiecie
rzeczywistym.

Wezmy pod uwage bardzo cienka foli¢ i prze$wietlmy ja promieniami X.
Odkrywamy w niej siatke atomowa z poszczegdlnymi atomami, porozdziela-
nymi wielkimi, pustymi obszarami. Folia ma skofczona grubosé i nie jest
ciggla. Nawet monomolekularna warstwa wykazuje podobne wlasnosci.

Matematyk bardzo dokladnie definiuje liczby niewymierne. Fizyk nigdy
nie spotyka tego rodzaju liczb. Dowolny jego pomiar zapisany jest liczba
skoniczona, wielocyfrowa 1 z pewna nieoznaczonoscig. Matematyk natomiast
drzy na myél o nieoznacznoéci 1 prébuje pomijaé bledy do$wiadczenia.

Otwérzmy ksiaike czysto matematyczng i rozwazmy dowolne twierdzenie.
Zbudowane jest ono zawsze wedlug tego samego schematu: zadane sa pewne
warunki 4, B, C, o ktérych przyjmuje sie, ze sa $cidle spelnione, 1 mozna
udowodnié, ze wniosek () musi byé prawdziwy. Fizyka za$ zastanawia to, jak
poznaé, ze A, B, C sq écifle spelnione. Obserwacja nie daje na to odpowiedzt.
Jedyna rzecza, jakiej mozemy sie dowiedzieé, jest to, ze A, B, ( sa spelnione
w przyblizeniu, z pewnymi bledami. Co wynika wéwczas z twierdzenia?
016z to, ze bardzo male bledy w 4, B, € moga spowodowaé bardzo maty blad
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w koncowym stwierdzeniu () lub moga cale to stwierdzenie obalié. Rozwazanie
nie jest zupelne, dopdki nie zostanie zbadane zagadnienie stabilnodei twier-
dzenia, ale jest to juz inna sprawa.

21.2. INFORMACJA JEST SKONCZONA

W ksiazce tej mowiliémy duzo na temat zagadnienia bledéw pomiarowych.
Teoria informacji pozwala mozliwie poprawnie postawié te zagadnienia i uzys-
ka¢ logiczna odpowiedZ. Jestesmy teraz w stanie zdefiniowaé iloéé informacji
uzyskanej z pewnego dodwiade enia i precyzyjnie ja mierzyé. Potrzebna nam

~jest tylko znajomosé pola nieoznaczonodci przed i po obserwacji. Stosunek

tyeh dwu nieoznaczonoscei daje ilo$¢ informacji. Jezeli nieoznaczonoéé koncowa
jest bardzo mala (bardzo dokladny pomiar), to uzyskana informacja jest
bardzo duza.

Matematyk marzy o pomiarach nieskonczenie dokladnych, okreélajac
np. polozenie punktu bez jakiegokolwiek bledu. Oznacza to, Ze dodwiadcze-
nie dostarczaloby nieskoniczenie duzo informacii, co jest fizycznie niemoiliwe.

Jednym z najwazniejszych wynikéw przedstawionej tu teorii jest negentro-

' pijna zasada informacji. Stwierdza ona, ze informacja uzyskiwana z do$wiad-

czenia musi byé oplacona entropia. Za bardzo duza ilosé informacji placié
sie bedzie bardzo wysoka cena entropijna. Nieskoriczenie duza iloéé informaciji
jest nieosiggalna. Nieskonczenie matych odleglodci nie moina mierzyé i nie-
mozliwe jest fizyczne okreélenie fizyeznej ciagloéei czasu i przestrzeni.

-

21.3. POGLAD M. BORNA

Oméwimy teraz ciekawa wypowiedZz Maxa Borna i artykut opublikowany
w ksigzce poswigconej Nielsowi Bohrowi z okazji jubileuszu 70 roeznicy
urodzin. W artykule tym pod tytutem: ,,Ciagloéé, determinizm 1 rzeczywis-
toé¢™* Max Born** przytacza niektére ogélne uwagi écidle zwigzane 7z tym roz-
dziatem, chociaz jego sposoéb rozumowania jest inny: |

«T'wierdze, Ze matematyczna koncepeja punktu w ciaglej przestrzeni nie posiada prostego

znaczenia fizycznego. Powiedzenie, ze wspolrzedna x [...] ma wartoéé V2 cali lub 4 = 7 cm
(wystepuja tu liczby niewymierne), nic nie znaczy.»

* Tytul oryginalu: Continuity, Determinizm and Reality, (Przyp.. ttum.).
** M. Bonn, Kgl. Danske Videnskab. Selskab. Mat.-fvs. Medd. 30 (1955), str. 2.

25 — Nauka a teoria informacii
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«Wspolezesna fizyka odniosla wielkie sukcesy stosujac metodologiczng zasade, Ze kon-
cepeje, ktére odnosza sie do dokladnosei lezacych .poza mozliwosciami dedwiadczenia, nie maja
fizycznego znaczenia i nalééy je wyeliminowaé. {...] Najbardziej rzucajacymi sie w oczy
ndanymi przypadkami sa podstawy teorii wzglednoéei Einsteina oparte na odrzuceniu kon-
cepeji eteru [...] i podstawy mechaniki kwantowej Heisenberga. [...]»

¢[...] Myéle, ze zasade te nalezy stosowaé réwniez do koncepeji fizycznej cigglodein

Max Born wyjasnia, ze bledy do$wiadczalne powinny by¢ brane pod uwage
poczynajac od fzyki klasycznej, gdzie réwnies czesto je pomijano.

Nie chee on odrzucaé matematycznej koncepeji liczb rzeczywistych, ale
precyzuje zagadnienie: ,syluacja wymaga opisu mglistoéei®. Zamiast zadad
dokladne] wartodci pewnej wielkosci fizycznej, nalezy okresli¢ prawdopodo-
biefistwo wystapienia wartodci tej wielkodci w danym przedziale. Ta ogélna
hzasada oméwiona przez Borna czesto nazywana jest operacyjnym punktem wi-
dzenia Bridgmana.

' 21.4. OBSERWACJE I BLEDY DGSWIADCZALNE

Role bledéw doéwiadezalnych znano od dawna i rozwazalo ja wielu nau-
kowcéw; zwykle przyjmowano jednak, ze jest to zjawisko wtérne, zrédlo
wielu klopotéw, ktére mozna bylo zaniedbywaé przy lada okazjach i pomijaé
w teoriach. Zakladano, iz bledy te mozna bylo uczynié dowolnic malymi,
jezeli zastosowaé odpowiednio dokladne przyrzady. Zakladano rowniez, ze
bledy nie odgrywaja zadnej roli. Byl to poglad matematykéw, ktérzy rozwazali
aksjomaty geometrii, i wiekszodé fizykéw przyjela ten rodzaj idealizacji bez
zastrzezen, jednak tylko formalnie.

Wspolezesna fizyka musiala uwolnié sie od tych nierealnych schematéw
i uznanie istnienia bledéw przyjaé jako nieprzyjemna koniecznoéé. Bledow
nie mozna czynié ,tak maltymi, jak chcemy®, a ich istnienie musi by¢ uwzgled-
nione w teorii.

Pierwszy znaleziony przykiad odnosit sie do termodynamiki statystycznej.
Byl on jednak zwykle zacierany, co doprowadzito do licznych (naszym zda-
niem czesto nie majacych znaczenia) dyskusji takich, jak ta: czy mozliwe jest
olrzymywanie nicodwracalnych praw termodynamicznych ze écisle odwracal-
nych praw mechanicznych?

Powrécimy do tego zagadnienia, kiedy bedziemy omawiali dokladnie zna-
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czenie determinizmu, i wykazemy, iz odpowiada on metafizycznej wierze, a nie
prawom fizycznym.

Podstawowa rola bledéw dodwiadezalnych wraz z zasada nieoznaczonodci
Heisenberga stala si¢ baza przyszle) fizyki,

W rozdziale 121 16 sformulowano dodatkowe prawo i nazwano je negentro-
pina zasadq informacji. Stwierdza ono, ze obserwacja dostareza pewnej
iloéci informacji i ze informacje te mozna mierzyé ilodciowo i poréwnywad
z przyrostem entropii AS podezas dodwiadezenia. W ostalecznym wyniku

mamy
ASZAT  lab  AI+AN<O, (2L.1)
gdzie AN = —AS jest eniropia ujemna.

Warunki te oznaczaja, ze skoticzona ilosé energii A musi ulec degradacji

1 zamianie w cieplo:
AL = TAS>=TAI,
gdzie T oznacza temperature bezwzgledna. Definicje wielkosei Al podano
w rozdz. 1 1 mozna ja krétko ujaé w prosty sposéb: niech P, bedzie liczba
réwnoprawdopodobnych mozliwoéei przed obserwacja, natomiast P, liczba
tych mozliwodci po obserwacj’. Wprowadzamy definicje
)

*

Py

gdzie % jest staly Boltzmanna. Jezeli dokladnodé jest bardzo duza, P; staje

AT = kg (21.2)

si¢ bardzo male 1 ilod¢ informacji jest bardzo duza. Nieskoniczenie duza do-
kladnos¢ z nieskoticzenie malym bledem oznaczalaby nieskoticzony prazyrost
informacji; w takim razie nieskonczenie duza iloéé energii AE podlegalaby
degradacji.

Jest zatem ogélnie wypowiedziane to, co ujeto réwnaniem (21.1) lub po-
dobnymi relacjami, ktdre teraz przytoczymy. Przy pozadanej, wyjatkowo
duzej doldadnodci kioé moze odkry¢ nowe ograniczenia, ktére jeszeze bardzie;
utrudnig pomiar bardzo malych odleglodei, Ktod inny moze znéw odkryé
(rozdz. 16), Ze bardzo duza iloé¢ energii AE jest nieodzowna do obserwacji
x z bardzo malym bledem Ax:

AEAx> —; he. (21.3)

Ta bardzo duza energia A £ ulega cze$ciowo rozproszeniu zgodnie z warunkiem

25%
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(21.1) i kiedy Ax staje sie bardzo male (mniejsze niz 10-1% cm), warunek
(21.3) wymaga wydatkowania energii duzo wickszej od tej, jakiej 7ada wzor
(2L.1). |

Born* rozwaza réwniez typowy przykiad, ktéry pokazuje zwigzki miedzy
jego pogladami a podstawowymi zalozeniami termodynamiki. Przyklad ten
jest bardzo pouczajacy, bowiem pokazuje w sposéb mozliwie prosty najbar-
dziej znamienne cechy, ktére chcemy podkredli¢. W rozdziale 21.5 oméwimy
to zagadnienie bardziej szezegélowo. |

21.5. PROSTY PRZYKXEAD: WYGNANIE DEMONA LAPLACE’A
Rozwazmy pitke poruszajaca si¢ w kierunku x miedzy dwoma sztywnymi

$cianami umieszezonymi przy x = 1. Wyglada na to, ze ruch jest dokladnie
okreélony, chcemy jednak rozwazyé nieuniknione bledy przy pomiarze wa-

a) »
p+Ap : I A
. »ﬂ#/k o) /
K i
|
({0 .
- Ax X
T‘P/_ / l K ’ o
“P-AP i
Rys. 21.1

runkéw poczatkowych. Gdy rzuciliémy pitke, znalezliémy punkt wyrzucenia
% = 0 z bledem Ax i mozemy okredli¢ poczatkowy ped p z bledem Ap. To
proste zagadnienie oméwil M. Born. Zwrécit uwage na fakt, Ze po czasie ¢,

jaki uptynat, znamy potozenie pilki z bledem Ax - (i;) Ap 1 moze on wkrotce

# M. Bory, Phil. Quart. 3 (1953), str. 139.
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staé sie wiekszy niz odstep miedzy écianami réwny 2/. Odiad mozemy tylko
moéwié, ze pitka znajduje sie gdzieé miedzy $cianami. Jest to wniosek, ktéry
trudno nazwaé zdeterminowanym.

Ten sam przyklad rozpatrywal E. Borel* na wykladach mechaniki sta-
tystyeznej w celu zilustrowania sensu stynnego twierdzenia Liouville’a. Jezeli
ruch rozpatrujemy na plaszczyzZnie x, p (plaszczyZnie fazowej), twierdzenie to
méwi, ze obszar Ax Ap okreélony przez bledy poczatkowe posuwa sie wzdiuz
trajektorii i podlega znieksztalceniu w nie dajacy sie przewidzieé sposéb, ale
pole tego obszaru zachowuje te sama warto$é. Rysunek 21.1 wyjadpia zasad-
niczg sytuacje: punkty wyjdcia pokrywaja poczatkowy prostokgcik 0, ale
punkty o wigkszym p maja réwniez wiek-
sza predko$é V = p/m i poruszaja sie szyb- A

- - . . ol L' For p -
ciej w kierunku osi x; w takim razie po dodé
’» . . : - » W .ﬂ...-—-'—""""_—“
kréotkim czasie ¢ otrzymujemy rdwnoleglo- I

bok 1, ktory zachowuje to samo pele co pro-
stokat 0. Wystepuje wéwcezas odbicie od
pierwszej $ciany i zmiana pedu p, co pro- | - -
wadzi do figur IT i IIT; nowe odbicie od |

$ciany —/[ przyniesie z powrolem powierz-

'__‘-—m—_'*d
. . . . X . ____,_,_._a—-—"""‘w-_m______
chnig Liouville’a do gérnego pasa. W czasie s
: ”MJ
ruchu powierzchnia ta staje sie coraz wezsza
i ulega rvozdzieleniu na wiele warstw Rys. 21.2

gornych i dolnych, jak pokazano na rys.
21.2. Nasza technika do$wiadezalna nie moze byé tak doktadna, aby wykry-
waé i rozrézniaé wszystkie warstwy, i po chwili mozna powiedzieé, ze tylko re-
‘prezentatywne punkty leza w prostokatach —I<x<(+I oraz p, p-+Ap lub
—p, —p—Ap. Co wiecej, érednia gestosé tych punktéw jest stala w obu
prostokatach. Ten ostatni wynik jest postacia twierdzenia ergodycznego.

W tym ogdélnym dowodzie konieczne byly nastepujace podstawowe za-
fozenia:

(1) warunki poczatkowe podano z nieuniknionym bledem Ax, Ap;

(2) stan konicowy obserwowany jest réwniez z bledami Ax, Ap.

Oba te zaloZenia sa prosta konsekwencja zasady nieoznaczonoéci oraz wa-
runkéw (21.1) 1 (21.2), jezeli mamy na uwadze fakt, ze iloé¢ dostepnej energii

* E. BoreL, Mecanique statistique classique, Paris 1925, Gauthier-Villars , str. 22.
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w laboratorium (czesciowo degradowanej w czasie eksperymentu) jest skori-
czona. Ogranicza to przyrost entropil AS do pewnej wartosci maksymalne;
i nie mozna zakladaé, ze bledy Ax oraz Ap sa nieskoriczenie male.
Warunki (21.1} i (21.2) odrzucaja mozliwo$¢ naukowego udowodnienia
stusznodei determinizmu. Znajac poczatkowe warunki z pewnymi bledami,

oy

f=-ctx
Rys, 21.3

mozna przewidzie¢ przysziosé tylko dla ograniczonego przedziatu czasowego.
Nie wiemy dokladnie, co zajdzie pdZniej. Powyisze stwierdzenia uzasadniaja
mechanike statystyczna.

Ponad sto lat temu Laplace wymyélit demona, ktéremu przypisywal zna-
jomoéé dokladnego polozenia 1 predkosdcei wszystkich atoméw we wszechdwie-
cie. Demon ten moégl dokladnie obliczal przyszla ewolucje calego éwiata
(dokladny determinizm). Przytoczone rozwazanie odrzuca idee demona La-
place’a. Zasada nieoznaczonogci i negentropijna zasada informacji czyniq
schemat Laplace’a calkowicie nierealnym. Jest to schemat sztuezny, kiéry
bardziej mozna przypisaé poetyckiej wyobrazni niz nauce dodwiadczalnej.

-

21.6. INNE PRZYKLADY; OSCYLATOR ANHARMONICZNY I PROSTOWNIK

Celem ponizszych rozwazan jest dalsze uzasadnienie waznoéci poruszanego
w iym rozdziale tematu.
Zacznijmy od oscylatora harmonicznego, ktorego trajektorie na plaszezy-
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Znie x, p sa elipsami:
! 24 io;x2 = [, = const (21.4)
2m 2 e T COTSL | .
Jezeli dokonamy zmiany jednostek, to elipsy mozna doprowadzié do postaci

kola, np. dla 1/m = «a.
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Rys. 21.4 Rys. 215

Oscylacje sa izochroniczne i zachowuja te sama czestotliwoéé dla wszystkich
amplitud. Wynikiem tego jest zachowanie nie tylko stalego pola, ale i ksztattu
powierzchni elementu Liouville’a*. Pokazano to na rys. 21.3, gdzie element

* Przez element Liouville’a rozumiemy obszar wyznaczony przez odeinki Ax, Ap we
wspolrzednych trajektorii x, p. (Prayp. tium.).

o
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ten wystepuje niezmieniony w punktach 0, I, IT1i IIT, natomiast nie wystepuje
tu rozeiagganie sie punktéw reprezentatywnych modelu, co jest cickawym
wyjatkiem. Podobny przypadek mozna znalesé dla wyidealizowanego prostow-
nika (rys. 21.6). Skoro harmoniczny charakter drgan zostanie zaklécony,

-8
Rys. 21.6 Rys. 21.7

to fatwo zauwazy¢, ze obszar Liouville’s rozciaga sie znowu. EPrzypadek poka-
zany na rys. 21.4 odpowiada wzrostowi sztywnodci duzych oscylacji. Dla
tego typu oscylacji trajektoria jest elipsa (koto na rys. 21.4) o érodku w punk-
cie O dla czgdei $rodkowej, przechodzaca % lewa i prawa w elipsy o érodkach
B i A. Na polaczeniach obszar Liouville’a przyjmuje polozenie nachylone
wzgledem promienia poprowadzonego z B lub 4 i nachylenie to warasta po
kazdym obrocie. |
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Zasadnicza sytuacje pokazano na rys. 21.1 i rzeczywiscie sprowadza sie to
do rys. 21.1, jezeli wziaé & = 0, a § = oo,

Inng mozliwosé pokazano na rys. 21.5 z sila przywracajaca réwnowage
ukladu, ktéra osiaga nasycenie @, gdy |x|>[. Trajektorie zewnetrzne sa
krzywymi parabolicznymi

L 2tgx=F (21.5)

2m |
i trajektorie te wykazuja powolny ruch. Punkty zewnetrzne ,,wloka™ sie za
punktami wewnetrznymi. Obszar Liouville’a ulega odksztalceniu w przeciw-
nym kierunku niz na rys. 21.4. Rysunek 21.6 odpowiada pewnemu rodzajowi
prostownika o malej sile praywracajacej réwnowage stanu —ax z lewej strony
i bardzo duzej sile —fx ze strony prawej. Trajektorie sg elipsami centrowa-
nymi wzgledem O po obu stronach, drgania za$ pozostaja synchroniczne dla
wszystkich amplitud. Srednie polozenie érodka masy przesuwa sic na lewa
strone, kiedy oscylacje narastaja; odpowiada to efektowi prostowania. Nie
wystepuje tu rozciaganie sie ohszaru Liouville’a.

Inny ciekawy przyklad pokazano na rys. 21.7, ktéry odpowiada przypad-
kowi granicznemu z rys. 21.5, gdy odlegloéé [ = 0. Trajektorie sa dwustron-
nymi parabolami i zewnetrzna czesé obszaru Liouville’a mocno wlecze sie
z tyhu,

21.7. ANOMALIA OSCYLATORA HARMONICZNEGO

Siegajac wstecz do omawianych przykladéw mozna zauwaiyé, 7e zasad-
nicza sytuacja przypomina sytuacje oméwiona w rozdz. 21.5. Obszar Liou-
ville’a zachowuje staly powierzchunie, ale w krétkim czasie tak sie wydtuza,
ze pokrywa caly obszar mozliwych ruchéw. Jedyny wyjatek stanowi ruch do-
kladnie barmoniczny (rys. 21.3) lub bardziej sztuczny prostownik z rys. 21.6.
W tych dwu przypadkach obszar Liouville’a zachowuje staly ksztalt i nie ulega
znicksztatceniu z uplywem czasu. Czy jest to rzeczywista anomalia, czy odpo-
wiada to sztucznej sytuacji?

OdpowiedZ jest oczywista. Jest absolutnie nierealne méwié o oscylatorze
harmonicznym z dokladnie okreélong czestotliwoéeia. Nigdy nie obserwuvjemy
takiego przykladu. Drgania oscylatora zajmuja wezsze lub szersze pasmo.
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Wiazaé sie to moze z nieregularnymi fluktuacjami sit przywracajacych lub
thumieniem i wskutek tego nie ma absoluinie czystego prazka widmowego.
W spektroskopii znaleziono co prawda kilka prazkéw dosyé czystych, ktére
postuzyé moga jako wzorce czestotliwodei, ale nawet te wybrane prazki czesto
maja skoficzona i dajacg sie pomierzyé szerokodé pasma. Z dodwiadezalnego
punktu widzenia nie znamy pojedynczego prazka o zerowej szerokodci pasma.

Teoretycznic rzecz biorac, wszystkie oscylatory mozna sobie wyobrazié

jako struktury fizyczne podlegajace fluktuacjom, dla ktérych warunki gra-

Rys. 21.8

niczne nie sg absolutnie stale. Nierealne jest moéwi¢ o dokladnych warunkach
poczatkowych 1 nierealne jest rowniez zakladaé dokladna czestotliwosé drgan,
W takim razie czestotliwoéé » okredlamy z bledem Aw. Przeczekajmy dosta-
tecznie dlugi czas ¢ i zobaczmy, jaka jest faza oscylacji. Zaleinodé miedzy
czasem ¢ 1 fazg @ jest nastepujaca:

Y ST D P
tm(n—i—Qﬂ:)TWv(nTZn)’

przy czym n jest calkowite, T oznacza okres. Z powyzszego wynika, Ze
@ = 2n(vt —n).

Zakladajac, ze ¢ jest duze i v dane z bledem Av, stwierdzamy, ze faza ¢ obar-
.czona jest bledem
Ag = 27t Ay, {(21.6)
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ktory dla duzych t moie staé sie tak duiy, jak sobie tego zyczymy. Sytuacje
te zilustrowano na rys. 21.8, Twierdzenie Liouville’a stosuje sie tylko wiedy,
gdy sila przywracajaca réwnowage stanu jest stala w czasie; twierdzenie to
nie dotyczy innego przypadku. Nie ma zachowania pola w elemencie powierz-
 chniowym Liouville’a, ktéry rozciaga sie stopniowo, az do pokrycia catko-
witego obszaru mozliwych ruchdéw. Nieoznaczonos$é czgstotliwodei przypomina
tu znowu sytuacj¢ z innych przykiadéw. Dobrze znany jest fakt, ze fluktuacje
sit przywracajacych réwnowage (stad i fluktuacje czestotliwodci) wynikaja
z roznych przyczyn fizycznych.

Obszerne badania wykazaly, Ze rozmycia linii widmowych spowodowane
sg w rzeczywistosci ruchami atomoéw (efekt dépplerowski) 1 zderzeniami ato-
méw (skoniczone ogony fal).

Podsumowujac zagadnienie nalezy zauwazyé, ze idealny oscylator (z Ay =
= () nadawalhy sie jako doskonaly zegar i méglhy by¢ wykorzystany do po-
miaru czasu z nieskonczenie duza dokladnodcig, jednakze nieskoriczenie duza
dokladno$¢ jest fizyezng niemozliwodciy.

21.8. ZAGADNIENIE DETERMINIZMU

Prawa mechaniki klasycznej sa matematyczna idealizacja i nie nalezy ich
traktowaé jako rzeczywistego odzwierciedlenia praw natury. Stosowanie ich
w wielu zagadnieniach (np. astronomii) daje doskonate rezultaty i obserwacje
mieszcza sie w granicach bledéw eksperymentalnych. W innych zastosowa-
niach musiano je jednak skorygowaé (teoria wzglednoéei, mechanika kwanto-
wa).

Stary, klasyczny punkt widzenia pomijal role i znaczenie bledéw dodwiad-
czalnych. Przyjmowano, ze bledy sa przypadkowe, a wiec mozna je sprowa-
dzaé do tak malych, jak kio by sobie zyczyl, i wobec tego ostatecznie mozna
je pomija¢. Taki uproszczony obraz doprowadzit do przyjecia zupelnego de-
terminizmu w mechanice klasycznej. Musimy jednak zrozumieé, ze bledy
doéwiadczalne sa nieuniknione (por. rozdz. 21.4) i fakt ten sprawia, Ze Scisty
determinizm jest niemozliwy. Bledy sa nieodzowna czedcia obrazu éwiata
i musza byé uwzglednione w teorii.

Przyczynowosé musi byé zastapiona prawdopodobiefistwami statystycz-
nymi; naukowiec moze wierzyé lub nie wierzyé w determinizm. Jest to sprawa
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wiary i nalezy do metafizyki. Rozwazania fizyczne nie sa w stanie tego udowod-
ni¢ ani podwazy¢ jego istnienia. Ten ogdlny poglad nazwaé mozna stanowis-
kiem rzeczowym.

Max Born stawia te sprawe jasno. Cytuje on Einsteina®, ktéry moéwi,
ze przed pojawieniem si¢ mechaniki kwantowej zaktadano, iz

«Wszystko da sie sprowadzié do obiektéw umieszczonych w czaso-przestrzeni i do écislych
relacji miedzy nimi. [...] Z niczym nie odwolywano sie do naszej empiryeznej wiedzy o tych
obiektach. [...] Rozumiano pod tym fizyczny opis rzeczywistego Swiata zewnetrznego.»

~ Stanowisko takie jest nie do przyjecia we wspélczesnej fizyce. Nie ma spo-
sobu, aby wykaza¢ istnienie takiego rzeczywistego swiata, 1 niebezpiecznie jest
méwié o czymkolwiek, czego nie mozemy obserwowaé. Jezeli rozumowanie
ograniczymy do faktéw dajacych sie obserwowaé, mozemy méwié o mozli-
wych relacjach miedzy pewnymi eksperymentami, ale nigdy nie nalezy rozwa-
zaé tego, co sie zdarzy w tym czasie, kiedy nie dokonujemy Zadnej obserwacji.
W takiej sytuacji musimy sie przyznaé szczerze, Ze po prostu niewiele wiemy
(nie wigcej, niz wiemy o tym, co zachodzi po drugiej stronie Ksigzyca).

Stanowisko takie przyjmuje Born; jest ono zgodne z filozofia nauki sfor-
mulowana przez szkole wiedenska.

Czy poglad taki zaakceptowali wszysey fizycy ? Odpowied? jest daleka od
jasnoéci. ,,Czy$eil™ matematyey maja duze trudnosci w pogodzeniu sie z wla-
czeniem bledéw do teorii, a wielu fizykéw-teoretykéw nie jest jeszcze matema-
tykami z prawdziwego zdarzenia. |

Zasady nieoznaczonoéci Bohra i Heisenberga opieraja sig na sposobie
rozumowania, jaki préobowalismy przedstawié, Jednakze, gdy kto$ dledzi
dalszy rozwéj teorii kwantowych, jest zdumiony z powodu wielu fantastycz-
nych pomysféw opisywania fizyki. terminami nicobserwowalnych tworow™*.

Jezyk fizykéw obciazony jest zargonem i zrozumialy jest tylko dla specja-
listéw; wymysélano specjalne nazwy dla wyrazéw szeregéw aproksymujacych,
jak gdyby kazdy oddzielny wyraz miat znaczenie (wymiana skladnikéw,
powstawanie par, wirtualne powstawanie i absorpcja czastek itp.).

W gruncie rzeczy znaczenie ma tylko koncowa suma. Madrzy ludzie
wiedza, gdzie 1 jak postugiwaé sie tym jezykiem, 1 zdaja sobie sprawe, ze brak

* A. EINsTEIN, Scientific Papers presented to M. Born, London 1953, Oliver and
Boyd, str. 33. :
#* Mowa tu o demonach Maxwella i Laplace’a. (Przyp. tium.).
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jest w nim odzwierciedlenia rzeczywistodci. Zdaja oni sobie sprawe, 7e zargon
jest tylko sztuczmym sposobem opisywania skomplikowanych sytuacji.
Jednak wielu fizykéw moze byé wprowadzonych w blad przez takie naprawde
niebezpieczne metody. Krétko méwige, teoria kwantéw udaje, ze stuzy
zdrowej zasadzie rzeczowych opiséw, ale szybko zapomina o tym i przechodzi
na jezyk bardzo niedbaly.

Oprécz matematykéw 1 teoretykéw kwantowych  wielu wezonych
czuje wstret do opisanej wyzej sytuacji i mnie chea oni zanechad
tradycyjnych idei. Wierza clagle w $wiat rzeczywisty 1 podlegajacy niezakloco-
nym ewolucjom, bez wzgledu na to, czy je obserwujemy, czy tez nie. Aby
pogodzié taki poglad z obecnymi odkryciami fizyki, maja oni nadzieje, Ze
uda sie im wynalez¢ istnienie pewnej iloéei ,ukrytych zmiennych®, ktérych
nie jestedmy obecnie w stanie obserwowaé. Naszym zdaniem wprowadzenie
takich ukrytych zmiennych moze zrobié wigcej szkody niz dobrego. Skoro
zmiennych tych nie mozna obserwowaé — dopusémy twierdzenie, ze zmienne
te sa nierealne i mogy istnieé tylko w wyobraZni autoréw, Nie znaczy to, ze
jest to sarkazm. Nie mozna sig obej$é bez wyobrazni w badaniach naukowych,
a wiele powaznych odkryé poczatkowo bylo czystym wytworem wyobragni.
Nabraly one znaczenia pézniej, gdy doswiadczenie pokrylo sie z wynikami
przewidzianymi na drodze czystej wyobrazni. Ostatecznie nowe odkrycia
doswiadezalne staja sie naukowa baza tej teorii, ktéra sprawdzono na drodze
dosdwiadczalne;.

Mechanika kwantowa doskonale opisala struktury atomowe i czastecz-
kowe, ale nie zyskala powodzenia w teorii pola. Co sie tyczy czastek nowo-
odkrytych, sa one jeszcze nie zglebione i trudno przewidzieé teorie, ktoéra
pomogtaby w ich zrozumieniu. Wiele nowych, odnoszacych sie do wymiaréw
mniejszych od 10713, praw trzeba bedzie jeszeze odkryé. Prawa te dopiero
stopniowo nabieraja wlasciwego ksztaltu.

21.9. TEORIA INFORMACJI W SWIETLE OMOWIONYCH PRZYKLADOW

Przyktady oméwione w rozdz. 21.5 do 21.7 przeanalizujemy teraz z punktu
widzenia teorii informacji. PoloZenie punktu na plaszczyZnie x, p znane jest
poczatkowo z dokladnoscia co do obszaru nieoznaczonosei o polu

Ay = Axy Ap,. (@L.7)
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Jezeli nie zmieniamy dokladnodci przyrzadéw pomiarowych, musimy po-
godzi¢ si¢ w praktyce z tym, ze obszar ten nie jest staly (co wykazat Liouville)
i faktycznie stopniowo wzrasta. Zilustrowano to na rys. 21.1 = 21.5, 21.7
i 21.8. Po dlugim okresie czasu obszar nieoznaczonodci pokrywa praktycznie
caly powierzchni¢ miedzy zewnetrznymi i wewnetrznymi granicami energe-
tycznymi, co widaé z vys. 21.2. W takim razie pole A wzrasta, az osiagnie
koncowy wartodé A réwna polu calego obszaru mozliwych ruchéw o energii
E (z dokladnoécig AE.) '
Informacja, jaka mamy o ukladzie, okredlona jest przez wzor (21.2).
Liczba P; jest proporcjonalna do A i wzrasta od A, do A, . Liczba poczatkowa
Py zalezy od warunkow doéwiadezenia. Zalézmy, ze w jakim$ ukladzie polo-
zenie moze sie zmienia¢ od —IL do +L, a ped moze przyjmowaé wartoécei
od —P_ do +P,. Warunki takie prowadza do wartosei
Py =4LP,. (21.8)

Przypomina to zagadnienie z rozdz. 20. Dla tego przykladu informacja,
zgodnie ze wzorem (21.2), wyraza sie przez

Al = k(lg Py—1g P)) = —klg A+ C'; (21.9)

we wzorze tym k lg P, odgrywa role stalej addytywnej, ktéra jest analogiczna
do stalych w wielu wzorach na entropi¢. Z uplywem czasu 4 wzrasta do A_,
1 informacja odpowiednio maleje. Naturalna ewolucja ukladu odpowiada
stopniowej utracie informacii.

Rozwazania nasze prowadza bezposdrednio do prawa zmniejszania sie
informacji (wzrostu entropii), ktére wywolalo tyle dyskusji od czaséw Boltz-
manna. Musieliémy zrezygnowaé przy tym z wielu klasycznych zatozen.
Wykazalidmy jednak niefizyczng nature determinizmu i zachowaliémy poglad
rzeczowy. W ten sposdb otrzymalidmy podstawowe prawo wzrostu entropii.

Mozemy spojrzeé na to zagadnienie pod innym katem i rozwazaé ruch
srodka ciezkoscl G powierzchni zawierajacej punkt reprezentatywny. Poka-
zano to na rys. 21.9, kitéry z grubsza odpowiada zagadnieniu z rys. 21.8.
Kolejne polozenia Gy, Gy, G,, ... opisuja spirale, ktéra przechodzi przez po-
czatek ukladu O, gdy zaciemniona powierzchnia pokryje dokladnie (pierwszy
raz) caly obszar miedzy wewnelrznym i zewnelrznym kolem energetycznym.
Gdy zaciemnione powierzchnie zachodza na siebie, punkt G wyrusza z O
i wraca znowu do O, gdy zaciemniona powierzchnia dwukrotnie pokryje
pierdcieni; itd,
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L3

* Jezeli poruszajace si¢ czastki sa naladowane elekirycznie, to oscylacje
érodka cieskoéci beda dostrzegalne dzieki promieniowaniu elektromagnetycz-
nemu, a ,ogon™ fali bedzie wykfadniczo ttumiony z dudnieniami w chwilach

\

Rys. 21.9

t, oraz ty, jak to pokazano na rys. 21.10. Po uplywie diugiego czasu oscylacje
sa tak mate, Ze nie mozna ich dluzej obserwowad, i informacja zmaleje do swej
najmniejszej wartosci
Al = C'—klg A_. (21.10)
Rozwazanie to pomaga naswietli¢ mechanizm strat informacji.
Dobrze znane argumenty przeciwko Boltzmannowi, wysuniete przez
Loschmidta (odwracalnodé) czy tez przes Zermelo i Poincarégo (rekurencja),

A
A

(D!

2

Rys. 21.10

mozna odrzucié jako odpowiadajace niefizycznym zaloZeniom, niemozliwym
do zrealizowania w praktyce. Rozwazmy na przyklad odwracalnodé czasu.
Crastki emitowane sa w momencie czasu ¢ = 0 (z Ax oraz Ap), jak pokazano
na rys. 21.1. W chwili #; wszystkie predkodei zostaja nagle odwrécone
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(jak to zrobi¢ — to inne zagadnienie); czastki wracaja z powrotem i grupuja
si¢ ponownie po crzasie 2¢,, odtwarzajac pierwotny sygnal. Jezeli mozna by
tego rzeczywidcie dokonaé, to nieodwracalnoéé zostalaby podwazona. Ale
podkreélilismy niemozliwo$é pomijania bledéw dodwiadczalnych, a jest wiele
miejsc, w ktérych bledy te wystepuja:

(1) Czas odwrdcenia #; okreslany jest z bledem At,, a wiec sygnal jest
odtwarzany po czasie 2f, z bledem 2Ag,.

L4

(2) Nie da sie &cidle otrzymaé odwrécenia. Czastki pierwotnie poruszaly

sie w kierunku x, a odbite czastki beda mialy male skladowe poprzeczne
predkosei vy, v,. Powr6cg one do poczatkowego punkiu z przesunigciami
2t;v, oraz 2tyv, 1 bledy te wzrastaja z ¢;.

(3) Pole sit, przez ktére przechodzy czastki, nie moze by¢ écile uniezalez-
nione od czasu. Bedzie ono wykazywaé pewne fluktuacje (tak jak w zagadnie-
niu z rozdz. 21.7, rys. 21.7). Fluktuacje te uniewazniajg twierdzenie Liouville’a,
a odwracalnoéé czynia niemozliwa.

W ogblnodei koncepcja odwracalnodei w ruchach mechanicznych jest
marzeniem i nie mozna jej sprawdzié wobec wystepowania takiej ilosci bledéw
do$wiadczalnych, ktére staja sie coraz wieksze, gdy odwrécony czas ¢; stop-
niowo wzrasta. W mechanice klasyczne] kierunku czasu nie da sie zmienié.

Tylko L. Hahn* wykryl znany przyklad odwrécenia echa odbitego, o po-
dobnych cechach, jakie wymienilidmy tutaj. Echa staja sie krdtsze i slabsze,
ody czas odbicia wzrasta. Dokladna odwracalnoéé i dokladne odwrécenie
znajduja sie poza ramami zagadnienia,

Potwierdzeniem powyzszego wniosku jest dodatkowy fakt, ze ruch odwré-
cony wykorzystywalby pola przyspieszajace zamiast hamujacych, a odwréce-
nie takie jest catkowicie niemozliwe (wniosek 5, rozdz. 21.10).

2].10. OBSERWACJA I INTERPRETACJA

Poglad przedstawiony w tym rozdziale mozna poréwnaé z dyskusja, jaka
wywigzala si¢ na konferencji w Brystolu®*, gdzie filozofowie i fizyey poréwny-
wali opinie na temat obserwacji i interpretacji. Teoria nalezy do interpretacji

* E. L. Haun, Phys. Rev. 80 (1950), str. 580,

*#* 5. KORNER, ed., Observation and Interpretation. A Symposium of Philosophers
and Physicists, in: Proc. Ninth Symposium Colston Research Society, Bristol University,
New York 1957, Academic Press. '

e

. B Fac e i



)
g
E
i
i
1

21.10. Obserwacja i interpretacja

dosdwiadczen, a cate zagadnienie sprowadza sie do tego, jak duzo dodaje

do faktéw eksperymentalnych (i wtedy odpowiedzialna jest za niezrozumialos .
i jak odréznié wytwory naszej wyobrazni od rzeczywistych obserwacji. Czy
mozna wyeliminowaé element wyobrazni i zachowaé rzeczowy poglad, ktérego
bronili$my poprzednio?

Przyjelismy w rozdz. 21.8, Ze teoria jest wytworem wyobrazni, budowanym
poczatkowo na kilku dowolnych przypuszezeniach, a péiniej poréwnywana jest
z obserwacja. Jezeli wyniki dodwiadczenia zgadzaja si¢ z teoretycznymi prze-
widywaniami, dowodzi to przydatnoédci teorii, ale nie oznacza, ze wszystkie
pierwotne przypuszezenia (lub postulaty) sa prawdziwe. Historia podaje
liczne przyklady sprzecznoéei. Na przyklad elastyczna teoria $wiatla zakladata
istnienie eteru o bardzo dziwnych wiasnodciach. Zastapiono ja elektromagne-
tyczna teoria Maxwella (przyjmujaca jeszcze inny, réwniez dziwny eter)
i Einstein ostatecznie odrzucit eter jako rzecz bezsensowng. Obecnie przyjmu-
jemy teorie kwantowa, ktéra na pewno kryje w sobie wiele nicobserwowalnych
cech i z trudem uznac¢ ja mozna za zakonczony rozdzial teorii. W tych kolej-
nych przeobrazeniach elementy wyobrazniowe byly calkowicie odmienne,
ale obszary pokrywane eksperymentami stawaly sie stopniowo coraz wicksze.

Teoria jest jakby mapa rzeczywistoéci i nie oznacza ona poprawnego
i calkowitego opisu $wiata. Zaczynamy od planu mapy, péiniej uwzgledniamy
wypukloéé Ziemi i tak krok po kroku nanosimy charakterystyczne punkty,
ale jest to zajecie bez konea.

Po kazdej fazie teoril niektdrzy uczeni usiluja dowieéé, ze teoria jest juz
doskonata i nie mezna jej juz w zaden sposéb zmodyfikowaé. Jedna rzecz
moga tylko udowodnié, ze teoria jest zgodna, logicznie zbudowana i zgadza
sie z materialami eksperymentalnymi w pewnym ograniczonym obszarze.
Wkrétce zostana odkryte nowe, empiryezne fakty, ktére wymagaja catkowitej
zmiany teorii. Przypuszezalnie dowiedziono, ze i teoria kwantowa jest ostatnim
slowem™, ale dzisiaj ona nie jest w stanie wyjaénié¢ wszystkich dziwnych nowych
czastek, odkrywanych na bieZzgco, nie méwiac juz o strukturach atomowych.

Na sympozjum w Brystolu L. Rosenfeld®* omawial podstawy teorii
kwantowej i przedstawil poglad szkoly kopenhaskiej, kiéry jest $ciéle zwiazany

* Wiele rozwazah na temat slynnego twierdzenia von Neumana mozna znaleié w pracy:
S. K6rRNER, op. cit., str. 33, 47, 140; przedstawiaja one przyklad odbiegajacy od naszych
uwag. '

** 5, KORNER, op. cit., str. 41.

26 — Nauka a teoria informaeii
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z ogélnym stanowiskiem przyjetym przez M. Borna i autora tej ksigzki.
D. Bohm, zwolennik innego pogladu, usitowat usprawiedliwié teorie przyjmu-
jace zmienne niechserwowalne 1 wywiazala sie Zywa dyskusja miedzy oby-
dwiema grupami. Wszyscy zgadzali sie z tym, ze dzieja sie dziwne rzeczy
z odleglodciami muiejszymi niz 10713 cm, ale nie wyjasniono tego jeszcze
teoretycznie. Komunikat Rosenfelda winien byé szezegélnie polecony jako
wyjatkowo przejrzysty 1 wskazujacy na oszczednoéé w niesprecyzowanych
postulatach. Dwa komunikaty konferencji w Brystolu (Feyerabend i Stiss-
mann) poswiecono teoril pomiaru. Wydaja sie one bardzie] interesujace od
strony logicznego formalizmu niz od rzeczywiste] strony eksperymentalnej.
Ciekawe jest zwrdcenie uwagi na fakt, ze w komunikatach tych bledy ekspery-
mentalne sa praktycznie pominiete. Pierwszy opiera sie na formalnej analizie
vén Neumanna, podezas gdy drugi podkresla role fal Schrédingera i omawia
skoki kwantowe® powodowane sprzezeniem obserwowanego ukladu z prazy-
rzadem pomiarowym. Wydaje sie, ze wiele spoéréd uwag poczynionych
w stosunku do tych komunikatéw jest raczej nieuzasadnionych, gdyz pomijaja
one bledy do$wiadczalne, szumy tta w obserwacjach, szumy wzmacniaczy itp.
Ekspertom od teorii informacji wiadome jest znaczenie tych czynnikow,
ktére calkowicie przeoczono na sympozjum w Brystolu. Mozna by wyciagnaé
wiele istotnych punktéw z konferencji w Brystolu, odnaoszacych sie do nauko-
wej predykeji i opisu teorii kwantowej, ale wydaje sie, iz dyskusja taka od-
ciagnelaby nas daleko od gléwnego tematu badai. Zasugerujmy czytelnikowi
przestudiowanie tych interesujacych komunikatow.

21.11. WNIOSKI

Krétki wniosek moze okazaé sie pozyteczny i podsumuje caly ten roz-
dzial™*,

(1) Bledy doswiadczalne sg nieuniknione, a zakladanie nieskoniczone;
dokladnoéci jakiegos pomiaru jest nienaukowe. Ograniczenie to podaja juz
teorie klasyezne (M. Born), a sformulowano je precyzyjnie poprzez warunki
kwantowe i teorie informacji (rozdz. 21.4).

* Taw. quantum jumps. (Przyp. tlum.).
** Temat poruszony w tym rozdziale przedstawiono najpierw w Inf. and Control, 1 (1957),
str. 1—5; 2 (1959), str. 45—63.
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(2) Niektére przyklady oméwiono w rozdz. 21.5 i 21.7; wskazuja one na
redzaj nieoznaczonoéci, nawet w modelach klasycznych.

(3) Nieuniknione bledy muszg byé wlaczone do teorii, poniewaz sa ore
zasadnicza czebcig wiedzy o otaczajacym nas $wiecie. Odrzuca to mozliwodé
istnienia doktadnego determinizmu w przewidywaniu naukowym. Demon
Laplace’a nie moze dokonywaé dokladnych pomiaréw i nie jest on w stanie
przewidzie¢ dolkdadnie przyszlosci (rozdz. 21.5 i 21.8). Stanowisko takie
nazwaliémy rzeczowym punktem widzenia.

(4) Naturalna przemiana systemu odpowiada wiracie informaci; stad
przyrost entropii (rozdz. 21.9). Podobne zagadnienia oméwiono na sympozjum
w Brystelu.

(5) Przypuszczenie o odwracalnodci praw mechaniki jest shisme tylko
witedy, jezeli pomijamy bledy i nieoznaczonodci w czasie doéwiadezenia.
Niemozliwod¢ odwracalnodcei czasu podkredlano dalej przez fakt, ze zmiana
rnaku predkodel falowyeh zamienilaby potencjaly hamujace (lub pola) na
potencjaly przyspieszajace, a taka zamisna jest fizyeznie niemozliwa.

Znaczenie tego punktu widzenia podkreélili: L. Fantappié, G. 1 S. Arci-
dizcono 1 0. Costa de Beauregard®.,

* L. Fanvarpig, Principi di una teoria unitoria, Humanitas Nova, Roma (1944),
str. 90, ' ' :

G. 3. AncmiacoNo, Spazio, Tempo, Universo, Roma 1961, Ed. Faoco; i wezedniej-
sze artykuly cvtowane w tej ksigice.

0. Costa pE BEAUREGARD, Revue de Synthese (1957), str. 7, Cahier de Physique,
k2 (1958), str. 317; C. R. Acad. Sc. Paris 251 (1960), str. 2484,

/%
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ZAGADNIENIE SKRAJNIE MALYCH ODLEGLOSCI

92.1. TRUDNOSCI W MIERZENIU SKRAJNIE MALYCH ODLEGLOSCI

W rozdziatach 16.4 i 16.5 oméwiliémy waine zagadnienia wystepujace
przy pomiarach bardzo malych odlegloéci. Trudnoéé wynika z tego powodu,
se przy bardzo malych odlegloéeiach nie mozemy rozwazaé stosowania sztywnej
miarki, a musimy stosowa¢ promieniowanie o odpowiednie] dlugoéet fali*.
Najbardziej korzystne warunki pojawiajg sie wtedy, gdy dlugosé fali A wy-
nosi okoto 2Ax. Odpowiada to czestotliwodei » i kwantowi energii

AE, = hv = % (22.1)
Zakladamy, 7e w czasie do$wiadezenia postugujemy sie Séwiattenm (falami
elektromagnetycznymi), choé w istocie rzeczy inny rodzaj fali prowadzitby
do tych samych wnioskéw. Kwant energil AE, przedstawia najmniejsza ilosé
energii, ktéra jest niezbedna w dogwiadezeniu, aby pomierzyé odleglodé Ax.
Energia ta nie musi catkowicie zmieniaé sie w cieplo. Nie ma wyraznych
granic malych odleglodei, jakie mozna mierzy¢, ale strata entropil (lub energii)
ogromnie wzrasta, kiedy odleglodci te staja si¢ naprawde mate.

Czesto sugerowano, iz wiele trudnoéci zwiazanych z teoria kwantowa
mozna by wyeliminowaé wprowadzajac jakiego$ rodzaju minimalng dlugodé.
Poprzednie uwagi pozwalaja przypuszezaé, ze dciste okredlenie takiej mini-

# L. BRILLOUIN, Annals of Physics 5 (1958), str. 243; Physikertagung Essen 11
(1958}, str. 140—151.



22.1. Trudnoédei mierzenia skrajnie maltych odleglosci 465

malnej dtugodci byloby trudne. Zwraca sie uwage na warost trudnoéci w mie-
rzeniu coraz to mniejszych odleglodci oraz na to, ze wzrastajacy koszt obser-
wacji moze byé nowym parametiem w teorii. Poniewaz entropia zawsze wigze
si¢ z prawdopodobienstwem, wydaje sig, ze bardzo male odleglodci i CZasy
‘powinny pojawiaé sie z bardzo malym prawdopodobienstwem.

Nasuwa si¢ przykiad ilustrujacy znaczenie warunku (22.1). Wprowadzmy
dlugod¢ & mierzong w jednostkach Fermiego (10-1% cm):

= 10-13¢ ,
x% = 102642 | (22.2)
Ax? = 102 £2 barnéw,

poniewaz

I barn = 102 cm?,
Jezeli energie AE, mierzymy w elekironowoltach (eV), to przy napieciu
woltéw

U

Aby = e 555

eV, (22.3)

przy czym e, wyrazono w J. ES. lad. Ze wzoru (22.1) otrzymujemy

Ue> 330 ]f_f 101326,2 - 108V. (22.4)
0 —

Pomiar odleglodei rzedu kilku jednostek Fermiego Iub przekroju rzedu
ulamka barna wymaga energii setek milionéw elektronowoltow.

Wzér (22.1) dobrze zgadza sie z rzedem wielkoéei napiecia w woltach
stosowanego w cyklotronach lub synchrotronach. Rzeczywiscie, bardzo duze
energie sg nie do unikniecia przy pomiarach bardzo malych przekrojéw.

Podsumowujac to, co powiedziano wyzej, widzimy, ze pomiar skrajnie
malych odleglodci wymaga ogromnego wydatku energii. Kosat takiego ekspe-
rymentu staje si¢ wkrétce bardzo wysoki i moze przewyzszyé sume, na jaka
sta¢ laboratorium, instytucje lub nawet duze pastwo. To praktyczne ograni-
czenie powinno by¢ wprowadzone do teorii i wydaje sie stuszne, by dokonaé
tego przy pomocy dogodnego wspélezynnika probabilistycznego, ktory
przedstawialby réwniez trudnosci uzyskania duzej ilodei energii.
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22.2. MOZLIWOSC WYKORZYSTANIA POPRZEDNICH UWAG DO OBLICZANIA
CALEK ROZBIEZNYCH WYSTI*;PUJACYCH W ZAGADNIENIACH FIZYKI
TEORETYCZNE]

Calki rozbiezne wystepuja w réznorodnych zagadnieniach teorii kwantowej
i jeszcze nie znaleziono sposobu uwolnienia si¢ od tej trudnosci. Podamy
propozycje i wyjasnimy na prostym przykdadzie, jak mozna z tego wybrnac.

Wezmy pod uwage catke, ktora jest rozbiezna ze wzgledu na zachowanie
sie funkeji f(r) dla bardzo malej wartodci r:

== llmf fr) dr (22.5)
a0 a
Przy @ =0 calka I staje sie nieskoriczenie mala. Wré¢my znéw do wzoru
(21.1), ktéry powiada, iz potrzeba bardzo duzej iloéci encrgii AE,, aby mée
mierzy¢ bardzo maly odlegloéé r:
he.

Ab, = 2r°

(22.6)

Wydaje sie shuszne zalozenie, ze energia taka moze byé zwiagzana ze wspdl-
czynnikiem wagowym

— —h
P = exp (_5}%%) — exp { 5 ;fo } (22.7)

gdzie y jest wspélczynnikiem liczbowym. |

W termodynamice klasycznej Fy jest rzedu k7, gdzie T jest temperatura
We wzorze (22.7) nie ma sensu méwié o temperaturze i zachowujemy energie
E,. Dla r = 0 wspolezynnik korekcji P = 0, natomiast P = 1 dla duzych
odlegloéci. Wprowadzamy wspoélezynnik wagowy P do rozbieinej catki (22.5)

zapisujemy ja w postaci

J = lim f e fr) dr, B = 22‘} : (22.8)
“0

a-0

Wykladnik staje sie zerem dla r<€f i réwna sie jednosci dla r3> f;
{3 jest rzedu wymiaréw promienia elektronu. Dokonajmy zamiany zmien-
nych:
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lia

) 1 1 (1
—1i ~feg(oydo, r=—, o=—=fl-"}. 22.9
J wnj'e g(o)do, r .7 8 ng(g) (22.9)

a-0

Ostatnia calka jest teraz rozbiezna dla p réwnego nieskonczonosci. Wzér
ten mozna poréwnaé z granica Cauchy’ego, zdefiniowana przez van der Pola
i Bremmera®, ktéra przedstawia najbardziej efekiywne przejécie graniczne
Cesard dla calki jak ponizsza:

Jo =lim [ =% g(o) do. (22.10)
£-0 O

Oba wzory sa bardzo podobne, lecz dla & — 0 we wzorze (22.10), 8 ze wzoru
(22.9) przyjmuje mala skoriczona wartoéé:
he 10718

- Ay w jednostkach CGS). 22.11
p SyE, ~ E, (W ) ( )

Mamy teraz zdecydowaé, jaka wartosé¢ przyjaé dla K, ktéra na pewno przed-
stawia wielkosé charakterystyczng dla czastki znajdujacej sie przy r = 0.
Mozna przyjaé, ze

Ey = my?; (22.12)

jest to energia spoczynkowa czastki o masie my. Hipoteza ta prowadzi do
WZOru,

(22.13)

8 A1 1 {1,21 - 1010 dla elektronu (}n0 = 0,91 - 10-27),

T 2mgey  y 10,66+ 10713 dla nukleonu (my = 1,67 - 10-24),
gdzie 1/y jest wspélezynnikiem liczbowym. Diugoéé 8 dla elektronu jest
prawie 1/2y razy wieksza od diugodci fali Comptona, Wartodci f# nie sa nie-
rozsadne; zwigzane sq z nimi poprawki w obliczaniu catki (22.5) dla r rzedu
$ lub mniejszego.

Podobienstwo miedzy naszym wzorem (22.9) a granica w sensie Cesard —
Cauchy’ego jest godna uwagi. Jak wiadomo, jezeli przejécie graniczne Cesard

* B. Van pEr Por, H. BrReEMMER, Operational Calenlus, Cambridge 1955, Cam-
bridge Univ. Press., str. 103.
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zastosujemy do szeregu zbieinego, to otrzymamy taki sam wynik jak prazy
sumowaniu zwyktym. W tym przypadku wzér (22.9) zmienitby nieco wartoéé
calki, ale bylaby to zmiana niewielka.

22.3. PRZYKLAD: MASA ELEKTROMAGNETYCZNA ELEKTRONU

Zastosujmy poprzednia metode do obliczenia klasycznej masy elektro-
magnetycznej czastki naladowanej, majacej mase mechaniczna m,. Energia
elektrostatyczna wyraza si¢ wzorem

1 1 e \2
. Ese = o fe~ﬁ!rE2 dr = o [ e—Bir (_r%) Arer? dr =
0 0
e X dr 9(2)
= ._9. B 2 D ‘
2 © 2 28 ’ (22.14)
0

gdzie E jest nateZeniem pola elekirycznego wytwarzanego przez ladunek e,
natomiast e~?7 jest wspolezynnikiem wagowym. Wynik powyzszy przypo-
mina wzér na energie elektrostatyczna czastki o promieniu f.

Obliczmy teraz zwiazany z energia E przyrost masy 0m i zastapmy f3
przez warto$é ze wzoru (22.13). Otrzymujemy

E, = c?dm, l
on :}_}_ej) Cyx (22.15)
my he  2m 2w+ 137°7

gdzie o jest tzw. stalq subtelnej struktury. Rzad wielkodci dm/[my jest écidle
zwigzany z wynikiem Schwingera dotyezacym efektu Lamba—Rutherforda.
Schwinger® przytacza wzdr

- 2
Om  2me 1 (22.16)

ot

me . he  131°

jest on identyczny z naszym wzorem (22.15), jezeli przyjmiemy y = 27, Inni
autorzy wykorzystuja wzory na nieskonczonosci logarytmiczne.

* SCHWINGER, Phys. Rev. 73 (1948), str. 146.
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22.4. OBRONA NASZYCH ZALOZEN: RUCH DRZACY SCHRODINGER A*

Zatozylifmy poprzednio, ze wspélezynnik wagowy P ze wzoréw (22.7) i
(22.8) moina traktowaé jako wspélezynnik prawdopodobiefistwa Zwigzany
zwhsciwosciami elekironu w otoczeniu jego srodka**, W dalszym ciagu mozna
wykazaé, ze tego rodzaju prawdopodobiefistwo zwigzane jest z istnieniem

pewnego rodzaju ruchu Browna dla elekironu. Wartoéé érednia 72 przy tego
rodzaju ruchu Browna jest rzedu -
B2 = B .
= m . (22.1 ()
Wynik ten mozna interpretowaé jako rodzaj ruchu Browna érodka elekironu
wokét jego arbitralnie okreélonego polozenia spoczynkowego r = 0. Faktycz-
nie $rodek elektronu nie jest w spoczynkuy, ale porusza sie¢ przypadkowo wokét
poloZenia majacego sens polozenia sredniego i nie bedacego polozeniem
spoczynkowym. Wzory przytoczone tutaj sa identyczne z tymi, ktére otrzymalt
Schrédinger z bardzo wnikliwego rozwazania réwnania elektronu podanego
przez Diraca. Schriodinger odkryl, ze elektron pozostaje w pewnym ruchu,
ktéry okredlit jako ruch driqey (niem. Zitterbewegung). Srednia wartoéé

kwadratu amplitudy |£]2 skladowe] tego ruchu w kierunku osi « Wynosi

&< ( h )2. (22.18)

dremge

Odpowiada to faktowi wykrytemu prze samego Diraca, ze predkoéé chwilowa
elektronu réwna jest predkodei éwiath ¢, podezas gdy érednia predkodé-
pozostaje skoticzona i wynosi zero dla elekironu w spoczynku.
Warto$é érednia r? powinna byé trzy razy wigksza, jezeli ruchy sg nie-
zalezne we wszystkich trzech kierunkach X, ¥, Z, 4 wiec
Pl

R o zm R
167t2myc?

(22.19)

Poréwnu}ae wzory (22.17) 1 (22.19) widzimy, ze oba te wyniki sa bardzo.

* Autor posluguje sie okredleniem oryginalnym — Zitterbewegung. (Przyp. Hum.).
** W dalszym ciagu rozdz. 22.4 zostanie dokladniej wyjagniony sens pojecia otoczenie-
srodka elektronu. (Prayp. ttum.).
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podobne 1 staja sie identyczne, jezeli przyjmiemy

16 27
42> —— m2, = K
14 3 Y V?; (22.20)

Rzedy wielkosei sa catkowicie zgodne.

Réwnania Diraca zawezaja elektron do punktu, ale ruch drzacy rozcigga
ten elektron na cala objetodé V. Srodek elektronu przedstawia tylko érednie
polozenie ,elektronu punktowego®.

22.5. OMOWIENIE I MOZLIWOSC UOGOLNIEN

+ Sytuacja, jaka opisaliémy w tym rozdziale, prowadzi nas do dalszych
rozwazat.

(1) Po pierwsze: jak nalezy rozumieé¢ ruch drzacy elektronu? Ruch
Browna jakiej$ ezastli w cieczy wynika z przypadkowych zderzen tej czastki
7 czasteczkami cieczy. Mozemy zalozyé, ze ruch drzacy elektronu powstaje
na skutek pedéw spowodowanych przechodzeniem elektronu w stany mas
ujemnych. Wynika to oczywiscie z oméwionego przez Schridingera réwnania
Diraca. Jak wiele z tego ruchu moze pozostaé, jezeli przejscia do mas ujem-
nych sa wzbronione przez sztuczne zalozenie, Ze wszystkie ujemne stany
energetyczne sa zajete? Co dalej? — mozemy zapytaé. Dlaczego nie wlaczono
tu innych zjawisk, takich jak powstanie i absorpeja pary fotonéw i powstanie
nowej czastki o dziwnych wlasdciwosciach? Wszystko to moze odegraé wazna
role przy energiach rzedu mgyc?. Istnieje wielka réinorodnoéé wzajemnych
oddzialywan, ktére sa w stanic wywolaé ruch drzacy, natomuiast réwnanie
Diraca na pewno thumaczy tylko ograniczong cze$é tych efektow.

(2) Nastepnym punktem jest zagadnienie dotyczace tego, ze elekiron
nie jest wyjatkiem, ale tylko pierwszym przykladem ogélnej zasady. Heisen-
berg nogdlnil réwnania Diraca na wszystkie czastki elementarne. Uogélnienie
to opiera si¢ o macierze Diraca, ale zawiera juz nowe nieliniowe skladniki,
ktére nadaja réwnaniom Heisenberga charakter podobny raczej do réwnan
pola samozwartego. Ruch drzacy elekironu wynika z macierzy Diraca 1 za-
pewne zostanie odkryty dla innych czastek, nie wiemy jednak, ile sposréd
brakujacych w réwnaniach Diraca nowych efektéw udalo sie uwzglednié
z powodzeniem Heisenbergowi.
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Nalezy si¢ spodziewad, ze na pytanie to najblizsza przysztoéé da odpo-
wiedz. Jest rzecza godng uwagi, 7e wiele zagadnien wspélezesnej fizyki stawalo
przed nami znowu, gdy omawialidmy role teorii informacji i znaczenie ble.
déw w obserwacjach do$wiadczalnych. «Nigdy nie méwimy o wielkodciach,
ktérych nie moina mierzyé» — powiedzial P. W. Bridgman. Odleglosci
w poblizu czgstki nie moina dokladnie pomierzyé i naszym zdaniem powéd
tego lezy w tym, ze nie mozemy utrzymaé czastki w spoczynku.

Vizyka klasyczna opierala si¢ na zalozeniach, ze bledy doéwiadczalne byly
przypadkowe i powinny byé pominiete w teorii. Wspélezesna fizyka rozumie,
ze bledy sa nieuniknione i niemozliwe jest posuwanie sie do granicy bledéw
nieskoniczenie malych. Zasada nieoznaczonoéci i negentropijna zasada infor-
macji potwierdzaja to, ze im mniejszy blad, tym wyzsza jest cena, jaka musimy
placi¢ za obserwacje. Nie ma Scislej granicy dokladnoéci, lecz cena osiagniecia
tej granicy czyni ja juz nieosiagalna. )

W fizyce klasycznej zaklada sie pelny determinizm. Nowoczesny rzeczowy
punkt widzenia stwierdza, Ze niemozliwe jest udowodnienie tego zalozenia.
Jezeli bledy pomiarowe =g bardzo male, to wiaze si¢ z tym dluzszy czas osia-
gniecia koficowego rozkladu stalystycznego, ale ten konicowy stan réwnowagi
statystyczne] bedzie zawsze osiagalny. Wiele przykladéw mozna praytoezyé,
natomiast rzeczowy punkt widzenia mozna poréwnaé z podobnymi ideami
przedstawionymi przez szkole wiederiska M. Borna i przez szkote kopenhaska.
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(+-1) Sciéle biorae, nie ma sensu méwi¢ o jednostce dla wielkoéei bezwymiarowej, gdyZ
jest to 1. Jednakze w przypadku, gdy interesujaca nas wielkoéé jest logarytmem pewnej innej
bézwymiarowej wielkoéei, na ogdl wybér podstawy logarytméw jest w pewnej mierze rzecza
umowna. Wobec tego dogodnie jest obok liczby bedacej logarytmem podawat symbol infor-
mujacy, jaka podstawe logarytméw wybrano. Tego rodzaju sytuacja od dawra wystepuje
w telekomunikacji, gdzie wprowadza sig logarytm stosunkéw wzmocnien lub mocy. Jebli
wybraé logarytmy naturalne, to obok liczby okreélajacej logarytm naturalny stosunku mocy
pisze sie ,jednostke neper, w praypadku za$ stosowania logarytméw dziesietnych — ,jed-
nostke® decybel. Taka sama sytuacja ma miejsce w praypadku ilosci informacji.

(1-?) Powigzania pomiedzy informacja a entropig stosowang w termodynamice beda
szczegblowo omawiane w rozdz. 12.

(13} W terminologii stosowanej na stronicach 22--24 chodzi tu o sytuacje, gdy pierwotnie
wiemy, Ze system mote sie znajdowaé w jednym spoéréd Py standw, natomiast po dokonaniu
obserwacjl wiemy, iz moze si¢ on znajdowaé w jednym spoérod Py standw, przy czym
1< Pi< Py

(1-%) Oznacza to, ze kazda spoéréd G cyfr moze przyjmowaé jedna spoéréd NV postaci.

(1-5) Stowo ,informacja® uzyte tu jest w sensie polecznym.

(1) W terminologii wprowadzonej na stronicach 35-36 »slowo® odpowiada stanowi,
natomiast zbiorowi stanéw odpowiada zbiér wszystkich sensownych w danym jezyku stow.,
Zatem wprowadzone przez autora pojecie ,,iloé¢ informacji zawartej w stowie® ma sens ilosci
informacji uzyskiwanej dzigki temu, ze poznajemy konkretne slowo w sytuacji, gdy pierwotnie
znamy tylko zbiér mozliwych stéw.

(17} Zagadnienia zastosowan teorii informacji do badania jezyka poruszane byly przez
wielu autoréw. W polskim pismiennictwie zagadnienia te poruszane sa w szezegoInofel w ksigz-
kach: M. A. Jacrom, I. M. Jacrom, Prawdopodobieristwo i informacja (Warszawa 1963,
KiW) oraz J. SeioLer, Teoria koddw (Warszawa 1965, PWN), rozdz. L.

(1-8) Pod nazwa ,stowo®™ rozumiemy tu ogélnie zespél liter majacy sens w danym jezyku.
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Szezegdlnym przypadkiem tak ogélnie rozumianego ,,slowa” jest zaréwno stowo, jak i zdanie
w sensie gramatyki klasycznej.

(1-?) Dla jeayka polskiego rozklady te mozna znalezé w pracy: T. Exierr, J. SzipLer,
Badanie struktury stéw jezyka polskiego, Prace IPPT, Zaklad FLacznosci, 1961, praca
nr 11.

(119 Pod nazwa ,litera® rozumiemy tu ogéinie element, z ktérego budowane sa stowa
w sensie ogblnym. Niektérzy autorzy litere w sensie ogdlnym nazywaja wiadomoscia elemen-
tarng, a slowo w sensie ogdlnym — wiadomodciq czy te? informacjq. Na przyklad litera
w sensie ogélnym moze byé cyfra w sensic potocznym; sto wem w sensie ogélnym jest woéwezas
cigg cyfr majacy np. sens liczby zapisanej za pomoca cyfr.

(*11) Rozwéj badan w ciagu ostatniego dziesigciolecia potwierdzil te teze autora. Okazalo
sie, ze powiazanie pomiedzy iloécia informacji zdefiniowana wzorem (L.13) a wartoécia infor-
macji uzyskiwanej dzigki obserwacji {czy tez wyborowi), mierzona za pomoca funkeji majacych
sens strat (czy tez ryzyka) — sa nieliczne i nie maja wigkszego znaczenia prakiyeznego (zob.
np.: J. SEIDLER, rozdz. VI ksigiki ecytowanej w notee (1+79)). O wiele bardziej perspektywiczne
wydaja sie inne miary zmniejszenia pierwotnego zakresu wchodzacych w gre mozliwoéei,
Jjak np. dyspersja (zob. J. SEmLeR, Optymalne wydobywanie informacji i sterowanie
w sytuacjach niedeterministycznych, w pracy zbiorowej Wspdiczesne metody statystyczne
w teorii sterowania, Wroclaw 1968, Ossolineum).

(1-1?) Stwierdzenie to stuszne jest przy zalozenin, e interesnjace nas stany (czy zdarzenia)
moina traktowaé jako realizacje wielkosci preypadkowych w sensie rachunku prawdopodobien-
stwa, a wige Ze 1stnieja i sq znane ich rozklady prawdopodobienstw. Jak wiadomo, taki punkt
widzenia, zwany bayesowskim, budzi czesto watpliwoéci (zob. np. praca J. SEDLERA cyto-
wana w notce (1-11),

(*1) Jak wykazal J. Smmrir w rozdz. VI ksiazki cytowanej w notee (7), wlasnosé (B)
Jjest bardzo istotna. Jesli postulowaé, iz miara iloci informacji ma wlasnoéé (B), to wynika stad
ogélna definicja (1.13) iloéei informacii.

(22} Pojecie ,zmienna losowa® wyjasnione jest w standardowych podrecznikach rachunku
prawdopodobiefstwa, zob. np.: M. Fisz, Rachunek prawdopodobiehistwa i statystyka mate-
matyczna, Warszawa 1958, PWN.

(3®) Pod pojgeiem informacja dla zmienne}” autor rozumie iloéé informacii, jaka uzysku-
Jemy obserwujac konkretna wartosé, ktéra przyjeta zmienna losowa w sytuacji, gdy pierwotnie

~znamy tylko prawdopodobiefstwa wartosci, jakie zmienna ta moze przyjmowac.

(*4) W sensie niezaleznoéci zmiennych losowych; zob. np. M. Fisz, ksiazka cytowana
w notce (22,

(2:5) Scidlej: ilosci informacji, jakie uzyskujemy poznajac warto$é¢ zmiennej losowej ¥
w sytuacji, gdy pierwolnie znamy tylko warunkowe prawdopodobiefistwa wartoéci, jakie
zmienna y przyjmuje,

(1) Pod stowem ,korelacja® autor rozumie ogélnie powiazania statystyczne pomiedzy
zmiennymi losowymi czy tei zdarzeniami przypadkowymi. Pojecie to wiaze sie jedynie luzno
z pojeciem wspdlezynnika korelacji czy tez funkeji korelacji.

(%) W polskim pismiennictwie podobne zagadnienia ujmowane sa w ksiazkach cytowa-
nych w notce (7).
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(3-3) Empiryczne czesto$ci wyslepowania liter autor nazywa tu prawdopodobiefstwami.

(3%). W tym paragrafie wyrazy ,stowo i ,litera® rozumiemy jak w sensie potocznym (por.
notki (*8) oraz (*19).

(3:5) Doéwiadczenie mozna uprosei¢ biorae zamiast zdan stowa.

(3-6) Tego typu gre dla jezyka polskiego opisali T. ExrerT i J. SEIDLER w pracy cyto-
wanej w notce (*-9). '

(37) Rozwazania w tej czedel maja charakter uwag na temat cytowanej pracy Shannona
oraz rozwazan wstepnych. '

(3-8) Kodem nazywamy tu zasadg przyporzadkowania slowom bedacym ciagami liter
wybieranych z pewnego alfabetu — telegraméw bedgeych ciagami zbudowanymi z symboli
wybranych tak, by moéna je bylo przesylaé przez kanal czy tes zarefestrowaé w pamieci. Zob.
réwnies hasto ,kodowanie® w Wielkiej Encyklopedii Powszechne) PWN. W innych publi-
kacjach, np. w ksiazce J. SEIDLERA cytowane] w notce (1:7), stosowana jest nieco inna ter-
minologia, a mianowicie: stowoeswiadomodé, litera « wiadomosé elementarna, telegram «
cigg kodowy, symbol «» sygnal elementarny. W szozegdlnym praypadku symbole moga
byé znéw literami, a wiec telegramy moga byé hudowane z tych samych elementdw co sfowa.
Przyporzadkowanie telegramu konkretnemu slownu nazywamy kodowaniem, urzadzenie zas,
kiére dokonuje kodowania — urzadzeniem kodujacym badz krétko: koderem. Odtwarzanie
stowa na podstawie telegramu nazywamy dekodowaniem, natomiast urzadzenie dokonujace
dekodowania — dekoderem. |

(39 Autor zaklada tu, ze kodowania sléw dokenuje sie przez przypormdkowywaﬂie
z osobna poszezegdlnym literom symboli czy tez blokéw symboli, tworzacych nastepuie tele-
gram. Jest to najprostszy sposob kodowania, kiéry nazywamy kodowaniem poszczegdlnych
liter. Jak to bedzie wykazane, najogdlniejszy i na ogéi najbardziej sprawny sposéb kodowania '
polega na tym, ze catym stowom przyporzadkowujemy od razu cale telegramy.

(3:19) Kod nazywamy odwracalnym, jesli na podstawie telegramu prayporzadkowywanego
stown mozna bezblednie odiworayé to stowo.

(41 Scidlej: iloéé informacji, jaka uzyskujemy poznajac slowo w syvtuacji, gdy pierwotnie
znamy tylko prawdopodobicfistwa wchodzaeyeh w gre stow.

(32) Zob. notka (38).

(48} Autor wprowadza tu istotne zafoZenie, i telegramy maja okreslony rozkiad prawdo-
podobienstwa. Sytuacja taka ma miejsce wowezas, gdy #rodio stéw wybieranych z pewnymi
prawdopodobienstwami dolaczymy do urzadzenia kodujacego wylwarzajacego telegramy.

(*4) Jesli do #rédha stow dolaczymy urzadzenie kedujace (na ktérego wyjsciu otrzymujemy
telegramy) i zespol zlozony ze Zrédia stow i urzadzenia kodujacego potrakiujemy jako wiorne
srédlo wiadomodei, to telegramy beda odgrywaé wowezas role witornych stow. Jesli natomiast
litery, z kiérych budujemy stowa, moga by¢ przesylane bezposrednio przez kanal, to stowa staja
sie telegramami. Wobec tego rozréinienie pomiedzy stowem a telegramem nie jest istotne;
podobnie jest z litera i symbolem. Zagadnienia budowy telegraméw i slow mozna wige roz-
patrywaé lacznie, '

(+8) Wyrazy .slowo® i litera™ rozumiemy w tym rozdziale w sensie potocznym (por.
notki (&8) i (*-1%).

(%) Wynika stad, ze ,wiadomo$é“ (znaczenie w jezyku naturalnym) odpowiada nstowu®,
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o kiérym mowa byla w poprzednich rozdzialach, natomiast ,,stowu® w jezyku naturalnym od-
powiada ,telegram® (por. notke (44)).

(47} Przy zalozenju, e kazdej wiadomoéci odpowiada jedno stowo oraz ze na podstawie
stowa mozna odtworzyé jednoznacznie wiadomodé (zrozumieé znaczenie slowa), kod jest od-
wracalny i czestodé wystepowania danego slowa jest taka sama jak czestodé wystepowania.
wiadomoéei, ktére dane stowo przenosi.

(+-3) Zgodnie z notka (+3) wyrazu ,stowo® uzywamy tu w sensie potocznym; w tej sytuacji
stowo jest telegramem w sensie definicji podanej w notce (3-8); por. réwniez z notkg (+%).

(+9) Znakami nazywamy wiec elementarne skladniki, z kiérych budowane sa slowa
w sensie ogdlnym. Jest to wige w zasadzie synonim poprzednio wprowadzonej nazwy ,litera
w sensie ogdlnym.

(+19) Jak poprzednio, symbolem nazywamy tu elementarny skladnik telegramu. W przy-
padku gdy n > », jako symbol musimy braé blok symboli pierwotnych. ‘

(111) Wprowadzamy tu pojecie bloku symboli jako zespotu przyporzadkowywanego
pojedynczej literze czy tez blokowi liter. Ma wiee miejsce nastepujaca odpowiedniodé: litera «»
symbol, znak (blok liter) «» blok symboli, stowo < telegram. Rozréinienie pomieduy litera,
blokiem liter a slowem jest podobne jak pomiedzy symbolem, blokiem symboli a telegramem..
Oba te rozréinienia nie sa istotne i maja charakter amowny - por, notka (*4),

(*1) W sensie potocznym.

(5-%) Kodem binarnym nazywamy kod, w ktorym telegramny budowance sa z symboli
binarnych, tj. symboli mogacych przyjmowaé jedna z dwu postaci, ap. 0, 1.

(°-®} Podobnego typu poréwnania mozna znalesé w rozdz, 1 ksigzki J. SwiprErRA cyto-
wane] w notce (7). '

{(*-4). Literom rozpatrywanym poprzednio odpowiadaja teraz stowa, zatem blokom symboli
odpowiadaja telegramy (por. notke (411)).

(°-%) Zamiast o slowach mozna by tu méwi¢ réwnies o Hterach.

(5-%) Jest to zasada tzw. modulacji delta, kidra (zwlaszera w ostatnich latach) zaczela
majdowaé szerokie zastosowanie techniczne. Przeglad zagadnien zwigzanych z modulacja
delta mozna znaleZé w pracy: T. BarTkowsks, Modulatory systemu delta, Zeszyty Nau-

-kowe Politechniki Gdafiskiej, Gdansk 1963, nr 37.

(%-1) Cyfra binarna odgrywa tu role symbolu, ktérego ciagl tworza telegram.

(%) Od crasu napisania ksiazki nastapil istotnie ogromny rozwdj teorii kodow korekeyj-
nych. Rozwinela sie przede wsuystkim tcoria hoddw liniowych, ktére sa uogélnieniem omawia-
nego tu kodu wykrywajacego blad. Odznaczaja sie one tym, ze wszystkie pozycje dziela sie na
kontrolne i informacyjne, a sygnat w pozyciji kontrolnej jest wybierany tak, by suma obejmu-
Jaca ten sygnal oraz cze$é sygnaléw z pozycji informacyjnych byla parzysta. Szezegdlnie duze
snaczenie praktyczne maja specjalne rodzaje kodéw liniowych: kody iteracyjne, rekuren-
cyjne i eykliczne. Wprowadzenie do zagadnien zwigzanych z kodami liniowymi mozna znalezé
w ksigZce J. SEIDLERA cytowane] w notce (1-7), szezegdly zas o kodach eyklicznych w ksigzkach :
W. W. Perenson, Error Correcting Codes (New York 1961) oraz A. I1. VIAJIOB, B. A.
CYTIPYH, H3sbumounoe xoduposanue npu nepedaue undopmaytur deouuHUMY  KOOAMIU
(Mockpa 1964). Zagadnienia kodéw rekurencyjnych omawizja J. M. WozENCRAFT
i B. Rerrren w pracy Sequential Decoding, New York 1962. 4
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(*1) Zgodnie z ogdlnym charakterem ksiazki, rozwazania tego rozdzialu maja czedciowo
charakter heurystyczny i oparte sg czedciowo na argumentacji fizykalnej. Poruszane w tym
rozdziale zagadnienia, ujete w sposdb sformalizowany, mozna znalezé pfzede wszystkim w ksigz-
ce: A. A, XAPKEBUY, Cnexmpu u anasus (Mockra 1952) oraz w rozdz. VII mono-
grafii: J. SEIDLER, Statystyczna teoric odbioru sygnafdw (Warszawa 1963, PWN),

(®#) Autor zaklada tu milczaco, e chodzi o drgania oscylatora harmonicznego (zob. rozdz.
9.7). Na ogbl zwigzek pomiedzy energia drgan a ich czestotliwobeia zalezy od charaktern drgat
i moze byé¢ inny niz AE = n Aw. ;

(38) W tej czedei rozdzialu, w przeciwienistwie do poprzednich, autor zaklada milczaco,

ze funkeja f(¢) moze przyjmowaé wartoéci zespolone.
+00

(®4) Wniosek ten wynika stad, 7e E2 = f FH () de.
00

(*) Autor snuje tu rozwazania oparte na odlegtych analogiach pomiedzy wlasnodciami
obserwowanych w warunkach makroskopowych sygnaléw a wlasnodciami drgaf oscylatora
harmonicznego, podlegajacego prawom mechaniki kwantowej. Fakt, ze mimo zupelnie innego
<charakteru zjawisk otrzymuje sig podobnego typu zaleznoci liczbowe, jest niewatpliwie ciekawy.

(8% Autor zaklada w tej czeSci rozdzialu, ze funkcja f(2) jest funkeja rzeczywista (zob.
notka (8:3)). : '

(87) Sformutowanie to ma charakter zatozenia, gdy# na ogét, np. dla funkeji nieciagtych,
jest ono w sposob oczywisty falszywe.

(8:#) Jest to zalozenie do$é ogdlnikowe, w ktérym autor omija jedno z trudnych zagadnien
analizy widmowej polegajace na tym, e nie istnieja, poza funkejami identycznie réwnymi zeru,
funkeje, ktore znikalyby na zewnalrz pewnego przedzialu czasu i ls:t(’)‘rych. widmo byloby rowne
zern na zewnalrz pewnego przedziatu czestotliwoéci. Wynika to z twierdzenia podanego przez
Wienera (zob. R. Pavry, N. Wiener, Fourier Transforms in the Complex Domain, New
York 1934), ktére brzmi: jezeli funkeja oraz jej widmo opadaja na zewnatrz pewnych przedzia-
téw szybeiej niz wykladniczo, to funkcja jest identyeznie réwna zeru. W tej sytuacii o zagadnie-
niach wiasnoéci iloczynu: czas trwania razy szeroko$é widma — moina méwié tylko wprowa-
dzajac definicje tych wielkoéei nie wymagajace zupelnie znikania funkecji czy tez widma na ze-
wnatrz pewnych przedzialéw. Definicje tego typu sa zestawione np. w rozdz. VII ksiazki
J. SEIDLERA cytowane] w motce {8-1).

(8%) Rozwazania z rozdz. 8.8 maja charakter bardzo pobieznego skrétu. Aby zdefiniowaé
plaszezyzne v, ¢, trzeba wprowadzié pojecie sygnala analitycznego (zob. np. ksigzka J. SsioLE-
RA cytowana w notce (31} oraz J. SEmLER, Wspdlczesne metody optymalizacii systemdw
telekomunikacyjnych, Warszawa 1965, WKil).

{819 Autor wprowadza tn funkcje autokorelacji przebiegéw zdeterminowanyeh z uéred-
nieniem po czasie. Pokrywa sie ona z najezefciej stosowang funkeja autokorelacji dla proceséw
przypadkowych, uérednieniem statystycznym tylko dla proceséw ergodycznych (zob. np.
rozdz. VII ksigzki J. SmibreRrA cytowane] w notce (31)).

(%11} Autor ma tu na myéli wariant twierdzenia Wienera-Chinczyna dla funkcji zdetermi-
nowanych. Najczeéeiej podawana postaé tego twierdzenia dotyczy zwigzkéw pomigdzy funkcja
statystycznej autokorelacji przypadkowego procesu stochastycznego a gestodcig jego widma
{zob. np. rozdz. VII ksigzki J. SEIDLERA cytowane] w notce (81)),
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(312) Definicje szumu bialego mozna znalezé np. w rozdz. VII ksigzki J. Seiprera
cytowane] w notce (31).

(813) W przeciwienstwie do poprzednich rozwazan, ktére dotyezyly funkeji zdetermino-
wanych, autor nawiazuje tu do zagadnien dotyczacych proceséw przypadkowych (zob. np.
rozdz. VII ksiazki J. SeiDLERA cytowane] w notce (3-1)).

(334) Wyczerpujaca dyskusje powiazan pomiedzy zagadnieniami filtracji a analiza wid-
mowa mosna znalezé w rozdz. 8 ksiazki A. BLanck-Larmmrre, R. Forter, Théorie des fon-
ctions aléatoires, Paris 1953, Maison. _

(813} Podobnie jak zespoty liczb %, %y, x, mozemy interpretowaé jako punkty w prze-
strzeni tréjwymiarowej z prostokatnym ukladem osi odpowiadajacych wektorom d,, dy, dg,
tak samo zespoly liczb y, == kb, = hyb, = hzb; majace sens czestotliwoéei mozemy traktowaé

jako punkty tréjwymiarowej przesirzeni z prostokatnym ukladem osi wspélrzednych odpowia-
~ dajacych wektorom by, by, by 7 tym, ze dlugoéci tych wektoréw sq odwrotnodciami dlugoéel
wektoréw dy, dg, d;. Przestrzen punkidw o wspéhrzednych yy, ¥, v; ma sens przestrzeni
czestotliwodei, .

(318) W przestrzeni czestotliwodei (zob. notka (3-19)).

(®1) Wstep do zagadnien termodynamiki mozna znaleié w jezyku polskim w podrgezni-
kach: L. Lanpau, E. Livszyc, Fizvka statystyezna, Warszawa 1959, PWN (przek}. z ros.);
W. WEIZEL, Fizyka teoretyczna, t. 2, cz. 1 i 2, Warszawa 1957, PWN (przekl. z niem.).

(*2) Wstep do teorii oscylatoréw kwantowych mozna znalezé np. w podrecznikach eyto-
wanych w notce (*1). '

{(**1) W ciagu minionego dziesieciolecia ukazalo sig wiele podrecznikéw traktujacych
o sgumach termicznych w oporach, lampach i pélprzewodnikach (zob. np. B. 1I. THXOHOB,
Cmamucmuseckan paduomexnuka (Mockpa 1966), oraz R. Kine, FElectrical Noise
(London 1966)).

(**1) Autor omawia w tym rozdziale powiazania pomiedzy pewnoscia, dokladnoécig
ainformacja dla kilku konkretnych metod pomiarowych. Jak wykazal J. SEIDLER w rozdz. VI
ksiaski cytowane] w notee (17), isinieja ogdlne zwiazki pomiedzy znormalizowanym bledem,
pewnoéeig a ilodcig informacyi, kiére mozna wyprowadzié bez odwolywania si¢ do zjawisk
fizyeznych lezacych u podstaw danej metody pomiarowej. Zwiazki te w powiazaniu z omawia-
nymi w rozdz. 6.7 ogdlnymi zwiazkami pomiedzy iloécia informacji uzyskiwanej pray pomiarze
a zmiana entropii ukladu pomiarowego — prowadza w wielu przypadkach do podobnych za-
leinoéei jak te, ktére antor wyprowadza tu na ,zupelnie innej drodze®, analizujac szezegdlowo
konkretne metody pomiarowe.

(161) Wspominane w notce (15:1) ogélne zalesnoéci pomiedzy dokiadnodeia, pewnoseig
a iloéeig informacji mozna tez traktowaé jako jeden z wyrazéw zasady nieoznaczonoéei.

(1.1 Autor podaje tutaj, oparty w duzej mierze na przeslankach heurystycznych, szkie
dowodu twierdzenia Shannona o kodowaniu dla kanatu cigglego z bialym szumem gaussow-
skim. Bardziej sformalizowany dowdd oraz liczne cytaty nowszej literatury na ten temat mozna
znale?é w rozdz. IV ksiazki J. SEIDLERA cytowanej w notce (7).

(17-2) Scisle nalezaloby powiedzieé: nie powinnismy wykorzystywaé telegramu, ktéry po
przejiciu przez kanal daje odebrany telegram niezaszumiony taki, iz punkt reprezentujacy
odebrany telegram niezaszumiony lezy blisko punktu M.
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(17:3) Chodzi tu o odebrane telegramy niezaszumione (zob. tez notka (}7:%)).

(274) Gaussowskim nazywamy szum, dla ktovego laczny rozklad prawdopodobiefstwa
dowolnego zespolu probek jest rozkladem gaussowskim (zob. np. romdz. VI ksigiki
1. SEIDLERA cytowane] w noice (7).

(391} O szerokoécl pasma przepuszezania nktadu jest sens mowié tylko wowezas, gdy vklad
jest linjowy badz moze byé linearyzowany. _

(19-2) Autor czyni ta zalozenie ( z ktorego w bardzo istoiny sposéb korzysta w dalszych
rozwazaniach), ze maszyna dokonuje liniowego przeksztaloenia ciagu probek. W ten sposdb
zagadnienie zosiaje bardzo zawezone 1 W dalezym ciagn rozdziatu faktycznie omawiane sg za-
gadnienia liniowych ukladéw impulsowych. Podstawowa metoda analizy takich ukladow jest
tzw. transformacja zet. Dokladne omowienie zagadnieh zwiazanych z liniowymi ukladami
impulsowymi oraz zagadnienie transformacji zel mozna znalezé w wielu podrecznikach. (Zob.
np.: E. Misaxin, L. Bravn, Adaptacyjne uklady sterowania automatycznego, Warszawa
1965, WNT, rozdz. 5).

(193} Autor wprowadza tu tzw. funkeje zet przenoszenia. Szezeg6ly na ten temat moina
19.2),

znalesé w ksiazce E. Misurina, L. BRAUNA cytowane] w notce (

(1944} Wszystkie te uwagi odnosza si¢ jedynie do maszyny realizujacej program liniowy.
Innymi slowy, sa to uwagi shuszne dla liniowego ukladu impulsowego.

(*2-5) Jak zwrécono na to uwage w notce (1%-%), maszyna z programem linlowym jest row-
nowasna linjowemu ukladowi impulsowemu. Rezwazania, ktére tu autor podaje, sa wige fak-
tycznie rozwazaniami nia temat stabilnodcei ukladow liniowych, zawierajacyeh uklady impul-
sowe. Szezegélowe rozwiazanie moina znaleié w wielu podreeznikach, np. w podreczniku
E. MisugNa, L. BRAUNA cytowanym w notce (%2}

{2%1) Stosujac doéé specjalng terminologie, autor rozpatruje tu nastepujace zagadnienie:
Mamy zbiér wiadomoéei bedacych funkcjami pewnych argumentéw z zadanym rozkladem
a priori; nalezy obliczy¢ iloéé¢ informacii, jaka uzyskamy dokonujac wyboru konkretnej funkeji,
z tym jednak, 7e funkcje te mozemy obserwowaé jedynie z ograniczona doktadnoscia. Tak wiec
rozwazany jest faktycznie problem iledei informacji zawartej w funkeji mierzonej ze skoiiczona
dokladnoscia. Zagadnienie to moina ujaé w sposdh ogdlny i écisty poslugujac sig pojeciem
entropii. (Zob. np. rozdz. V ksiazki J. SEIDLERA cytowane] w notee (17).

(20-2) W tym przypadky mozliwoiciq nazywamy moiliwo$é wystapienia (wyboru) funkeji
okreslonej na zbiorze N punktéw o wspélrzednyceh xy, ..., ¥, przy czym w kazdym z tych punk-
16w funkcja moze przyjmowaé jedna spoéréd k dopuszczalnych dyskreinyeh wartodci.
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