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Slowo wstepne

..... teoria gier i cybernetyka stanowia pod-
stawe teorii tego, jak utorowaé Wasza Wiasng
Droge”

W. Ross Ashby

Obserwowany w ostatnich latach burzliwy
rozwoj cybernetyki jako nauki o sterowaniu w ogol-
no$ci i zwigzanym z nim przetwarzaniu informacji
uwypukla znaczenie pewnych galgzi matematyki
wspolczesnej, przydatnych w procesie syntezy zlo-
zonych ukladéw cybernetycznych. Wsrdd tych gale¢zi
matematyki na szczegdlne wyrdznienie zasluguje
teoria gier.

Zainteresowanie teorig gier dalo si¢ zauwazyC juz
w latach II wojny $wiatowej, jednak praktyczne
jej wykorzystanie bylo wdéwczas raczej ograniczone
i sprowadzalo si¢ do analizy gier o malej liczbie
strategii. Dopiero pojawienie si¢ elektronicznych
maszyn cyfrowych pozwolilo na szersze praktyczne
wykorzystanie teorii gier. Maszyna cyfrowa nie tyle
stala si¢ podstawowym narzedziem rozwiazywania
gier o duzej liczbie strategii, ile raczej wskazywala
na mozliwo$¢ wykorzystania teorii gier jako aparatu
formalnego, przydatnego do tworzenia modeli ma-
tematycznych dla probleméw wymagajacych roz-
wigqzania przy pomocy maszyny cyfrowej.

Ukazanie sic w 1948 r. ksiazki Norberta Wienera
Cybernetyka czyli sterowanie i komunikacja w zwie-
rzeciu i maszynie, a w §lad za nia wielu innych publi-
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kacji z zakresu cybernetyki, w szczegdlnosci ksiazki
Rossa Ashby’ego Wstep do cybernetyki, zapoczat-
kowato trwaly zwigzek teorii gier z cybernetyka.
Okazalo si¢ mianowicie, Zze teoria gier jest bardzo
czgsto jedyna 1 niezastqpionq abstrakcja. matema-
tyczna, przydatng w OPISIB formalnym pewnych
zjawisk fizycznych i procesow sterowania, bardzo
istotnych z punktu widzenia cybernetyki.

Sposob zachowania si¢ organizmu Zywego w ob-

liczu natury jest niczym innym, jak pewng gra dwu-
osobowa z naturg, gra — w Kktdrej stosowane przez
organizm strategie zostaly wytyczone w wyniku
wielowiekowych do$wiadczen, nabytych w procesie
obcowania danego gatunku z naturg. Znajgc do-
- kladnie zachowanie si¢ danego organizmu we wszyst- -
kich mozliwych okolicznoéciach, mozna kazdej jego
czynno$ci przyporzadkowaé okreSlona strategie po-
stepowania, wlasciwa dla aktualnie - powstalej sy-
tuacji. - Poniewaz na decyzje organizmu wywiera
wplyw otoczenie, ogllnie — mnatura, zadanie upo-
rzadkowania tych strategii sprowadza si¢ do sformuto-
wania gry dwuosobowej z naturg. Dysponujac ana-
litycznym opisem tej gry mozna zbudowac automat,
ktéry — przeznaczony do rozgrywania modelowane)
przez siebie gry — reprezentowalby zachowanie
si¢ organizmu. Na podstawie wyciggni¢tych wnios-
koéw z modelowania prostych organizmdéw mozna
przystapié do modelowania pewnych ograniczonych
czynnosdct mozgu ludzkiego. -
. To z kolei pozwala na budowe¢ samodmelnych
ukladow cybernetycznych — automatow rozgrywa-
jacych — ktdére w waskim zakresie przewyzszalyby
intelekt czlowieka 1 moglyby zosta¢ wykorzystane
do celowego oddzialywania na okreSlone zjawiska
fizyczne, a tym samym do optymalnego sterowania
przebiegiem interesujgcych mnas procesow.
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Powstanie cybernetyki jest wynikiem wymagan
wspolczesne] cywilizacji, a jej dalszy rozwdj powo-
duje, iz automaty rozgrywajace beda nabieraly
coraz wigkszego znaczenia, dlatego tez wzrasta
potrzeba powazniejszego zajecia si¢ teorig gier
w sencie rozbudowy 1 uwypuklenia jej duzej przy-
datno$ci w cybernetyce. Z tych samych wzgledow
wynika koniecznos$¢ popularyzacji teorii gier w as-
pekcie jej wykorzystania do opisu proceséw stero-
wania, procesOw decyzyjnych, zjawisk fizycznych
i syntezy ukladéw cybernetycznych.

Potrzebg takiej popularyzacji uzasadnia prawie
zupelny brak w Polsce literatury z tego zakresu,
zarowno naukowej, jak i popularnonaukowej. Istnie-
jace opracowania z teorii gier, zreszta bardzo nieliczne
w jezyku polskim, dotycza teorii gier najcze$ciej jako
dzialu matematyki 1 abstrahuja od jej praktycznego
wykorzystania. Ponadto opracowania te sa pos$wie-
cone w zasadzie grom w postaci normalnej, chociaz
wiadomo, Ze sprowadzenie jakiejkolwiek konkretnej
gry, poza najprostszymi, do postaci normalnej jest
zamierzeniem przerastajacym ludzkie mozliwosci
(por. rozdz. 2).

Pierwotna postaciag wigkszosci gier jest postaé
ekstensywna, wielochodowa, i w niej wlasnie tkwi
bogate zZrdédlo abstrakcji przydatnej do formalnego
opisu procesOw, wymagajacych sterowania przy
pomocy automatdw. Biorac to pod uwage, przyjalem
za cel ksiazki scharakteryzowanie gier wielochodo-
wych 1 sposobu ich wykorzystania w rozwigzywaniu
problemow wchodzacych w zakres cybernetyki.
Jednakze, dla umozliwienia Czytelnikowi pelnego
wgladu w teori¢ gier, w ksigZzce przedstawiono réw-
niez krotka charakterystyke gier w postaci normalne;j.
Pomimo 1z ksigzka jest przeznaczona dla szerokiego
grona odbiorcéw, interesujacych si¢ wspolczesna
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nauka i technika, autor ma skryta nadzieje, Ze za-
gadnienia w niej poruszone zainteresuja réwniez
specjalistow z tych galezi wiedzy, ktérych problemy,
w ujeciu teorii gier, tu zostaly zasygnalizowane.

W zakonczeniu niniejszego wstgpu pragng po-
dzieckowaé prof. drowi hab. Juliuszowi Lechowi
Kulikowskiemu z Instytutu Cybernetyki Stosowanej
PAN za zyczliwe ustosunkowanie si¢ do projektu
ksigzki, jak réwniez prof. drowi inz. Jerzemu Bro-
mirskiemu z Instytutu Cybernetyki Technicznej Poli-
techniki Wroclawskiej za szereg cennych dyskusji
i uwag, dotyczacych przedstawionych w ksigice
problemow.



1

Charakterystyka teorii gier

Przedmiot teorii gier

Teoria gier, jedna z galezi matematyki wspol-
czesnej, jest matematyczng teoria sytuacji kon-
fliktowych. Celem tej teorii jest opracowanie wska-
zowek dla racjonalnego dzialania kazdej ze stron
wystepujacych w  sytuacji konfliktowej. Sytuacje
konfliktowe sa to sytuacje, w ktérych krzyzuja si¢
sprzeczne tendencje rdéznych stron, realizujacych
réine cele. Przebieg sytuacji konfliktowych zalezy
od decyzji, podejmowanych przez uczestnikéw kon-
fliktu, przy czym kazdy z uczestnikéw dazy do za-
stosowania takiej decyzji, ktéra przyczyni sie do
rozwoju sytuacji na jego korzysc.

Sytuacja konfliktowa wystgpuje w réznych dzie-
dzinach Zycia zaréwno w Zyciu pojedynczego czlo-
wieka, jak i w zyciu spoleczenstw, w egzystencji
prostych zywych organizmdéw 1 w odwiecznym daze-
niu czlowieka do rzadzenia otaczajagcym go $wiatem.

Najbardziej zauwazZalnym, jednoznacznie zdefinio-
wanym, a przez to klasycznym przykladem kon-
fliktu jest konflikt wojskowy w warunkach walki
zbrojnej. Konflikt ten, tak stary jak historia ludz-
kosci, sprowadza si¢ do tego, Ze interesy militarne
dwoch stron uczestniczacych w procesie prowadzenia
walki zbrojnej sa calkowicie ze soba sprzeczne
1 kazda ze stron dazy do realizowania takich decyzji,
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ktore wediug subiektywnych przestanek umozliwia
jej uzyskanie sukcesu w postaci zwycigstwa. Innym
przykladem bardzo wyraZnych konfliktow sa kon-
flikty polityczne, spoleczne 1 ekonomiczne. Nato-
miast najbardziej trywialnym przykladem sa kon-
fikty wynikajace z regut prowadzenia.gier towarzy-
skich, np. gry w szachy, warcaby, pokera itp.

Wielka liczba sytuacji konfliktowych i potrzeba

ich analizowania, w celu okreSlenia optymalnej
dBCYZ_}l dla jednej ze stron, przyczynilty si¢ do powsta-
nia teorii przydatnej zaréowno do formalnego opisu
sytuacji konfliktowej, jak 1 do jej analizy. .
-~ Poniewaz zwykia gra towarzyska jest przykitadem
sytuacji konfliktowej i zawiera wiele skladnikéw
wspolnych wszystkim konfliktom, teorie te od stowa .
,gra” nazwano teoriag gier. Z tych samych
wzgledéw w teorii gier wykorzystano terminologie
wystepujaca w opisie zwyklych gier. Stad tez strony
uczestniczace w danej sytuacji konfliktowej przyjeto
nazywaé graczami, rezultat konfliktu —
wygrana jednego z graczy lub w szcze-
golnym przypadku remisem, natomiast decyzje
podejmowane przez uczestmkow konfliktu przy_;c;to
okre§la¢ mianem strategii. -

- Wiadomo Jednak ze kazda sytuaqa konf hktowa

zu;ta bezposrednio z praktyki, jest dos¢ zlozor;a.
a -jej analiza -— utrudniona istnieniem hcznych
czynnik 6w ubocznych :

Aby dang sytuacje konf’ hktowa moZna bylo po—
traktowaé jako gre realizowana przez strony uczestni-
czace w konflikcie, nalezy uwolni¢ si¢ od -drugo-
rzednych ubocznych czynnikéw, a tym samym
okre$li¢c reguly gry. Laczy si¢ to ze szczegdlowa
analiza sytuacji konfliktowej, ktorej wynikiem . jest
uproszczony, sformalizowany model sytuacji kon-
fliktowej, zashugujacy na miano gry.
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W kazdej grze bgdacej modelem matematycznym
sytuacji konfliktowej uczestniczyé musi co najmniej
dwoch graczy, przy czym Kazdy z graczy musi mie¢
co najmriej dwie strategie. |

Gre¢ z dwoma graczami nazywamy gra dwuosobowa,
natomiast gdy liczba graczy jest wigksza od dwdéch,
mamy do czynienia z gra wieloosobowg. Gra prowa-
dzona jest wedlug Scile okres§lonych regut; dla gry
bedace; modelem sytuacji konfliktowej reguly wy-
nikaja z praw rzadzacych dana sytuacja konfliktowa.
W procesie realizacji gry zgodnie z zadanymi regu-
tami dochodzi si¢ do pewnych wynikéw kofcowych
gry. Wynik koncowy gry okresla jedn‘oznacznie tzw.
wyplatfg dla kazdego z graczy, a wigc jest pewng
miarg realizacji celu przez danego gracza.

- Mozna zada¢ sobie pytanie: jakie korzysci uzysku-
jemy z. modelu matematycznego gry opisujacej
interesujaca nas sytuacj¢ konfliktowa? Otéz model
ten przedstavna pewne zadanie, ktore nalezy roz-
wigza¢. Rozwigzujgc to zadanie, tzn. rozwiazujac
gre, okreshmy optymalne strategie . postgpowania
dla kazdego Z graczy, a tym samym ~optymalne de-
ne_J sytuacji konfliktowe;. Wymka Z tego olbrzymia
korzys¢, gdyz istnieja przeslanki wyznaczenia. opty-
malnych drég postgpowania w roznorodnych sytua-
cjach konfliktowych. ,

“Podsumowujac ‘w tym punkcie nasze rozwazania
mozemy stwierdzié, ze przedmiotem teorii gier jest
budowa i analiza ‘modeli majacych postaé. gier
i bedacych odbiciem okre§lonych zjawisk konflikto-
wych, wystepujacych w obiektywne;j rzeczywmtosm
otaczajacej wspolczesnego czlowieka.
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Troche historii

Pojecie gry jest bardzo stare, niektorzy (Johan
Huizinga) twierdza, Zze gra jest starsza od kultury.
Gry wynalezione przez czlowieka i narzucone mu
przez natur¢ byly i sa w dalszym ciagu obrazem
pewnych fikcyjnych sytuacji konfliktowych. Prawdo-
podobnie niektdre rodzaje gier, np. gra w szachy,
zostaly stworzone po to tylko, by w wyniku uczestni-
czenia w nich mozna bylo opanowal sztuk¢ umie-
jetnego zachowania si¢ w zlozonych sytuacjach

konfliktowych.

‘Brak metod umozliwiajacych wybo6r optymalnych

~decyzji w sytuacjach konfliktowych uzasadniat po-

trzeb¢ szkolenia umysldw poprzez rozwigzywanie
fikcyjnych sytuacji konfliktowych. Szkolenie takie
uwarunkowane bylo rowniez tym, Ze od najdawniej-
szych czasdw stopien optymalnosci podejmowanych
przez dana osobe decyzji w sytuacji konfliktowej byt
uzalezniony od stopnia do$wiadczenia- tej osoby.
Dos$wiadczenie to ugruntowywano przez uczestnictwo
w celowo stworzonych fikcyjnych sytuacjach kon-
fliktowych, bedacych subiektywna kopia obiektywnej
rzeczywistosci. Przykladem tego sg stosowane do

- dzisiaj we wszystkich armiach $§wiata gry wojenne

jako forma szkolenia dowddcow i sztabéw w po-
dejmowaniu decyzji co do dziatan bojowych.

Wiadomo jednak, Ze decyzje podejmowane wy-
lacznie na podstawie do$wiadczenia sg bardzo czgsto
dalekie: od optymalnych, Czego bogatym zrodlem
przykladow jest historia wojen. Dlatego tez wraz
z rozwojem nauki rosla coraz bardziej potrzeba
okreSlenia metod naukowej analizy sytuacji kon-
fliktowych.

Pierwsze naukowe podejscie do gier jako do sytu-
acji konfliktowych spotykamy w XVII w. w kores-
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pondencji matematykéw francuskich Pascala i Fer-
mata oraz w pracach fizyka holenderskiego Huy-
ghensa. Uczeni ci, zajmujac sie analiza konkretnych
gier, nie byli jednak jeszcze w stanie zaproponowaé
graczcom zadnej recepty na wygrana. Przekonanie
o bezuzytecznos$ci zastosowania metod matematycz-
nych do sytuacji z Zycia codziennego zahamowalo
na diugo rozwdj teorii gier, ktorej odrodzenie nastg-
pito dopiero w pierwszej potowie XX w. Matematyka
nagromadzita bowiem wtedy caly arsenal Srodkow
i metod badawczych, ktére mozna bylo wykorzystaé
do stworzenia aparatu formalnego tej teorii.

Pierwsze powazniejsze koncepcje zwiazane z teoria
gier wystepuja w pewnych pracach francuskiego
matematyka E. Borela z 1921 r., jak rowniez w podz-
niejszych, zwlaszcza w pracy opublikowanej w 1927 r.,
w ktorej Borel sformulowat twierdzenie o ,,minimak-
sie”’, lecz nie udowodnil go.

Polskiego czytelnika szczegdlnie zainteresowac po-
winien fakt, Ze pierwsza polska praca z teorii gier
ukazala juz si¢ w 1925 r. Byl nia artykut polskiego
matematyka H. Steinhausa pt. ,,Definicje potrzebne
do teorii gier 1 poscigu”, opublikowany we Lwowie
w ,,Mysli Akademickiej”.

Jednakze za gldwnego tworcg teorii gier uwaza si¢
powszechnie wybitnego amerykanskiego matematyka,
Johna von Neumanna*, ktéry w swej publikacji
z 1928 r. sprecyzowal podstawowe pojecia teorii
gier 1 udowodnil fundamentalne twierdzenie tej
teorii, tzw. twierdzenie o ,,minimaksie”. A

* John von Neumann (1903—1957) — jeden z naj-
wickszych matematykow XX w. Urodzil si¢ w Budapeszcie
i w tamtejszym uniwersytecie majac 23 lata uzyskal stopien
doktora nauk matematycznych. W 1927 r. zostal docentem
uniwersytetu w Berlinie, a w 1929 r. — w Hamburgu. W 1930 r.
wyjechal do Stanow Zjednoczonych, gdzie znalazl si¢ w gronie
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Wszystkie wymienione prace, lgcznie z praca
von Neumanna z 1928 1., nie zwrdcily na siebie
niczyjej uwagi. Byly to prace zbyt specjalistyczne,
przeznaczone dla matematykow, a nie dla przed-
stawicieli tych nauk, w ktdérych pojecie konfliktu
odgrywa wazna role. Dopiero ukazanie sie w 1944 r.
ksigzki napisanej przez von Neumanna i amerykan-
skiego. ekonomiste Morgensterna wzbudzitlo wielkie
zainteresowanie teorig gier. Ksigzka ta, noszaca
tytul Theory of Games and Economic Behavior (Teoria
gier 1. postgpowania ekonomicznego), stala si¢ po
prostu klasycznym dzielem tej teorii, na ktorym
opiera si¢ wigkszo$C wspolczesnych badan z zakresu
teoril gier. Poczawszy od 1944 r. na $wiecie ukazatlo

| si¢ duzo publikacji po§wigconych teorii gier, jednakze
- jeszcze zbyt malo, aby ja dostatecznie spopularyzowaé.

Ten brak szerszej popularyzacji teorii gier niewatpli-
wie jest przyczyna zbyt powolnego jej rozwoju.
Bardzo czesto, wylacznie wskutek niedostatecznej
wiedzy, w praktycznych zastosowaniach odrzuca si¢
idee teorii gier, mimo ich niezaprzeczalnie wielkiej
przydatnosci do tych zastosowan. '

pracowmkow naukowych umwersytetu w Princeton. W 1931 r
otrzymal tytut profesora. Od 1933 r. az do konca swego zyc;a
byl profésorem matematyki w zakladzie studiow podyplo-

 mowych uniwersytetu w Princeton. Od 1955 r. cztonek Komisji

do Spraw Energn Atomowej Stanow Zjednoczonych.

' Wsrdéd jego wielu osiggnieé naukowych na szczegélna
uwage zashuguja prace z zakresu mechaniki kwantowej, teorii
automatoéw, projektowania maszyn matematycznych i z teorii
gier. Przy wykorzystaniu koncepcji von Neumanna dotyczacej
struktury -logicznej maszyn matematycznych budowane , sg
wspolczesne komputery. Opracowany przez niego w- 1945 r.
projekt maszyny cyfrowej, nazwanej EDVAC, jest kamieniem
wegielnym rozwoju wspélcmnej techniki i nauki, w ktérych
komputery odgrywaja coraz wazniejsza role. ,
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Pojecia podstawowe 1 podzial gier

Gra jest modelem abstrakcyjnym pewnej sy-
tuacji konfliktowej i jest prowadzona wedlug Scisle
okres§lonych regul. W ogdélnym przypadku w grze
moze uczestniczy¢ kilku uczestnikow, ktorych inte-
resy sa sprzeczne. Rozwazania nasze zawezimy do
rozpatrywania gléwnie gier dwuosobowych, gdyz
gra dwuosobowa jest najprostszym 1 najczescie]
spotykanym modelem sytuacji konfliktowej. W celu
na$wietlenia podstawowych pojc¢ wystepujacych
w teorii gier przyjmiemy, Zze gre prowadzi dwoch
graczy, ktorych oznaczymy symbolami 4 1 B. Gra
ta jest pewnym przedsiewzigciem, skladajacym sig
z kilku poczynan graczy A i B, ktorzy realizujac to
przedsiewzigcie daza do przeciwnych celow. Po-
czynania graczy sa -okreSlone regulami gry. Przez
reguly gry rozumiemy zbidér umoéw, ktdre okredlaja
sposéb postepowania graczy, zakres wiadomosci
kazdego z nich o post¢gpowaniu przeciwnika, sposob
okreslenia wynikow gry itp. W ujeciu abstrakcyjnym
gra jest niczym innym, jak zbiorem opisujacych ja
regut. Zwykle istnieje kilka mozliwych wariantow
rozegrama danej -gry. Kazdy  konkretny przyklad
rozegrania danej gry, wedlug depuszczonego regu-
fami gry wariantu, nosi nazwe¢ partil..

Elementami skladowyml gry sa ruchy, gra Jest
po prostu ciggiem ruchow . wykonywanych przez
graczy w okreSlone;j kolejnosci Ruch dotyczy pew-
nego etapu w proce51e realizacji gry.

Na danym etapie gry kazdy z graczy wyblera zZe
zbioru dopuszczalnych dla siebie dzialan tylko jedno
dzialanie. To wybrane dzialanie nosi nazwe¢ wyboru.

Zalézmy, ze w-pewnej grze w karty gracz 4, na
ktdrego- przypada ruch, dysponuje talig: skladajacq
sic z o§miu kart; wéwczas mozemy powiedzie¢, Ze
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ruch gracza 4 obeymuje osiem mozliwych wybordw.
Wyjscie przez gracza A konkretng karta bedzie wy-
borem. Ruch kryje wigc w sobie zbidr alternatyw,
a wybor okresla jedna tylko, wybranag w danym
momencie konkretna alternatywe. Pojecie ,,ruch”
pozostaje w takim stosunku do pojgcia ,,wybor”,
jak gra w stosunku do partii gry. Stad tez’ mowimy, ze
gra jest ciggiem ruchow, a partia gry — ciagiem
wyborow.

Pojeciem nie mniej waznym niz ruch i wybdr jest
w teoril gier pojgcie strategii. Strategia nazywa sie
zbidr regul, jednoznacznie okreslajacych wybdr dzia-
tania danego gracza w kazdym ruchu w zaleznosci
od sytuacji, jaka moze powstaé w procesie prowa-
dzenia gry. Aby okresli¢ strategie dla danego gracza,
nalezy rozpatrzy¢ wszystkie mozliwe do powstania
sytuacje w grze i1 kazdej sytuacji, i to w kazdym
ruchu, przyporzadkowa¢ odpowiedni wybér dzia-
lania. Po wybraniu strategii gracz moze juz w grze
nie uczestniczy<¢, lecz podaé spis regul postepowania,
opisujacych wybrana strategie, innej osobie, ktéra
go bedzie reprezentowala w danej grze. W szczegol-
nym przypadku gracza moze zastapi¢ automat dzia-
lajacy zgodnie z zadang mu strategia.

Zajmijmy si¢ teraz pewna klasyfikacja gier, pozo-
stawliajac w mocy zaloZenie, Ze interesujag nas wy-
facznie gry dwuosobowe. Kryteria podzialu gier sa
bardzo rdinorodne, np. moze by¢ przeprowadzony
~ podzial gier ze wzgledu na . sposéb okreélama wy-
nikow gry.

W grze dwuosobowej wynik gry moze oznaczaé
wygrang gracza A, wygrang gracza B lub remis.
Zwykle wynik gry wyraza si¢ iloSciowo liczbami.
Na przyktad liczba ze znakiem ,,plus” moZe ozna-
cza¢ liczbe¢ punktéw wygranych przez gracza A,
natomiast liczba ze znakiem ,,minus’” moze oznaczac
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liczbe punktow przegranych przez gracza 4, a wygra-
nych przez gracza B. W takim ujeciu zero oznacza-
loby remis w grze. Gra, w ktorej jeden gracz wygrywa
to, co drugi przegrywa, nazywa si¢ gra z suma zerowa,
gdyz w grze tej suma wygranych obu stron rowna jest
zeru. W grze z suma zerowa interesy obu graczy sa
wyraznie sprzeczne. i

Przeciwstawnym typem gry jest gra o sumie nie-
zerowej, zwana czesto gra nieSci$le konkurencyjna.
W grze tej liczba punktow wygranych przez gracza A
nie réwna si¢ liczbie punktow przegranych przez
gracza B. W grze o sumie niezerowej istni€ja réznigce
si¢ kryteria oceny wynikéw gry dla poszczegolnych
graczy.

Bioragc pod uwagg charakter i ilo$¢ informacji
bedacych w dyspozycjt graczy, a dotyczacych procesu
rea]izacji gry, gry dzielimy na gry z pelng informacja
181y z mepeinq mformaqq Gry z pelng informacja,
nazywane rowniez grami o kompletnej informacji,
charakteryzuja sie tym, ze kazdy z graczy zna przy
kazdym ruchu sytuacj¢ powstala w grze oraz wyniki
wszystkich poprzednich ruchéw zaréwno wlasnych,
jak i1 swego przeciwnika. Przykladem gier z pelna
informacjg sa szachy, warcaby, gra w kélko 1 krzyzyk.
Wickszoé¢ gier majacych praktyczne znaczenie na-
lezy do gier z niepetna informacja. Brak pelnej in-
formacji ‘w- grze. meoze si¢ objawiaé rdoznorodnie,
np. gracz A wykonujac ruch nie zna poprzedzajacego
ten ruch wyboru gracza B, a tym samym nie zna
sytuacji powstalej w grze. Przykladem gier z niepelna
informacja sa gra w domino, gry w karty oraz gry
wojenne opisujace sytuacje bojowe na polu walki.

W zaleznosci od liczby mozliwych strategii, gry
dziela si¢ na skonczone i nieskonczone. Gra skon-
czong nazywamy gre, w ktdrej kazdy gracz ma tylko
skoficzona liczbe strategii. Natomiast gra nieskon-
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czona jest to taka gra, w ktdrej co najmmej Jedna
ze stron ma nieskonczenie wiele-strategii.

‘Gry dwuosobowe, z punktu widzenia jednego
z graczy uwzgledniajacego osobowo$é gracza druglego
mozemy podzieli¢ na gry z rozumnym przecuwmklem
1 gry z naturg. Gry z naturg charakteryzuja si¢ tym,
ze natura jako druga strona gry nie jest zaintereso-
wana koncowym wynikiem gry, a wykonywane. przez
mac ruchy maja charakter losowy. ‘

- Pojgcie gry z natura, czesto nazywanej gra przeciw
naturze, jest' bardzo pomocne przy formowaniu
modeli ma.tematycznych opisujqcych procesy . stero-
- wania, a wigc gra ta zajmuje szczegdlna pozycjg
- w cybernetyce.

Ze wzglc—;du na charakter prowadzenia gler oraz
postaé opisujacego je modelu  matematycznego,
gry dzielimy na gry w postaci normalnej i gry w-po-
staci ekstensywnej, wystc;puﬁce bardzo ' czesto pod
nazwg gier wielochodowych.' Podzial ten jest chyba
najistotniejszym podzialem w teorii gier, gdyz uwy-
pukla w niej dwa podstawowe i.réznigce sie migdzy
soba sposoby podejscia do pojecia gry i-jej 'przed-
stawienia. Gra w postaci normalnej reprezentuje
- pewien proces statyczny, Jednora.zowy 1 niezmienny
W czasie, natomiast gra -w postaci ;ekstensywnej
reprezentuje = pewien  proces dynamiczny, a“- wigc
zmieniajacy si¢ w czasie. W grze w postaci normalne;
kazdy z graczy dysponuje zbiorem przyporzadko-
wanych mu strategii. Realizacja -gry w postaci nor-
malne] sprowadza si¢ do - tego, Ze. obaj gracze do-
konuja jednocze$nie. wyboru po jednej ze swoich
strategii, przy czym Zaden z graczy nie zna wyboru
strategii swego przeciwnika. Wybdr strategii przez
graczy jest jednocze$nie poczatkiem i koncem danej
partii gry i jednoznacznie okre§la jej wynik. Postaé
normalna konkretnej gry jest uogélnionym modelem
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tej gry, umozliwiajacym jej analize celem okreslenia
optymalnych strategii graczy, natomiast nie wnika
w proces prowadzenia gry.

W odréznieniu od gry w postaci normalnej, bedacej
procesem jednoetapowym, gra w postaci ekstensyw-
nej Jest w1eloetapowym procesem prowadzenia gry,
a wigc reprezentuje gre wielochodowa.

Gra wielochodowa przebiega w funkcji czasu
i jest ciagiem ruchdw wykonywanych przez graczy
w okreslonej kolejnosci — na przemian i nie jedno-
czesnie (np. gra w szachy). W grze wielochodowej
podstawowym elementem procesu realizacji gry jest
ruch i dokonywany w nim wybdr, natomiast w grze
przedstawionej W postaci normalnej zasadnicza rolg
odgrywa wybor strategii.

- Gry w postacl normalnej i gry w postaci eksten-
sywne] omowione zostana szerzej w nastgpnych
rozdzialach niniejszej ksigzki.




2 | L

Gry w postaci normalnej

Model matematyczny gry dwuosobowej

Gléwna 1 podstawowa role w teorii gier spel-
niaja gry dwuosobowe, gdyz wickszo§¢é sytuacji
konfliktowych mozna sprowadzié do konfliktu dwdch
stron. Sposréd wymienionych we wstepie rodzajéw
- gier dwuosobowych, najprostszym i jednoczesnie
najdokladniej opracowanym modelem gry dwuoso-
bowej jest gra dwuosobowa o sumie Zerowe;j.

- A oto krétka charakterystyka tej gry. Z gra dwu-
osobowa o sumie zerowe;j mamy do czynienia wtedy,
gdy w sytuacji konfliktowej opisanej modelem gry
wystepuja dwie strony, przy czym interesy stron sa
przeciwstawne, a wygrana jednej ze stron réwna Si¢
przegranej drugiej. Strony gry nazywaé bedziemy
po prostu graczami. Najwygodniejszym do analizy
modelem matematycznym tej gry jest jej postaé
normalna. Zgodnie z definicja postaci normalnej gry,
W procesie realizacji takiej gry kazdy z graczy wy-
biera jedna z mozliwych dla siebie strategii, przy
czym wybor ten gracze przeprowadzaja réwnoczeénie.
Przez okreslenie dla obu graczy 4 i B wszystkich
mozliwych dla nich strategii uzyskamy dwa zbiory:
zbior strategii gracza A i zbidr strategii gracza B.
Zbiory te oznaczymy nast¢pujaco

22



dla gracza A
Y ={Y,, Y5, oo, Yy ..y Yu}

dla gracza B
Z=1{Zy, Zy e Zjy vy Zs}

Element Y, zbioru Y jest i-ta strategia gracza A,
zaSelement Z; zbioru Z jest j-ta strategia gracza B.
W ogdlnym przypadku liczba strategii gracza A4
moze sie znacznie rézni€ od liczby strategii gracza B,
stad tez m # n. Pojedyncze strategie zbioru Y i Z
bedziemy umownie nazywaé strategiami czystymi,
w odrdznieniu od tzw. strategii mieszanych, ktdre
zdefiniowane zostang podzniej. Kazdej parze strategii
czystych, wybranych przez graczy, odpowiada okres-
lony wynik gry. Na przyklad, gdy gracz 4 wybratl
strategie Y;, a gracz B wybral strategi¢ Z;, to jedno-
znacznie zostanie okre§lony wynik gry, oznaczony
umownie symbolem a;;. Wynik ten, nazywany bardzo
czesto wyplata, moze mie¢ wiele interpretacji. Moze
mianowicie wskazywaé, ile jednostek pieni¢znych
gracz B placi graczowi 4 (lub odwrotnie), moze
wskazywaé na prawdopodobienistwo realizacji pew-
nego przedsiewziecia przez ktérego§ z graczy lub po
prostu moze tylko wskazywa¢ na umowna wielko$¢
wygranej {lub przegranej) przez danego gracza.
Zwykle wynik gry okreSla si¢ z punktu widzenia
interesOw jednego z graczy, np. gracza A, wigc liczba
dodatnia wskazywaé mozZze na stopien wygrane]j
gracza A4, a liczba ujemna na stopie wygranej gra-
cza B. Stad tez wyplata a;; = 5 bedzie oznaczala,
ze gracz A wygrywa 5 umownych jednostek, za$
gracz B przegrywa 5 jednostek; odwrotna sytuacja
powstanie wéwczas, gdy a;; = —3.

Warto$é wyplaty zalezy od wybranych przez graczy
strategii. Aby ulatwi¢ sobie analize gry, wyniki gry

23



zestawiamy w specjalnej tablicy prostokatnej, umow-
nie nazwane] macierza gry lub macierza wyplat.

W  ogdlnym ujeciu pod terminem ,,macierz”
rozumie si¢ zbidr liczb zapisanych w postaci prosto-
katnej tablicy o m wierszach i n kolumnach. Tablice
0oznaczajacq macierz ujmuje si¢ w nawiasy kwadra-
towe tak, jak to przedstawiono poniZej

— —

all alz 2ea alj ses aln
a21 a22 aen azj . ww aZ“

tttttttttttttttttttt

-------------------

_ An1 Az -.. amj vor Qi _
Liczby a;; umieszczone w macierzy nazywamy ele-
mentami macierzy, przy czym pierwszy wskaznik
elementu ag;; oznacza numer wiersza, drugi — numer
kolumny. Symbol a;; umownie nazywa si¢ elementem
- ogblnym macierzy, gdyz w zalezno$ci od wartosci
wskaZznikéw i, j okresla on ten lub inny element
macierzy. Gdy macierz sklada si¢ z m wierszy 1 »
kolumn, woéwczas moéwi sig, Ze jest to macierz wy-
miaru mxn lub typu mxn, przy czym gdy m # n,
to macierz jest prostokatna, natomiast dla m = n
macierz jest kwadratowa. Macierz gry réini si¢ tym
od macierzy przedstawionej w ujeciu ogdlnym,
ze jej wiersze i kolumny oznacza si¢ dodatkowo sym-
bolami, bedacymi nazwami strategii graczy.

Macierz gry mozemy przedstawi¢ symbolicznie
w nastgpujacy sposob
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B
A
Y, aii a» a; Ay
Y, az;1 | Qa2 aj; sy
Y; a4 a;s a;; Ain
Yo | Gui | Qua oo | Quy | oo | Qg

Wiersze macierzy gry sg opisane strategiami gracza A,
a kolumny — strategiami gracza B. Dowolny wspdél-
czynnik aq;; zapisany w klatce powstalej z przeciecia
i-tego wiersza 1 j-tej kolumny wskazuje na wielkos¢
wyplaty, jaka uzyska gracz A w przypadku, gdy za-
stosuje strategi¢ Y;, a gracz B — strategic Z;. Gra
wyrazona przy pomocy macierzy gry, w ktorej zZnaj-
duje si¢ m wierszy 1 n kolumn, nazywa sie gra typu
mxn. Gra taka jest gra skonczona, gdyz kazdy
z graczy ma skonczong liczbe strategii. Dla ilustracji
sposobu zapisu gry w postaci macierzy rozpatrzymy
prosty przyldad gry.

Przykitad 1

Dwaj gracze A i B rédwnoczesnie i niezaleznie od
siebie zapisujg kazdy jedng z trzech liczb: 1, 2 lub 3.
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Jezeli suma napisanych liczb jest parzysta, to gracz B
placi graczowi 4 tg¢ sum¢ w zlotéwkach, jesli suma
jest nieparzysta, to na odwrdt, gracz A placi ja gra-
czowi B. | |

Powyzsza gre nalezy przeanalizowaé i utworzy¢
macierz gry. Ze stlownego opisu gry wynika, Zze kazdy
z graczy ma trzy strategie. Dla gracza A4 strategie te
przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

Y, — napisa¢ 1, ¥, — napisa¢ 2, Y3 — napisac 3.
" Podobnie dla gracza B mamy strategie:
.Z, — napisa¢ 1, Z, — napisa¢ 2, Z3 — napisac 3.

Gra jest gra typu 3 x 3, a jej macierz przedstawia si¢
nastepujaco

B

Rozpatrzmy te gre z punktu widzenia gracza A.
Gdyby gracz A wiedzial, jaka strategi¢ czysta za-
stosuje gracz B, nie mialby zadnych trudnosci ze
znalezieniem swojej najlepszej strategii czystej. Je-
zeli np. wyborem gracza B bylaby strategia Z;, to
gracz A zastosowalby strategi¢ Y,, gdyz wowczas
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wygrywa 4 zlote, stosujac natomiast strategi¢ 'Y,
gracz A wygralby tylko 2 zlote, a stosujac strategic Y,
przegratby 3 zlote.

Korzystajac z macierzy gry mozna okre$lié w ana-
logiczny sposob najlepsze strategie gracza A4 dia
pozostatlych dwoch strategii gracza B, tj. strategii Z,
1 Z3, oczywidcie przy zalozeniu, ze gracz A jest wczeé-
niej poinformowany o wyborze gracza B. Poniewaz
Jednak obaj gracze dokonuja wyboru Jednoczesme
1 gracz A nie jest informowany o zamiarze swego
przeciwnika, okreslenie optymalnego postepowania
gracza 4 w grze jest zadaniem nielatwym.

W podobny sposéb mozemy przeanalizowaé gre
z punktu widzenia gracza B, dochodzac do tego
samego wniosku, Ze okreSlenie optymalnego poste-
powania gracza B jest réwniez zadaniem nielatwym.
Zadanie to jest rozwiazywalne, jednakze aby je roz-
wigza¢, musimy zna¢ dostatecznic dobrze teorig
gier.

Podana w przykladzie gra przedstawia pewna
sytuac;g konﬂxktowq, a wiemy, iz celem teorii gier
jest nic innego, jak_tylko Opracowame wskazowek_ __

dotyczacych rozumnego zachowania si¢ graczy w sy-.

tuacjach konfliktowych. Rozumne postgpowanie gra-
Czy oznacza, Ze graczom nie wolno ryzykowaé. Teoria
gier nie uznaje ryzyka, przy czym analizujac dang
gre z punktu widzenia jednego z graczy zawsze
zaklada si¢, Ze przeciwnik jest nie mniej rozumny
i bedzie robil wszystko, aby uzyskaé jak najwicksza
wygrang dia siebie. Okreslenie dla kazdego z graczy
optymalnego, rozumnego postepowania w danej
grze sprowadza si¢ do wyznaczenia kazdemu z nich
strategii optymalnej. Strategia optymalng
gracza nazywa si¢ taka strategig¢, ktdéra przy wielo-
krotnym powtarzaniu gry zapewma danemu gra-
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czowi mozliwie maksymalna érednia_, wygrana’ Opty-
malne strategie graczy mozna okreshc na poHEtawxe
wynikdéw analizy macierzy gry.

Dla przykiadu rozpatrzmy bardzo prostac macierz
gry -

B :
. %z

Y, | —2| 1

v, | 1| 2 |

- Poniewaz zgodnie z przyjgtym zaloZzeniem zawarte
w macierzy gry wyplaty dotycza tylko jednego gracza,
a mianowicie gracza A, mozna przyjac, ze gracz A4
bedzie staral si¢ wybraé taka strategi¢ ze zbioru
{Y,, Y,}, ktéra mu zapewni maksymalng wygrana,
natomiast gracz B bedzie starat . si¢ wybraé taks
strategie ze zbioru {Z, Z,}, aby wygrana gracza 4
byla minimalna. W tym tez celu obaj gracze prze-
prowadza analiz¢ macierzy' gry, rozpatrujagc kolejno
swoje strategie. Gracz 4 rozpatrujac swoja strategie ¥,
musi sie liczyé z tym, Ze jego przeciwnik moze za-
stosowacd strategi¢ najmniej korzystna dla gracza A4,
a mianowicie strategie Z,. Zgodnie z takim rozumo-
waniem strategia Y, przedstawia dla gracza A wartosc¢
—2, przy czym warto$é ta wskazuje na tzw. poziom
bezpieczenstwa przy wyborze przez gracza A stra-
tegii Y.

Przystqpujacc do badama strategu Yz, gracz A
latwo stwierdzi, ze stosujac tg strategi¢ bedzie mial
zapewniona wygrang rowna 1. Strategia Y, maksy-
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malizuje wigc poziom beszeczenstwa gracza A
gdyz zapewnia mu wygranz; co najmmej réwng 1,
natomiast strategia Y; nie zapewnia mu takiej wy-
granej. Poniewaz w rozpatrywanej grze wielko$é 1
jest najwigksza wygrana, jaka moze sobie zagwaran-
towaé gracz A, wielko$¢ t¢ nazwiemy dolnag war-
toScia gry. Dclng warto$¢ gry oznaczaé b@-

‘dziemy-symbolem «, w naszym przypadku a = 1 =
= a31. -

Analizujac z kolei przedstawiong macierz z punktu
widzenia gracza B stwierdzimy, Ze dla strategii Z,
poziom bezpieczefistwa wynosi 1, za$ dla strategii Z,
wynosi on 2. Strategia Z; maksymalizuje wiec po-
ziom bezpieczenstwa gracza B, gdyz stosujgc strate-
gi¢ Z, gracz B moze przegra¢ co najwyzej 1. Wielko$é
1 jest w tym przypadku gérna warto§c;4ﬂ
gr y, oznaczywszy ja symbolem P mozemy zapisaé

= l'= a,,. Z przeprowadzonej analizy wynika
?wiqc, zea=B=1=a,,.

Gdy dolna 1 gdérna warto$¢ gry sa sobie réwne,
mozna bardzo latwo wyznaczy¢ optymalne strategie
czyste graczy. Sg nimi te strategie, ktére maksyma-
lizuja poziomy bezpieczenistwa graczy. Stad tez dla
rozpatrywanej macierzy gry optymalna strategia
czystq gracza A jest Y,, a gracza B — strategia
Z,.: :

Zwykle w celu okreslenia dolnej i gérnej wartosci
gry pos}ugujemy sie metoda bardziej sformalizo-
wang, niz to wynika z przeprowadzonej wyzej analizy.
Dla scharakteryzowania tej metody postuzymy sie
macierzg gry w postaci ogdlnej, z tym Ze macierz
te. - uzupelmm y. o dodatkowa kolumne oznaczona

symbolem o* i dodatkowy wiersz oznaczony sym-
bolem B*.

Macierz ta przedstawm si¢ nastepujaco



B
Z, | Z, | .. Z, | ... | Z, a*

A

Y, ayy { Q12 | ... | Gy cee | Q1a 131
Lt

Y, ay, | Gz | ... | Gy . | Qs (v

Y; iy a;> - | Qi Qin a;

Ym aml am2 . s amj . 8 amn am

B* BI BZ . Bj LI Bn

W celu okreS$lenia dolnej wartosci gry z kazdego
wiersza macierzy wybieramy element o najmniejszej
wartosci i zapisujemy go z prawej strony danego
wiersza w kolumnie a*. Wybrany z i-tego wiersza
element o najmniejszej wartoSci oznaczamy symbo-
lem «;, a sam proces wyboru zapiszemy symbolicznie
nastf;pujqco

a; = min a;;
i
Zapis mji“ (minimum po j) rozumiemy w ten sposob,
7ze dla i = const oraz j = 1, 2, ..., n wybieramy ele-
ment a;; 0 najmniejszej wartosci. Z kolei po zapelnie-
niu kolumny a* wybieramy sposrod wszystkich
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elementéw a, element o wartosci najwigkszej, ktory jest
dolna granica gry. Wybdr ten zapiszemy nastepujaco

0 = max q;
i

Po wyznaczeniu dolnej wartosci gry przystepujemy
do okreslenia gornej wartosci gry. W tym celu z kazdej
kolumny wybieramy element o najwigkszej wartosci
1 zapisujemy go u dolu danej kolumny w wierszu B*.
Dla j-tej kolumny element o najwickszej wartosci
oznaczymy symbolem B;, a sam proces wyboru za-
piszemy nastepujaco
i= max ai J

tzn. przyjmujac j = const i zmieniajac kolejno
numery wierszy od i=1 do i=m wybieramy
element a;; o najwigkszej wartosci. Z kolei po za-
pelnieniu wiersza B* wybieramy sposréd wszystkich
wielkosci B; (dla j = 1, 2, ..., n) element o najmniej-
szej warto$ci, bedacy gorng wartoscia gry. Wybér
ten zapisujemy symbolicznie jako
P = min B,

J .
Dla przyktadu wyznaczmy dolng i gérna warto$é gry
dla macierzy przedstawionej ponizej |

Z, \ Z, | Zy | a*

Y, 413]@
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Dla macierzy tej dolna 1 gérna warto$¢ gry sa sobie
rowne 1 wynosza o = 1 1 B = 1. Je§li dolna warto§é
gry réwna si¢ gornej, to ich wspdlng warto$é bedziemy
nazywa¢ wartos§cig gry 1 oznaczaé sym-
bolem v. Poniewaz dla rozpatrywanej macierzy gry
spelniona jest rowno$¢ o = v = B, rozwigzanie gry
jest bardzo proste. Wiersz ‘macierzy, ktéremu przy-
porzadkowana jest dolna warto$¢ gry, okresla opty-
malng strategi¢ czystg gracza 4 — strategia ta jest Y.
- Podobnie kolumna, ktdrej przyporzadkowana jest
' gérna warto§¢ gry, okre§la optymalna strategie
czystg gracza B — strategia ta jest Z,.
. W wigkszosci przypadkow dolna 1 gérna warto$¢
~ gry nie sa sobie rowne. Na przyklad okreslajac. dolna
‘i gorng warto$¢ gry dla macierzy z przykladu 1
stwierdzimy, ze a = —3 oraz B =4. W zwiazku
z tym, ze o # P, gry takiej nie mozemy rozwiazaé
- przez okre$lenie optymalnych strategii czystych graczy,
. lecz przez okreslenie optymalnych 'stra-
tegiit mieszanych, ktére zdefiniujemy troche
“dalej.

Gry zamknigte

W zalezno$ci od tego czy dolna warto$é¢ gry
rowna si¢ gérnej wartosci, czy tez wielkosci te nie s3
sobie réwne, dwuosobowe gry o sumie zerowe]
mozemy podzieli¢ na gry zamknigte 1 gry otwarte.
Z gra zamknieta mamy do czynienia wtedy, gdy
zachodzi réwnos$¢ o = v = B. Natomiast w przy-

- padku, gdy dla danej gry spelniona jest nierownos$¢
a # B, gre taka nazwiemy gra otwartg. Najpierw
rozpatrzymy gry zamknigte. Gry zamknigte wyste-
puja czesto pod nazwa giér zawierajacych pary stra-
tegti w rtownowadze, przy czym kazda taka gra charak-
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teryzuje sie tym, ze w jej macierzy mozna wyréznié
tzw. punkt siodlowy. Punkt siodlowy jest takim
elementem a;; macierzy gry, ktéry, bedac najmniej-
szym w danym wierszu i jednocze$nie najwigkszym
w danej kolumnie, okresla soba warto$¢ gry v oraz
dolng i gérng wartos¢ gry. W punkcie siodlowym
przecinaja si¢ optymalne strategie czyste graczy,
co latwo stwierdzi¢ wracajac do przykladow omo-
wionych w poprzednim punkcie.

Rozpatrzmy teraz bardziej konkretny przykiad gry
zamknietej, ktory postuzy nam do przedstawienia
wlasciwosci tego typu gry.

Przyktad 2

Wojska czerwonych 1 niebieskich znajduja sig
w konflikcie zbrojnym. Wojska niebieskich, bedace
strona B gry, przystepujac do jednej z kolejnych
operacji bojowych planuja wykona¢ uderzenie na
obrone wojsk czerwonych w jednym 2z czterech
mozliwych kierunkow Z,, Z,, Z5, Z,. Wojska czer-
wonych, bedace strona 4 gry, liczac si¢ z uderzeniem
nieprzyjaciela na broniony przez siebie rejon, po-
stanowily tak rozmiescié swoje Srodki ogniowe,
by zadaé¢ nieprzyjacielowi maksymalne straty bez
wzgledu na to, z jakiego on bedzie nacierat kierunku.
W tym tez celu dowddztwo bronionego rejonu
opracowalo cztery mozliwe warianty rozmieszczenia
$rodkéw ogniowych Y,, Y,, Y;, Y, oraz przyjelo,
ze stopien obezwladnienia nacierajacej strony B
zalezy od przyjetego przez nia kierunku natarcia
1 od przyjetego wariantu rozmieszczenia Srodkow
ogniowych obrony. Z opisu powyZszej sytuacji b
jowej wynika, Ze przedsiewziecia strony A4 1 7
zrédiem konfliktu, w ktérym strona B dazy dr
jecia takiego kierunku mnatarcia, by mieé
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mniejsze straty, a strona A4 zainteresowana jest
w przyjeciu takiego wariantu dziatania, by zadaé
nacierajacemu jak najwigksze straty. Matematyczny
model tego konfliktu mozna opisaé macierza gry,
ktorej elementy g;;, okreslane przez strong A, przed-
stawiaja stopien obezwladnienia naclerajacego prze-
ciwnika B. Macierz tej gry przedstawia si¢ nastepu-

j qCo

B - I
Zl Zz Z3 Z4_ a*

Y, 105106 |09 ;04|04

Y, | 09105040804

Y, | 08 0,9 | 09

Y. |08 |03]05/|07]03

B* | 09 09 | 09

Okreflajac na podstawie tej macierzy dolna i gorna
warto$¢ gry latwo jest stwierdziC, ze a = 0,7 oraz B=
= 0,7 umownych jednostek. PoniewaZ dolna i gorna
warto$¢ gry sa sobie réwne, rozpatrywana gra ma
punkt siodlowy. Tym punktem siodlowym jest element
macierzy a;, = 0,7, lezacy na przecieciu wiersza Y;
1 kolumny Z,. Punkt siodlowy jednoznacznie okresla
optymalng strategi¢ czysta strony 4 i B. Stad tez
strategia Y jest optymalng strategia czysta strony. A,
natomiast strategia Z, jest optymalng strategia
czysta strony B.
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Z analizy wartosci elementéw w koluiunie Z,
i wierszu Y, przedstawionej macierzy gry wynika,
ze jakiekolwiek odstgpstwo nacierajacego od jego
optymalnej strategii Z,, przy nie zmienionej strategii
optymalnej strony A4, przynosi mu wigksze straty.
Podobnie odstepstwo strony 4 od optymalnej strate-
tegii Y,;, przy nie zmienionej strategii strony B,
zmniejsza straty nacierajacego. Jesli natomiast obie
strony zastosuja swoje optymalne strategie czyste, to
wygrana strony A4 jest réwna wartosci gry v = 0,7,
tzn. stopien obezwladnienia strony B bedzie wynosit
0,7 umownych jednostek.

W dowolnej dwuosobowej grze zamknigtej opty-
malna strategi¢ czysta gracza A4 nazywamy stra-
tegiag maksyminimalna, natomiast opty-
malna strategie czysta gracza B nazywamy strate-
gia minimaksymalna. Jesli w grze zamknig-
tej gracz A stosuje strategie maksyminimalna, to przy
jakimkolwiek poczynaniu swego przeciwnika ma
zagwarantowana wygrana nie mniejsza niz dolna
warto$é gry o. Podobnie jezeli w grze zamknigtej
gracz B stosuje strategi¢ minimaksymalna, to przy
jakimkolwiek poczynaniu gracza A4 nie przegrywa
on wigce] niz wynosi gérna warto$¢ gry B, ewentu-
alnie nie wygrywa mniej niz B. Rozwiazanie gry
zamknietej jest bardzo proste, gdyz sprowadza sig
do okreélenia wartoéci gry a = v = P oraz do okres-
lenia strategii maksyminimalnej dla gracza 4 1 stra-
tegii minimaksymalnej dla gracza B.

Gry otwarte

W praktyce bardzo rzadko spotykamy sig¢
z grami zamknietymi, ktére z teoretycznego punktu
widzenia sq malo ciekawe, gdyz ich rozwiazanie jest
trywialne.
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Mozna powiedzie¢, ze gry zamknigte s3 szczegol-
nym przypadkiem gier dwuosobowych o sumie
zerowej. NajczgsSciej mamy do czynienia z grami
otwartymi, tzn. z takimi dwuosobowymi grami
o sumie zerowej, ktére nie maja punktu siodlowego
w obszarze strategii czystych. W grze' otwartej dolna
wartos¢ gry a nie rowna si¢ gornej wartosci gry B,
a wigc istnieje nierdwno$¢ o # P oraz spelniona jest
relacja o < v < B.

Dla przykladu rozpatrzmy nastgpujaca macierz gry:

B
Z, | Z;

B* 3 | 4

Dla macierzy tej dolna warto$¢ gry wynosi 2, a gorna
warto$¢ gry wynosi 3. Gra opisana taka macierza
jest gra otwartg, gdyz a # B, a wiec brak w niej
- punktu siodlowego. Rdinice B—a nazywamy zwykle
rozwartos§cia gry otwartej. W rozwartosci gry ot-
wartej kryja si¢ dodatkowe szanse podwyzszenia
- wygranej dla kazdego z graczy.

~ Analizujac nasza macierz gry zwréémy uwage, ze
gracz A stosujac swoja maksyminimalng strategie ¥,
gwarantuje sobie przy dowolnym postgpowaniu swego
przeciwnika wygrang réwna co najmniej dolnej war-
toSci gry o = 2. Podobnie gracz B stosujac swoja
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minimaksymalng strategi¢ Z,; nie bedzie przegrywat
wigce] niz wynosi gorna wartos¢ gry P = 3. JeSli
w grze gracz A uparcie begdzie powtarzat swojg
strategi¢ Y,, to gracz B natychmiast si¢ zorientuje,
Ze stosujac swoja strategic Z, popelnia blad, gdyz
w kazdej partii przegrywa 3 punkty, natomiast
stosujac Z, przegrywalby tylko 2 punkty. Po dojéciu
do takiego wniosku gracz B zacznie stosowal w grze
swoja strategie czysta Z,. JednakZe co najmniej po
dwdch partiach gracz A zorientuje sie o zmianie
dokonanej w postepowaniu gracza B i stwierdzi,
ze dotychczas stosowana przez niego strategia Y,
przynosi mu wygrana tylko 2 punkty, natomiast
stosujac strategie Y, moglby w kazdej partii wygry-
wacé az 4 punkty. Z kolei wigc gracz 4 zmieni swoja
strategi¢ czysta Y, na strategie czystg Y,;. Dalej
proces przebiega¢ bedzie analogicznie. -

Z powyiszego wiec wynika, Ze gracze w trakcie
realizacji gry beda zmienia¢ swoje strategie czyste
w celu uzyskania wiekszej wygranej. Gracz 4 bedzie
dazyt do uzyskania $redniej wygranej wickszej niz a,
natomiast gracz B bedzie dazyt do obniZenia $redniej
przegranej ponizej wartosci f.

W ogdlnym przypadku dla dowolnej gry otwartej,
kazdy Z graczy chcqc podwyzszyé swoja wygrang
powinien stosowaé nie jedna strategic czysta, lecz
pewna strategi¢ kombinowana, zlozona 2z kilku
strategii czystych stosowanych w grze z odpowied-
nimi czesto§ciami 1 to w sposéb losowy. Takag stra-
tegie kombinowana, polegajaca na stosowaniu kilku
czystych strategii zmieszanych w sposéb losowy
z okre§lonymi czg¢sto§ciami, przyjeto nazywaé str a-
tegiag mieszana Dla oznaczenia strategii
mieszanych graczy jest wprowadzona specjalna sym-
‘bolika. Mianowicie, jefli strategia mieszana gracza A4
bedzie polegata na stosowaniu przez niego strategii
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czystych Yy, Y,, ... Y,, z czestoSciami odpowiednio
Xis X2, . Xmy PIZY CZym

X1 +Xz+ oo +Xp = 1

to strategi¢ t¢ mozna oznaczy¢ nastgpujaco

v - (Yl, ) S Y,,,)
xl) x?.s LR xm

Podobnie mozna oznaczy¢ strategi¢ mieszang gracza B

jako
S — Z].’ ZZs eee s Zu)
S1, a2, wee, 8y

przy zatozeniu, Ze gracz B zastosuje w grze strategie
Z, Z, ..., Z, Z czgstosciami Sy, S, ... , 5,. W praktyce
poslugujemy si¢ zapisem uproszczonym W postaci

X = (X1, X2, vy Xty vy Xm)
oraz

S = (S15, S25 vy Sjs ey Sy)

- Rozwiazanie gry otwartej sprowadza si¢ do wyzna-

czenia optymalnych strategii mieszanych graczy,
tzn. takich strategii X* 1 S*, przy ktorych zastoso-
waniu wygrane obu graczy sa sobie réwne i okres-
laja tzw. minimaksowa warto$¢ gry v. Minimaksowa
warto$C gry jest zawarta zawsze migdzy dolng i gérna
warto$cig gry i okre§lana nierdwnoscig

a<v<f

Wybdr optymalnych strategii mieszanych graczy
sprowadza si¢ do okreslenia optymalnych czestosci
- x; 1 s; dla poszczegdlnych strategii mieszanych.
Zadanie to jest na ogodl zlozone, przy czym zitozonosé
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ta zalezy od rozmiardw macierzy gry. Najprostsze sto-
sunkowo rozwigzanie ma gra typu 2x 2, co zilustru-
jemy na przykladzie ostatniej z podanych wyzej
macierzy. Wiersze tej macierzy oznaczymy dodat-
kowo czesto$ciami x; 1 x,,-a kolumny czegstosciami
§, 1 §,. Tak oznaczona macierz przedstawia si¢ na-

stepujaco '

B
A Zl ZZ.

Y 1 4 | x,

Yz 3 2 X2

Dla czestosci obowigzuja rownania x;+x, = 1 oraz
s1+s, = 1, stad wynika, Zze x, = 1—x; oraz s, =
=1-—s5,. Poniewaz dla nasze] macierzy zachodzi
nierowno$¢ o #* P, wynika konieczno$§¢ okreSlenia
dla graczy ich optymalnych strategii mieszanych, tj.
X* = (xq, x,) dla gracza 4 oraz S$* = (s,, 5,) dla
gracza B. Wraz z wyznaczeniem optymalnych strategii
mieszanych powinna zosta¢ okre§lona minimaksowa
warto$¢ gry, ktora jest jednoczeénie Srednia wygrana
graczy.

Przystepujac do rozwiazania wychodzimy z zalo-
zenia, Zze wartos¢ Sredniej wygranej v, ktora uzyska
gracz A stosujac swoja strategic X*, nie powinna
zaleze¢ od tego, jaka strategie czysta bedzie stosowal
w grze gracz B. Zgodnie z tym, przy stosowaniu
przez gracza B strategii czystej Z, Srednia wygrana
gracza A bedzie okreS§lona réownaniem

1’x1+3'x2=v (2.1)
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Natomiast przy zastosowaniu przez gracza B stra- °
tegii Z, obowiazuje réwnanie

4 X1+2x, = (2.2)
Biorac pod uwage, Ze x, = 1—x,, otrzymujemy
uklad réwnan
1 x1+3(1=x) =v
4-x14+2(Q—-x)=v
a nastepnie
1 x1+3(1 xl) = 4 x1+2(1 Xx)

Rozwiazujac ostatme réwnanie otrzymu]emy

ool
!
xzml—xlz—i—

Podstawiajac wartoscx X1 1 x; do rownama (2 1) ’
otrzymujemy Lo | | :

. 1 3
v=1x,4+3"x,=1-— +3-

4 7=7

1
2

Z kolei przystgpujemy do okreslenia czestosci y, i y;
dla gracza B. Rozumujac analoglczme, ]ak W przy-
padku gracza A, otrzymamy uklad réwnan

1-s;+4-5, =v 2.3)
3e5i4+285, =y 2.4

Wykonujac podobne przeksztalcenia otrzymamy
1 * 8 +4 (1 '—'-5'1) =3- St +2 (1 —SI)
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a nastepnie

PodstaWiwszy wartoéci s, 1 5§, do rownania (2.3)
sprawdzamy, czy otrzymaliSmy t¢ sama Wartosc v,
co dla gracza A
' 1 * 5 +4 *8y =7

1 1 1

=zt 3=%3
OdpowiedZ jest pozytywna.
Rozwiazanie gry jest wiec nastgpujace

1 3
X* = (x5, x3) = ('a-, “I)

, 1 1
* = (54, 5) = (‘5‘, —2—)

1
V—-—-Z“é”

Z otrzymanego rozwigzania widaé, Ze obliczone
optymalne strategie mieszane graczy zapewniajq
im wygrana wigksza, niz to wynika z dolnej i gornej
wartosci  gry. Interpretaqa obliczonych S$rednich
czestoscl x4, X3, 81 15, ]est taka, ze gracz A w czterech
partiach gry raz powinien zastosowaé strategi¢ Y. 15
a trzy razy strategxq Y. 2 natomiast gracz B swcue
strategie Z, i Z, powinien stosowaé na przemian
— przy czym zmiany strategii powinny by¢ doko-
nywane losowo. W przypadku, gdy gra przedstawia
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pewien proces jednorazowy, czesto§ci x,, x, oraz
51, §2 naleZy traktowaé jako prawdopodobierstwa,
z jakimi obie strony gry uzyskaé moga optymalny
wynik gry przy zastosowaniu tylko jednej ze swoich
strategii czystych. -

W ogdélnym przypadku nie wszystkie czyste stra-
tegie, bedace do dyspozycji danego gracza, wchodza
w skiad jego optymalnej strategii mieszanej. Stra-
tegie, ktore wchodza w sklad optymalnej strategii
mieszanej danego gracza, bedziemy nazywali jego
strategiami korzystnymi.

W grach otwartych charakterystyczne jest to,
ze o ile jeden z graczy, np. gracz A, stosuje swoja
optymalng strategi¢ mieszanag X*, to wygrana po-
zostaje niezmienna i réwna warto$ci gry v nieza-
leznie od tego, co czyni drugi gracz, byleby tylko nie
-wyszedl on poza zbidr swoich strategii korzystnych.
‘Gdy gracz A zorientuje sig, ze gracz B stosuje
‘strategi¢ rézng od swojej optymalnej strategii S*
1 strategia ta znana jest graczowi A, to strategia X'*
przestaje by¢ optymalna dla gracza A, i korzystniej
jest dla niego stosowaé pewna strategie czysta.

A wigc dla gier otwartych, podobnie jak i dla
gier zamknigtych, obowiazuje ta sama zasada: dany
gracz uzyskuje tym wigksza wygrana, im dysponuje
wigksza iloécia informacji o swym przeciwniku.

- Problem rozwiazywania gier

Fundamentalnym twierdzeniem teorii gier, do-

- tyczacym gier dwuosobowych o sumie zerowej, jest

twierdzenie  minimaksowe udowodnione przez
von Neumanna w 1928 r. Nieformalne wypowie- .
dzenie tego twierdzenia przedstawié mozna naste-
pujaco: kazda skoficzona gra dwu-
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osobowa o sumie zerowej ma co naj-
mniej jedno rozwiazanie, ktdre
okresla wartos¢ gry 1 optymalne
strategie graczy. wody tego twierdzenia
sqa do$¢ zlozone, natomiast interpretacja slowna
jest bardzo prosta. Mianowicie kazda dwuosobowa
gre o sumie zerowej — skoniczong i opisana macierza
— mozemy rozwigzal, przy czym rozwiazanie to
mozna uzyskaé w obszarze strategii czystych lub
w obszarze strategi mieszanych. Gdy gra ma roz-
wiazanie w obszarze strategii czystych, to kazdy

z_graczy ma co najmniej jedna czysta strategi¢ opty-
malng, ktéra gwarantuje mu wygrana nie mniejsza
od wartoéci gry v okreélonej elementem macxerzy gry.
O grze takiej méwimy, Ze jest zamknieta i ma punkt
siodlowy w obszarze strategii czystych. Natomiast
w przypadku, gdy gra ma rozwigzanie w obszarze
strategii mieszanych, kazdy z graczy ma co. najmniej
jedna optymalna strateglq mieszang, ktéra gwaran-
tuje mu wygrana nie mniejsza niZz obliczona warto$é
gry v. Gra taka jest gra otwarta, a wigc nie ma punktu
siodlowego, ktory bedac elementem macierzy gry
wyznaczalby warto$¢ gry v., W tym przypadku war-
to§¢ gry nalezy obliczyé. Obliczona warto$¢ gry jest
punktem siodlowym w obszarze strategii mieszanych,
a tym samym gra otwarta w obszarze strategu mie-
szanych jest gra zamknigta. .

Tryb postgpowania przy rozwigzywaniu dowolnej
dwuosobowej gry o sumie zerowej jest SciSle okre$-
lony. Majac zadana macierz gry wyznaczamy dolna
i gérng warto$é gry, porownujemy uzyskane wartosci
i w zaleznoéci od wyniku pordwnania okreslamy
optymalne strategie graczy w obszarze strategii
czystych lub mieszanych. JeZeli gra nie ma rozwig-
zania w obszarze strategii czystych, gdyz a # B,
to przed przystapieniem do rozwigzywania gry
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W obszarze strategii mieszanych wskazane jest prze-
prowadzi¢, oczywiscie o ile to mozliwe, tzw. redukcje
macierzy grykl}‘gdgga_macierzy gry, inaczej méwiac
zmniejszenie jéj rozmiaréw, sprowadza si¢ do wy-
eliminowania z macierzy gry jawnie niekorzystnych

~strategii czystych obu graczy. Istnieje kilka metod

redukcji macierzy gry. Stosunkowo najprostsza jest
metoda, oparta na wykorzystaniu pojecia strategii
dominujacych obu graczy.

Strategia dominujgca danego gracza nazywamy
takq strategi¢, ktora jest lepsza od innych strategii
tego gracza. Strategie dominujace graczy okre$lamy
z macierzy gry. Dla gracza A4 strategie dominujace

~ wyznaczamy w ten Sposob, Ze poréwnujemy parami

wiersze macierzy gry. Jezeli w trakcie takiego po-

‘rownania stwierdzimy, Ze elementy q; j wiersza Y,

macierzy gry sa wigksze lub réwne odpowiednim

- elementom a,; wiersza Y;, tzn. spelniona jest nie-

rownos¢ a;; > a,; dla wszystkich j = 1, 2, .., n,
to mowimy, Ze strategia Y, jest strategia dominujgca
nad strategia Y;. Gdy strategia Y, dominuje nad stra-
tegia Y, to strategia Y; jako strategia dominowana
podlega wykreSleniu z macierzy gry. Podobnie wy-
znaczamy strategie dominujace gracza B, a miano-
wicie poréwnujemy parami kolumny macierzy gry.
Jezeli w trakcie takiego poréwnania stwierdzimy,
ze elementy q;; kolumny Z; nie sa wigksze, lecz
najwyzej réwne odpowiadajgcym im elementom ;g
kolumny Z;, tzn. spetniona jest nieréwnosé g, ; < ayq
dla wszystkich i = 1, 2, ..., m, to mowimy, e stra-
tegia Z; jest strategia dominujaca nad strategia Z..
W tym przypadku strategia Z,, dominowana przez
strategi¢ Z;, podlega wykreSleniu z macierzy gry.

W ogdlnym przypadku w macierzy gry dla kazdego
z graczy mozemy wyrézni¢ kilka strategii domi-
nujacych. Po przeprowadzonej redukcji, w zreduko-
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wanej macierzy gry zostana tylko te strategie czyste,
ktére nie s3 dominowane przez Zadne inne.

Dla przykladu rozpatrzmy nastgpujaca macierz gry
typu 5x35 |

B
z, |z, | z, | 2. | Zs

Ys 0 -6 | —4 2 -3

Dla macierzy tej a = 11 B = 2, a wigc brak punktu
siodtowego. W celu okre§lenia strategii dominujacych
gracza 4 oraz odpowiadajacych im strategii domi-
nowanych poréwnujemy parami wiersze przed-
stawionej macierzy. W trakcie poréwnywania latwo
stwierdzimy, ze kazdy element a,; wiersza Y; jest
wiekszy lub réwny odpowiadajacemu mu elemen-
towi a,; wiersza Y,, a wigc strategia Y; dominuje
nad strategia Y,. Analogiczny wynik uzyskamy
7 poréwnania wierszy Y, i Y5, w tym przypadku
strategia Y, dominuje nad strategia Ys. Stad wniosek,
7e wiersze Y, i Y5 podlegaja wykresleniu z macierzy
gry. Nastgpnie przechodzimy do poréwnywar
kolumn macierzy gry, w wyniku czego stwierds



ze kazdy element g;, kolumny Z, jest mniejszy lub
najwyzej réwny odpowiadajacemu mu elementowi a;,
kolumny Z,. Strategia Z, dominuje wiec nad stra-
tegia Z,. Podobnie strategia Z; dominuje nad stra-
tegia Zs. |

Wykreélajac z przedstawionej macierzy gry stra-
tegie Y, i Y5 gracza A oraz strategie Z, i Z5 gracza B
uzyskamy nastepujaca zredukowana macierz gry

B
Z}. Zz | Z3

- Macierz ta opisuje gre typu 3 x 3, ktdrej rozwiazanie
znajduje sic w obszarze strategii mieszanych, gdyz
o # B. Do rozwigzania tej gry nie mozna jednak
wykorzystaé metody przedstawionej w poprzednim
punkcie na przykladzie rozwiazania gry 2x2, gdyz
W grze 3x3 liczba niewiadomych, ti. X1, X5, X,
- 81, S, 83, V, jest znacznie wieksza niz dla gry 2x2.
Jedna z najprostszych metod rozwiazania gry 3 x3
zostanie przedstawiona ponizej. W metodzie tej
poslugiwa¢ si¢ bedziemy pojeciem czesto$ci
wzglednej, stad tez na poczatku scharaktery-
zujemy to pojecie.

Wzgledna czestodd jest pewna wielkoscia umowna
1 wyrazana jest liczba catkowita. Jezeli np. z rozwig-
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zania gry w obszarze strategii mieszanych wynika,
ze gracz A na 13 partii powinien zastosowac 8 razy
strategi¢ czysta Yy, a 5 razy strategi¢ Y,, to liczba 8
jest wzgledna czestoscia strategii Y,, a liczba 5 wzgle-
dna czestoscia strategii Y,. Natomiast sam stosunek
8 : 5 okre$la optymalna strategi¢ mieszang gracza A.
Wréémy teraz do naszej przykladowej macierzy
gry i postarajmy si¢ najpierw okre§li¢ wzgledne
czestoSci strategii gracza B. W tym celu odejmujemy
kazdy wiersz macierzy od wiersza znajdujacego si¢
nad nim, tj. kazda wyplate a,; od wyplaty znajdu-
jacej si¢ nad nig, tzn. od wyplaty a;_, ; W wyniku
otrzymamy nast¢pujaca macierz zastepcza

Z, | Z, | Z;
“1| 2| s
3| -8 | -5

Wykre§lajac z tej macierzy kolumne Z; otrzymamy
macierz

z, | z, | z,
21 5
—8 | -5

Obliczajac roznicg iloczyndw liczb lezacych na prze-
katnych tej macierzy, okre§limy wzgledna czestoéé
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strategn Z,, ktora oznaczymy symbolem 51 Z obli-
czen wynika, ze: .

C}z"( 5)=(=8) -5 = 30

Analog1czme postgpujemy przy okreéla.mu wzglqdnych
czgstosa dla strategii Z, i Z,. Wykresla_]ac ‘odpo-
wiednie kolumny z macierzy zastqpczéj 1 wykonujqc
obhczema otrZymamy )

Z, | Zy | 2y | (=) (=5)=3-5=—10
L . Sz-—-ﬂlo ‘

1| | 5

zZ, | z, | z, (I)(8)23--2
-‘ - : S3--—2

3] —8

Wzglqdne cze;stoécx strategn czystych gracza B wy-
Nnosza wiec odpowxedmo §1 =30, 55 = 10, 55 = 2;
ewentualny znak minus przy wymkach obhczen Jest
pomijany, stad s, = 10, a nie.  —10. Optymalna
strategia mieszana -gracza B, okreélona we wzglednych
czgstodciach, wynosi 30 : 10 2.

Majac obliczone wzgledne czéstosei s, s}, 55,
mozemy obliczyé czqstosm .sl, 82, .93 wjnast@pumcy
sSposob: y N
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§=81+8+s5; = 30+10+2 = 42

.S -ﬁu—-_io_
17 s 42
_s 10

2ETT TR

8 ;_i
BEST T &

Optymalna strategxa mieszana gracza B wyrazona
w czestoSciach sy, $,, 83 wyn1es1e

30 10 2)

¥ o (Sls S5 53) = (423 42: 42

Z kolei przystepujemy do wyznaczenia wzglednych
czestoSci dla poszczegdinych strategii gracza A.
W tym tez celu odejmujemy w macierzy gry kazda
kolumne od kolumny, ktdra znajduje si¢ z jej lewe]
strony, w ten sposéb, ze kazda wyplatq a;; kolumny Z;
odejmujemy od odpowiadajacej jej wyplaty a; ;_,
kolumny Z,_,. Zapisujac odpowiednio wyniki odej-
mowania otrzymamy nastgpujgca macierz zastgpcza

Y, 91 =2

Wykreslajac z mac:1erzy zastepczej wartosci wiersza YI
otrzymujemy macierz :

4 Teorja gier w cybernetyce 49



-2 1

Obliczajac réznicg iloczynéw liczb stojacych na
przekatnych tej macierzy otrzymamy warto$é wzgled-
nej czestodci strategii Y;, tj.
X1=1-9-(-2)-(-2)=5

Postepujac analogicznie przy okresleniu wzglednych
czgstosci strategii Y, i ¥; otrzymujemy

Y, | 6| -5
v,
| | =2 1
Y| 6 | -5
Y, | 9 | =2
Y

1-6—(=2)-(=5) = —4
| x5 =4

(—=2):6—-9-(—5 =33
x3 =33

Wzgledne czestosci strategii czystych gracza 4 wyno-
sza wigc odpowiednio x} =5, x5, =4, x; = 33,
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a optymalna strategia mieszana okreSlona w tych

czestoSciach wynosi 5 :4 :33.

Obliczajagc z kolei czgstosci x,, X;, X3 otrzymujemy
X = x1+x5+x5 =5+44+33 =42

Hx’l 5
T x| 42
o X4
b's 2
oo Xa 33
T x4

Optymalna strategia mieszana gracza A wyrazona
w czestoSciach x;, x,, x; przedstawia si¢ wigc na-

stepujaco
X* = (x1, X3, X3) = (

5 4 33
42° 42° 42

Znajac juz optymalne strategie mieszane graczy, tj.
X* dla gracza 4 i S* dla gracza B, mozemy przystapic¢
do obliczenia minimaksowej wartosci gry v. Poshu-
gujemy sie przy tym wskazana juz wyzej prawidlo-
woscia, Ze przy zastosowaniu przez dowolnego
z graczy jego optymalnej strategii mieszanej wygrana
tego gracza powinna by¢ réwna minimaksowej
warto$ci gry v, niezaleznie od tego, jaka strategie
czysta bedzie stosowal jego przeciwnik.

Nalezy wiec sprawdzi¢, czy tak jest istotnie. Za-
kladajac, ze gracz A4 stosuje strategic mieszang X%,
a gracz B strategi¢ czysta Z,, wygrana gracza A
wyniesie

. V=3'xl+4'X2+l‘x3=
5 4 33 11
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Przy zastosowaniu przez gracza B innej strategii
czyste] wygrana gracza A wyniesie

dla 22: Y o== (""'3) 'x1+(‘“"5) 'X2+3 * Xy = 1“‘%‘;—‘

¥

dla Z;: v=2-x4+(=3) x,+2"- xsw[l 11

Postgpujac analogicznie przy okreS§laniu wygranej
gracza B, przy zalozeniu, ze gracz A stosuje strategie
czystg, otrzymamy

dla ¥;: v=3'5,4+(=3) - 5,4255 =

- 30 10 2 11
=3 p 3 p it g =l
11
dla Y,: v=4- sl+( 5) 524+ (—3) 55 =1 — 3T
| 11
dla Y3: y =1 'Sl+3'32+2'53 = 21

Z przedstawionych obliczen wynika, ze za kazdym
razem wartos¢ v jest ta sama. Rozwiazanie gry jest
wigc wlasciwe, a wynikajaca ze sprawdzenia wielko$¢ v
jest minimaksowa wartoscia gry.

Stosujac taka sama metode do rozwiazania gry
podanej w przykladzie 1 (s. 25) otrzymamy nastepu-
jacy wynik

/1 1 1 1 1 1
x [~ * = [ =
X "‘(49 2a 4)9 S (43 23 4)3 4 0‘
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W dotychczasowych naszych rozwazaniach ogra-
niczyliSmy si¢ wylacznie do przedstawienia metod
rozwigzywania gier 2x2 1 3x 3. Metody te z pewng
modyfikacja mozemy zastosowaé rowniez do roz-
wigzywania gier 2xn, mx2, 3xn i mx3, Pomocne
jest tutaj istniejace w teorii gier twierdzenie, mowigce
o tym, Zze dla dowolnej gry m x n istnieje takie roz-
wigzanie, w ktérym liczba strategii korzystnych
dla kazdej z dwoéch stron gry mie jest wigksza od
mniejszej liczby spoérdd liczb m i n. Na podstawie
tego twierdzenia, po zastosowaniu odpowiedniej
metody redukcji macierzy gry, gre typu 2xn lub
mx2 mozna sprowadzi¢ do postaci gry 2x2. Po-
dobnie gr¢ 3xn lub mx3 mozna sprowadzi¢ do
postaci gry 3 x 3.

Gdy liczba strategii kazdego z graczy jest wigksza
od czterech, rozwiazanie gry m x n jest do$¢ trudnym
zadaniem, przy czym ztozono$¢ zadania i ilo$¢ obli-
czen potrzebnych do rozwiazania rosnie gwaltownie
ze wzrostem m i n. Do rozwiazywania takich gier
wykorzystuje si¢ najczeSciej metody programowania
liniowego 1 metody iteracyjne.

Postlugiwanie si¢ tymi metodami jest zwigzane
z konieczno$cig przeprowadzenia duzej ilosci obli-
czenh. Bardzo czesto liczba ich jest tak duza, Ze unie-
mozliwia rozwigzanie gry droga odrecznych obliczen.
Narzuca si¢ wigc potrzeba wykorzystania do tego
celu maszyny cyfrowej. Jako przyklad niech stuzy
fakt, ze rozwiazanie gry dwuosobowej o sumie ze-
rowej w obszarze strategii mieszanych przy macierzy
gry typu 100x 100 jest zwigzane z wykonaniem
ponad 8 milionéw elementarnych operacji arytme-
tycznych. Aby wykonaé tyle operacji, jeden czlowiek
biegly w dzialaniach matematycznych musiatby liczy¢
bez przerwy okoto 16 666 godzin, czyli 694 doby.
Wykorzystujac do tego celu maszyng cyfrowa o $red-
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niej szybko$ci obliczen uzyskamy rozwigzanie gry
w przeciagu okoto jednej minuty. Z podanego przy-
kladu wynika wiec, Ze maszyna cyfrowa jest jedynym
1 niezmiernie uzytecznym urzadzeniem umoZliwia-
jacym rozwigzywanie gier o duzej liczbie strategii.

.
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Gry wielochodowe

Pojecie gry wielochodowej

Omowiona w poprzednim rozdziale postaé
normalna gry dwuosobowej charakteryzuje si¢ sto-
sunkowo prosta strukturg, ktora przydatna jest do
analizy matematycznej, a tym samym ulatwia roz-
wiazanie gry przez okreSlenie optymalnych strategii
graczy i wartosci gry. Jednakze samo przedstawienie
gry dwuosobowej w postaci normalnej jest problemem
bardzo zlozonym, gdyz sprowadzenie wigkszosci
konkretnych gier do postaci normalnej przekracza
ludzkie mozliwoéci. Na przyklad przedstawienie gry
w szachy w postaci normalnej, pomimo Ze gra ta ma
punkt siodlowy w obszarze strategii czystych, jest
obecnie jeszcze zamierzeniem nierealnym ze wzgledu
na olbrzymia ilo§¢ strategii czystych obu graczy.
Ponadto nalezy zauwaizy€, Ze szereg sytuacji kon-
fliktowych dotyczy procesow wieloetapowych.

Opisanie tych procesow modelem gry w postaci
normalnej jest sprzeczne z charakterem przebiegu
samego procesu i1 w praktyce jest malto przydatne.
Niemozliwo§¢ wyrazenia wielu gier przy pomocy
macierzy gry przyczynia si¢ do tego, ze zakres wy-
korzystania postaci normalnej gry do opisu sytuacji
konfliktowych jest powaznie ograniczony.
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Pierwotnym modelem wigkszos$ci gier dwuosobo-
wych jest ich postagé na, znana pod nazwa
gry w:telochodﬁﬁé_}%& grze wielochodowej. poszcze-
golne ruchy graczy wykonywane sa nie jednocze$nie,
ale na przemian. W trakcie ruchéw gracze dokonujq |
wyboréw ze zbioru przyporzadkowanych im alter-
natyw. Alternatywa nosi nazwe strategii chodowej,
a zbior alternatyw danego gracza jest zbmrem jego
strategii chodowych.

Ograniczajagc nasze rozwazania wylaczme do gry
dwuosobowej, bedziemy przyjmowac, ze zbior stra-
tegii chodowych gracza A wyraza si¢ postacia

Y = {‘yla 'yza cer s Vioeeey yw} (31)

gdzie y; -— i-ta strategia chodowa gragia A,

Przedstawiony przez nas zbior Y jest zbiorem
pewnych elementdw  abstrakcyjnych  (symboli),
z ktérych kazdy wyraza S$ciSle okreSlona strategie
chodowg gracza A. Fakt, ze dany element y; jest
elementem zbioru Y bedziemy zapisywa¢ w postaci
y;€ Y 1 czytal, ze y; nalezy do zbioru Y (znak €
oznacza przynalezno$¢ elementu do zbioru; stanowi
pierwsza litere greckiego slowa € oti — jest). Bardzo
czesto, przy rozpatrywaniu zbiordow, zachodzi ko-
nieczno$¢ podzielenia danego zbioru na okreflone
podzbiory. Na przyklad zbiér Y mozZna byloby
podzieli¢ na dwie czgéci, tj. na dwa podzbiory Y@
i Y@, przy czym podzbiér Y mdglby zawieraé te
strategie chodowe gracza A, ktdre sa dla niego ko-
rzystne, natomiast podzbidr Y® mdéglby zawieraé
te strategie chodowe gracza A, ktore sa dla niego
niekorzystne. Zaréwno podzbiér Y, jak i Y@
rozpatrywane oddzielnie sa zbiorami okreslonych
elementdw y,. Fakt, ze dany zbidér, np. Y@, jest
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zawarty w zbiorze Y, tzn. jest jego podzbiorem,
bedziemy zapisywa¢ w postaci Y < ¥, Symbol <
nazywamy znakiem inkluzji i stosujemy dla ozna-
czenia faktu, ze dany zbidr jest czescig skiadowa
jakiego$§ innego zbioru.

Po tej krétkiej uwadze wrocmy do drugiego z na-
szych graczy, tj. do gracza B. W grze wielochodowe]
gracz B jest przeciwnikiem gracza A i jako taki
réwniez dysponuje zbiorem mozliwych do zastoso-
wania strategii chodowych. Analogicznie do zbioru Y

zbidr strategii chodowych gracza B oznacza¢ bedziemy
nastepujaco |

Z = {zl, Zz, e 3 Zj, wes 3 Zs} (3.2)

gdzie z; — j-ta strategia chodowa gracza B.

Ciag wyborow dokonywanych przez graczy na
przemian, poczawszy od momentu rozpoczecia gry
az do jej zakonczenia, nosi Nazwe partii. Kazda
partia doprowadza do odpowiedniego wyniku gry,
korzystnego dla jednego lub drugiego gracza, lub
tez do remisu. Na parti¢ gry wielochodowe; sktada
sie §cifle okreSlony ciag strategii chodowych gracza 4
i gracza B. Zastosowany w dowolnej partii ciag
strategii chodowych danego gracza nosi nazwe
strategii pelnej tego gracza. Strategia pelna w grze
wielochodowej jest odpowiednikiem strategii czyste]
w grze wyrazonej postacia normalna. Gdy dla danej

wielochodowej istnieje mozliwos¢ —okreslenia
wszystkich strategii pelnych obu graczy, gre taka
mozemy przedstawi¢ w postaci normalnej — 0CZy-
wiscie, jezeli liczba strategii pelnych nie jest zbyt
duza. Podobnie gre przedstawiona w postaci normal-
nej mozna przedstawi¢ Ww postacl ekstensywnej,
dzielac umownie strategie czyste na pewne strategie
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chodowe oraz zakladajac, ze partnerzy wykonuja
swoje ruchy nie jednoczeénie, lecz na przemian.
W . grze wielochodowej charakterystyczne jest to,
ze nie wolno nam jzolowaé i abstrahowaé kazdego
ruchu oddzielnie, poniewaz znaczenie jego w grze
zalezy takze od niektdrych innych ruchéw. Miano-
wicie — warto$¢ wyboru konkretnej strategii cho-
dowej przez gracza zalezy zaréwno od wybordéw
dokonanych przez tego gracza w poprzednich ru-
chach, jak i od wyboréw dokonanych przez jego
przeciwnika. |

Dendryt gry

Najwygodniejsza do analizy postacia przed-
stawienia gier wielochodowych jest postaé graficzna.
Przy przedstawieniu gry wiclochodowej w postaci
graficznej poshugujemy si¢ pojeciem grafu. Graf jest
figurg geometryczna skladajaca sie ze skonczonej
liczby punktéw zwanych wierzchotkami oraz z lacza-
cych je odcinkéw lub lukéw zwanych krawedziami.
Graf przedstawiajacy gre wielochodowa ze wzgledu
na swa strukturg nosi nazwe dendrytu gry lub drzewa
ery. |

Wyjasnienie pojecia drzewa (dendrytu) gry po-
przedzimy pewng opowiastkg ba$niowa, ktéra utatwi
nam niewatpliwie zrozumienie postaci graficznej gry
wielochodowej. .

Dwa krasnoludki, czarny i bialy, postanowity
wybra¢ si¢ na wycieczke w glab rozlozystej jabloni.
Aby uprzyjemni¢ wycieczke i nadaé jej jakis cel,
krasnoludki potraktowaly swoja wycieczke jako
pewnego rodzaju gre dwuosobowa. Opracowane
przez nich reguly gry sprowadzaly sie do tego, Ze
gracz A bedzie wplywal na przebieg wycieczki tak,
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aby doj§é do tego punktu jabloni, w ktérym znaj-
duje si¢ mozliwie najwigksze jablko, natomiast
gracz B tak, aby zakoficzyla si¢ ona w tym punkcie
jabloni, w ktérym nie ma Zadnego jabtka lub znaj-
duje sie jabtko mozliwie najmniejsze. |

Z regul gry wynika, ze przedsigwzigcia podejmo-
wane przez krasnoludki w trakcie wycieczki beda
sobie przeciwstawne. Krasnoludki wiedzialy, ze
wycieczka dojdzie do skutku tylko wtedy, gdy de-
cyzje dotyczace wyboru kierunku marszruty beda
podejmowane nie jednocze$nie przez obydwdch,
lecz na przemian przez kazdego z nich. Po przepro-
wadzonej naradzie ustalono wigc, Ze prawo wyboru
kierunku marszruty ma przewodnik wycieczki, przy.
czym w kazdym punkcie rozgalezienia gatezi jabtoni
nastepuje zmiana przewodnika. Zgodnie z tym przy-
jeto, ze najpierw przewodnikiem bedzie gracz B,
nastepnie gracz A, pdzniej znéw gracz B, gracz A
itd., az do osiagniecia takiego punktu w koronie
jabloni, ktéry jest punktem zakonczenia gry. Przy-
stepujac do realizacji ,,wycieczki — gry”, krasno-
ludki droga losowania ustality, ze graczem B bedzie
krasnoludek bialy, a graczem A4 — krasnoludek
czarny. Wiasciwa gra rozpoczyna si¢ przy napotka-
niu pierwszego rozgalezienia; gracz B dokonuje wow-
czas wyboru kierunku marszruty, przy napotkaniu
nastepnego rozgalezienia wyboru kierunku marszruty
dokonuje gracz A4 itd.

Wynik gry zalezny jest od dokonywanych przez
graczy A 1 B wyboréw kierunkow marszrut. Powyz-
sza gra jest gra dwuosobowa, a jej postacia graficzna
jest drzewo gry, ktdrego struktura, okre§lona kon-
figuracja krawedzi i wierzchotkéw, odpowiada struk-
turze jabloni. Oczywiscie przy takim odwzorowaniu
struktury jabtoni struktura drzewa gry, galgzie
jabloni reprezentowane sa przez linie proste, a pier-
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wsze rozgalezienie jabloni jest wierzchotkiem po-
czatkowym drzewa (dendrytu) gry. |

W dalszych naszych rozwazaniach termin »»drzewo
gry” bedziemy zastgpowaé terminem »dendryt gry”,
poniewaz w polskiej literaturze naukowej termin
,-dendryt” jest bardziej popularny i czeiciej spo-
tykany. Przykladowy dendryt gry dla pewnej fik-
cyjnej gry, podobnej do zilustrowanej wyzej gry
krasnoludkdw, przedstawiony zostal na ryc, 1.
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Ryc. 1

Wsréd  wierzchotkéw dendrytu gry wyrozZnia sie:
wierzcholek poczatkowy, zwany czg¢sto korzeniem
dendrytu, wierzchotki lezace na réznych poziomach
dendrytu oraz wierzcholki kofcowe. Wierzchotki
dendrytu odzwierciedlaja sytuacje powstala w grze.
Kazdy wierzcholek dendrytu, z wyjatkiem kotico-
wych, jest opisany symbolem gracza wykonujacego
ruch w danej sytuacji, a przy kazdym wierzchotku
koficowym podaje sie przyporzadkowany mu kofi-
cowy wynik gry. Krawedzie dendrytu reprezentuja
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strategie chodowe, ktore gracze moga wykonac
w procesie realizacji gry, stad tez krawedzie opisane
sa symbolami z; lub y; przynaleznymi do zbioru
mozliwych strategii chodowych graczy. Dendryt
o m wierzcholtkach ma m—1 krawedzi i jest grafem
spo_mym Spéjnos¢ dendrytu wynika z tego, Ze mozna
w nim wyodrebnié dokladnie tylko jedna trase (tuk),
laczaca dowolna pare wierzchotkéw. Euk chzacy
wierzcholek poczatkowy dendrytu z jednym z wierz-
chotkéw konicowych dendrytu jest Sciezka dendrytu.
Sciezka taka reprezentuje partic gry. Pomimo Ze
w dendrycie gry krawedziom nie nadaje si¢ Zadnego
kierunku (brak strzalek), przyjmuje si¢ umownie,
7e dendryt gry jest grafem skierowanym, gdyZz opisuje
proces przebiegajacy w kierunku od wierzchotka
poczatkowego do jednego z wierzchotkéw korico-
wych dendrytu. Dendryt jest podmelony na pietra,
przy czym numer dowolnego pigtra jest zgodny
z numerem porzadkowym odpowiadajacego mu
posuniecia w grze. Posunigcie obejmuje ruch gracza
rozpoczynajqcego gre oraz odpowiedZ na ten ruch
jego przeciwnika.

W celu okreslenia polozenia wierzchotkéw w den-
drycie, kazdy z nich — z wyjatkiem koncowych
— opisano symbolem partnera wykonujace 20 ruch
w sytuacji, oznaczonej tym wierzchotkiem, 1 oprocz
tego oznaczono dwiema wspolrze;dnyml n i k.
Wspdtrzedna n wskazuje numer pigtra, w ktorym
wierzchotek sie znajduje, natomiast wspolrzedna k

okresla numer porzadkowy danego wierzchotka

w pietrze »n. Kompletny symbol opisujacy wierz-
cholek ma wigc posta¢ A lub B!, gdzie n =0, 1,
2, ..., m. Wierzchotki koncowe dendrytu sa punktarm
zakonczema gry i charakteryzuja te partie gry, ktore
do nich doprowadzaja. Kazdemu wierzcholkowi
dendrytu jest przyporzadkowany tylko jeden wynik
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gry, bedacy elementem zbioru R = {P1> P2r s Ps

. P} obejmujacego wszystkie mozliwe ‘wyniki gry.
Wyniki gry mogg by¢ wyrazone liczbowo lub w po-
staci symboli, np. dla gry w szachy zbiér R zawiera
tylko trzy elementy wyréznione w dendrycie gry
roznym ksztaltem wierzcholkéw .. koncowych. Dla
gry przedstawionej dendrytem z ryc. 1 zbiér R przed-
stawia si¢ nastepujaco: |

R={m93 "“83 ‘""’“‘73 ""“'63 "'"'59 '"'"1303 19 53 6’ 9’ 103 14’ 15}

Dendryt gry ilustruje wszystkie mozliwe warianty
rozegrania gry, ktdéra przedstawia. Dla przykiadu
rozpatrzmy przebieg gry na podstawie dendrytu
Z ryc. 1.

Gr¢ prowadzi dwdch graczy: 4 i B. Celem gry
jest uzyskanie jak najwigkszej wygranej przez kazdego
z graczy Kkosztem przegranej SWego przeciwnika.
Zbior mozliwych strategii chodowych gracza 4
wynosi Y = {y;, y,}, natomiast zbiér mozliwych
strategii chodowych™ gracza B wynosi Z = {z,,
Zy}.

}Zgodnie z przedstawionym dendrytem, gre roz-
poczyna gracz B, dlatego tez wierzcholek poczatkowy
dendrytu jest opisany symbolem BY. Na poczatku gry,
tj. w sytuacji okre$lonej wierzcholkiem B%, gracz B
moze zastosowac strategi¢ chodowa z; lub z,. Gdy
gracz B zastosuje strategie chodowa z,, powstaje
sytuacja opisana wierzchotkiem 4% dendrytu. Nato-
miast gdy gracz B zastosuje strategi¢ chodowa z,,
sytuacja powstala w grze jest okre$lona wierzcholkiem
A% dendrytu. Realizacja nast¢gpnego ruchu w pier-
wszym posuni¢ciu nalezy do gracza A. Zardwno
w sytuacji 4% jaki A% gracz 4 moZe zastosowacd
strategi¢ chodowg y, lub y,, a wigc w zaleznosci od
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wyboru gracza B dokonanego w pierwszym posu-
chlu 1 odpowiedzi na ten wybdr gracza 4 w tym
posunigciu, sytuacj¢ powstala po pierwszym po-
suni¢ciu jednoznacznie okre$la jeden z wierzcholkéw
B, B%, BY, BY. Analogiczny proces wystapi w trak-
cie realizacji drugiego posuniecia.

W rozpatrywanej grze kazdy z graczy moze za-
stosowaC $ciSle okreSlong strategie postepowania,
ktora jest kombinacja dwéch mozliwych strategii
chodowych danego gracza i doprowadza do jednego
z wierzchotkéw konicowych dendrytu. Kombinacja
strategii chodowych danego gracza, przyporzadko-
wana jednej ze Sciezek dendrytu, jest strategia peina
tego gracza. Na przyklad na ryc. 1 druga z prawej
strony S$ciezka dendrytu jest opisana nast¢pujacym
ciagiem symboli: z, y; z; y,. Ciag ten wyraza strategie
pelna gracza B w postaci kombinacji z,; z, oraz stra-
tegic pelng gracza 4 w postaci kombinacji y, y..
Inaczej mowiac, strategia pelng danego gracza
bedzie uporzadkowany ciag jego strategii chodowych
wystepujacych w opisie jednej ze S$ciezek dendrytu.
W rozpatrywanej grze kazdy z graczy ma do dyspo-
zycji cztery nastepujgce strategie pelne

dla gracza A4 dla gracza B
Yi=ywyn L, =22y
Y, =y, 5 L, =2y 2,
Y=y, »1 Zy =z z4
Y, =y, », Zy =123 23

Znajac strategie pelne graczy, mozemy przej$é od
postaci ekstensywnej gry do postaci normalne;j,
przedstawionej nastepujaca macierza
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Jak latwo zauwazy¢, gra ta ma punkt siodlowy
w obszarze strategii czystych, a minimaksowa war-
tos¢ gry wynosi v = 0. Optymalna strategia czysta
gracza A jest strategia Y,, natomiast optymalng stra-
tegia czysta gracza B jest strategia Z,. Oczywiscie
optymalne strategie czyste okre§lone na podstawie
macierzy gry sa rowniez optymalnymi strategiami
pelnymi w grze wielochodowej. Ze wzgledu na cha-
rakter przebiegu gry wielochodowej przejScie z po-
staci ekstensywnej na posta¢ normalng jest uzasad-
nione tylko wtedy, gdy obaj partnerzy sa rozumni
1 dazg do zapewnienia sobie najwieckszej wygranej.
Jezeli natomiast jeden z graczy bedzie stosowal
swoje strategie chodowe w sposéb losowy lub tez
bedzie popelniat bledy w poszczegolnych ruchach, to
znajomo$¢ optymalnej strategii pelnej przez drugiego
gracza jest dla niego mato przydatna. Wynika to
z tego, ze ten drugi gracz, jako bardziej rozumny
partner, bedzie dazyl do wykorzystania bledow
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popemianych przez swego przeciwnika w celu zmaksy-
malizowania swojej wygranej. Maksymalizacj¢ t§
moze sobie zapewni¢ wylacznie przez odstgpstwéd
od swej optymalnej strategii pelnej. Mozna Wwig
stwierdzi¢, ze postaé normalna dla gry wielochodo-
wej ulatwia jej rozwiazanie, lecz nie wnika w proces
realizacji gry wielochodowej.

Gry z pelna informacja

Jak juz wiadomo, proces prowadzenia gry
wiclochodowej charakteryzuje si¢ tym, 2e ruchy
graczy sa wykonywane nie jednoczesnie, ale na prze-
mian. Przy takim prowadzeniu gry podzial gier
wielochodowych jest zdeterminowany zasobem po-
siadanej przez kazdego z graczy informacji o ruchach
swego przeciwnika. Jezeli w trakcie realizacji gry
wielochodowej kazdy z graczy jest poinformowany
o wyborach dokonywanych przez swego przeciwnika
w przyporzadkowanych mu ruchach, to wowczas
powiemy, ze gracze dysponuja peina informacja
o przebiegu gry, a samg gre nazwiemy gra z peina
informacja. Gdy natomiast w grze wielochodowe]
co najmniej jeden z graczy nie zna wybordéw doko-
nywanych przez jego przeciwnika w kolejnych ru-
chach, gre taka nazwiemy gra z niepelna informacja.

Na poczatku scharakteryzujemy gry wielocho-
dowe z pelng informacja. Przykladem ich sg takie
gry, jak warcaby, kotko i krzyzyk, szachy. W do-
wolnej sytuacji, powstalej w trakcie prowadzenia
gry wielochodowej z pelna informacja, gracze zawsze
wiedza, w jakim wierzchotku dendrytu sytuacja ta
sie znajduje. Oczywiscie bardzo czgsto dendryt gry
jest pojeciem czysto abstrakcyjnym, gdyZ nie mozna
go narysowaé ze wzglgdu na olbrzymia liczbe strategii
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pelnych graczy. Nie przeszkadza to jednak w postu-
giwaniu si¢ tym pojeciem, gdyZz ulatwia ono analize
przebiegu gry, tym bardziej ze w trakcie realizacji
gry jest budowana jedna ze $ciezek dendrytu, ktdra
zawsze mozemy sobie narysowad. |

Gra wielochodowa z pelng informacja moze byé
skoficzona lub nieskoriczona. Gra skoficzona charak-
teryzuje si¢ tym, ze kazdy z graczy ma skoriczona
liczbg strategii pelnych. Dendryt takiej gry jest
rowniez skoficzony, tzn. po narysowaniu dendrytu
— oczywiscie, o ile to mozZliwe — bedzie w nim
skoriczona liczba $ciezek. Gdy liczba strategii pelnych
graczy jest nieskorficzona, dendryt gry jest réwniez
nieskorniczony, a sama gra nalezy do klasy gier nie-
skoficzonych. W teorii gier istnieje latwe do udo-
wodnienia twierdzenie, ze kazda dwuosobowa gra
wielochodowa z petna informacja i o sumie ZETOWEj
ma punkt siodtowy. Punkt ten mozna jednoznacznie
okresli¢, gdy dendryt gry jest skoriczony. Dokonuje
si¢ wowczas przejécia z postaci ekstensywnej do
postaci normalnej gry opisane; macierza. Na pod-
stawie macierzy gry bez trudno$ci mozna okresli¢
punkt siodtowy gry oraz optymalne strategie pelne
(czyste) graczy, tak jak to przedstawiono w po-
przednim punkcie niniejszego rozdziahu.

Rozpatrzmy obecnie przykiad gry wielochodowe;j
z peing informacja, co ulatwi nam réwniez zrozu-
mienie rozdziatu 7 ksiazki.

Przyktad 3 — gra,,Samochdd policyjny”

Na ulicach miasta rozgrywa si¢ poscig za ucie-
kajaca grupa przestepcéw. Obiektem Scigajacym jest
samochéd policyjny 4, obiektem uciekajacym — sa-
mochod przestepcédw B. Ulice miasta przecinaja sig
pod katem prostym i tworza siatke zlozona z jedna- )
kowych kwadratéw. Szybko§¢ samochodu A jest
dwa razy wigksza od szybkodci samochodu B, tzn.
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V4= 2V, gdzie V,, Vz — szybkoSci samochoddéw
nie zmieniajace si¢ w czasie. Przyjmujac, ze decyzje
dotyczace kierunkéw jazdy samochoddw sa podej-
mowane przez dysponentdéw samochoddéw na prze-
mian i realizowane w §cile okre§lonych momentach
czasu, powyzszy pofcig mozna potraktowaé jako
proces prowadzenia dwuosobowej gry wielocho-
dowej. Przyjmujac dodatkowo zalozenie, ze w trakcie
realizacji procesu poécigu i ucieczki gracze znaja
nawzajem swoje kolejne polozenia, gre te zaliczymy
do gier z pelng informacja. Dla uproszczenia modelu
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gry pomijamy, w jaki sposéb kazdy z graczy uzyskuje
informacj¢ o polozeniu swego przeciwnika i podejmo-
wanych przez niego decyzjach. Szkic sytuacyjny
gry przedstawiony zostal na ryc. 2. |
5%
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Celem gry dla gracza A jest zblizenie si¢ do samo-
chodu B w jak najkrétszym czasie na dostatecznie
bliska odleglo$é s, spelniajaca warunek s < [, gdzie
[ — dlugo$¢ boku pojedynczego kwadratu siatki
z ryc. 2. Zgodnie z tym warunkiem doscigniecie samo-
chodu B przez samochdd A4 nastapi' wtedy, gdy ru-
chome punkty 4 i B na rycinie pokryja si¢ lub znajda
w sasiadujgcych ze soba wezlach siatki. Natomiast
celem gry dla gracza B jest uniknigcie schwytania
lub wydtuzenie czasu, w ktérym ono nastapi. Wy-
plata w grze jest liczba posunieé, po ktérych obiekt B
zostanie przechwycony przez A. Oczywiscie 4 dazy
do zmniejszenia tej liczby, a B do jej zwigkszenia.

Postugujac sie ryc. 2 przesledzmy teraz jeden
z mozliwych przebiegéw tej gry. W poczatkowej
sytuacji gry obiekt A4 znajduje sie w punkcie H,,
obiekt B — w punkcie E,. Kazdy z graczy ma do
dyspozycji cztery mozliwe strategie chodowe, ktére
sa dopuszczalnymi kierunkami przemieszczania sie
obiektow. Strategie te przedstawiono na ryc. 2 od-
powiednim ukladem wektoréw. Poniewaz V=
= const 1 Vp = const oraz V, = 2V3g, pozadane
jest przyjac statq jednostke czasu T, w ktdrej obiekt B,
realizujac swoja dowolna strategic chodowa, prze-
bywa droge s = . W tym samym czasie 7 obiekt A
przy realizacji swojej strategii chodowej bedzie
przebywal droge s = 2/. Dlugosci drég przebytych
przez obiekty w czasic 7' wynikaja z poréwnania
wektoréw. Zakladajac, ze gre rozpoczyna gracz B,
mozna narysowa¢ dendryt gry, ilustrujacy wszystkie
mozliwe warianty rozegrania poscigu przez A
1 ucieczki przez B. Fragment tego dendrytu przed-
stawiono na ryc. 3. Gdy w sytuacji poczatkowej gry,
okreslonej wierzchotkiem BY, dendrytu, obiekt B wy-
kona strategic chodowa z,, to po czasie T znajdzie
si¢ w punkcie E, siatki z ryc. 2, a sytuacja powstata
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w grze bedzie okre§lona wierzchotkiem 4% dendrytu.
W momencie, gdy obiekt B znajdzie si¢ w punkcie E,,
rozpoczyna poscig obiekt 4, wybierajac i realizujac
jedna ze swoich strategii chodowych. Zaléimy, Ze

L]
[ ]
-
[ ]
-
*

Ryc. 3

strategiag chodowa wybrang przez A jest strategia y,.
Obiekt A wykonujac te strategi¢ po czasie T znajdzie
sic w punkcie H;. W tym samym czasie, w ktorym
obiekt 4 wykonuje swdj pierwszy ruch, obiekt B,
ze wzgledu na ciaglo§¢ procesu, realizuje swdj drugi
ruch. Po czasie 2T od momentu rozpoczecia gry,
obiekty — zgodnie z regulami prowadzenia gry
wielochodowej — powinny si¢ znajdowaé¢ w punk-
tach: H, dla 4 1 E, dla B. W rzeczywistosci obiekt B
po pierwszym posunieciu w grze nie bedzie w punkcie
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E;, lecz w innym juz punkcie,f tj. w punkcie E,,
tak Jjak to wynika z ryc. 2. Istnieje wigc pewne prze-
suniecie czasowe w’ przeblegu gry, tzn. gdy gracz 4
realizuje ruch w pierwszym posumgcm gracz B
wykonuje juz ruch w drugim posunieciu. Po kazdym
posunigciu w grze gracz A sprawdza, czy speh:uony
jest warunek zakorficzenia gry s < l Po pierwszym
posunieciu warunek ten nie jest spelniony, sytuacja
okre$lona jest wierzcholkiem B dendrytu i gracz 4
na podstawie informacji o aktualnym poloiemu
obiektu B wykonuje swoj drugi ruch.

Na ryc. 2 pokazano linia pogrubiona przykladowy
wariant tej gry, dotyczacy przypadku, gdy po szeSciu
posunieciach w grze poltozenia obiektéw A4 i B po-
winny si¢ pokrywa¢é, oczywiscie zgodnie z regulami
prowadzenia gry wielochodowej. Punkt wzajemnego
pokrycia oznaczony jest symbolami Eg i Hg. Ponie-
waz ruch obiektu B jest ciggly, poloZenie obiektu B
w punkcie E4 po szeSciu posunigciach liczonych
przez gracza A, jest pozorne, gdyz w rzeczywisto$ci
bedzie si¢ on znajdowal w ktérym$ z sasiednich
wezlow siatki.. Warunek zakonczenia gry zostanie
jednak speilniony, gdyz dla sasiednich wezldw siatki,
lezacych na drodze przemieszczania si¢ obiektdw,
speiniona jest rdwnos¢ s = /.

Rozpatrywana gra na pierwszy rzut oka wydaje sie
trywialna, poniewaz z warunku ¥V, = 2V nalezy
sadzi¢, Zze obiekt B zostanie zawsze przechwycony,
o ile tylko gracz A postgpowaé bedzie rozumnie.
W rzeczywistoS$ci tak nie jest, o czym $wiadczg trajek-
torie ruchow obiektéw pokazane na ryc. 2 linig
przerywana przy tych samych punktach poczatko-
wych H, i E,. Przy przyjetych w grze prostoliniowych
strategiach chodowych gracza A4, gracz B ma mozli-
wo§¢ okreSlenia takiego ciggu swoich strategii cho-
dowych, przy ktéorym nigdy nie bedzie speilniony
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warunek s < /. Gdy natomiast przyja¢ dla gracza A4
taki uklad strategii chodowych, jak to pokazano
na ryc. 4, gracz A mialby zawsze mozliwo§é
przechwycenia obiektu B przy

zachowaniu warunku s < /. |
Scharakteryzowana wyzej gra

ma wielkie znaczenie, gdyz za- % P _

poznaje nas z cala klasa gier wie- __ |2 2 .

lochodowych opisujacych pro- ¥ %

cesy poscigu 1 zblizania, ktdre | yl Y,

objete problematyka cyberne- j 2 |

tyki technicznej w epoce lotéw '

kosmicznych nabieraja coraz Ryc. 4
wiekszego znaczenia.

Gry z niepelng informacja

Z poprzedniego punktu wynika, Zze w grze
wielochodowej z pelng informacjg gracze zawsze
wiedza, w ktérym wierzchotku dendrytu znajduje
sie¢ aktualnie powstala w grze sytuacja, tzn. maja
kompletna informacje o sytuacji. JeZzeli natomiast
w grze wielochodowej cho¢ jeden z graczy nie bedzie
mogt okreéli¢ jednoznacznie sytuacji, ktéra powstala
w procesie realizacji gry, gre takg zaliczymy do gier
z niepelng informacja.

Przyczyna tego, ze gracz nie jest w stanie okreslié
powstalej sytuacji najczesciej jest to, iz nie zna on
poprzedzajacych te sytuacjg¢ ruchdw swego prze-
ciwnika, a $cifle mowiac — wyboréw dokonywa-
nych w tych ruchach. Gra wielochodowa moze cha-~
rakteryzowa¢ sie jednostronnym lub dwustronnym
brakiem informacji. Oznacza to, Ze dla jednego
z graczy gra moze by¢ z niepelng informacja, a dla
drugiego gracza — z pelng informacja. Jezeli np.
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w grze ,,Samochod policyjny” uciekajaca grupa
przestgpcow nie bedzie znala kolejnych polozen
samochodu policyjnego, proces ucieczki bedzie dla
nich — tzn. dla gracza B — gra z niepelng informacja,
pomimo Ze sam proces poscigu dla gracza 4 bedzie
w dalszym ciagu gra z peilng informacja.

Gra wielochodowa z niepelna informacja, podob-
nie jak gra z pelng informacja, réwnie? ma sw03
dendryt, jednakze w dendrycie tym wprowadza sig
dodatkowe oznaczenia zwigzane z brakiem infor-
macji. Przyktad poczatkowego fragmentu dendrytu
gry z niepelng informacja przedstawiony zostal
na ryc. 5. Jak wiadomo, wierzchotki dendrytu
okreslaja sobg mozliwe do powstania sytuacje w grze.
W dendrycie gry z niepelna informacja te wierz-
cholki, ktdre reprezentuja sytuacje nierozréinialne
dla gracza w danym posunigciu, objete sa linig prze-
rywana tak, jak to pokazano na ryc. 5. Linia prze-

rywana oznacza po prostu, Ze na podstawie regut
gry gracz nie mozZe powiedzieé, w ktdrym sposrod
otoczonych ta linia wierzchotkdw si¢ znajduje.
Wierzcholki objete linia przerywana tworza zbidr
informacyjny. W dendrycie na ryc. 5 takim zbiorem
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informacyjnym jest zbior zlozony z wierzchotkow
A% i A%, przy czym jest to zbidr dwuelementowy.
Jezeli w dendrycie gry istnieje choC jeden zbidr
informacyjny skladajacy si¢ co najmniej z dwdch
wierzcholkéw, dendryt taki zawsze reprezentuje gre
z niepelna informacja. Natomiast w przypadku,
gdy w dendrycie wystepuja wylacznie zbiory infor-
macyjne jednoelementowe, dendryt taki przedstawia
gre z pelng informacja (por. ryc. 1).

Aby lepiej zrozumieé¢ znaczenie zbiorédw infor-
macyjnych w dendrycie gry z niepelna informacja,
przeSledZmy przebieg takiej gry wedlug dendrytu
z ryc. 5. Wierzcholkiem poczatkowym dendrytu
jest wierzchotek BY% — wierzcholek ten stanowi jedno-
elementowy zbior informacyjny. W sytuacji okres-
lonej wierzcholkiem B% rozpoczynajacy gre gracz B
ma do wyboru strategi¢ chodowa z; lub z,. W za-
leznosci od wyboru dokonanego przez gracza B
w pierwszym jego ruchu sytuacja znajdzie sig
w wierzchotku 4% lub 4%. Wierzchotki te, jak juz
wiadomo, tworza zbidr informacyjny. Oznacza to,
ze sytuacje 4% i A% sa nierozréznialne dla gracza A4,
mianowicie nie jest on zorientowany, w ktérym
wierzchotku dendrytu znajduje sie powstala sytu-
acja, gdyz nie wie on czy gracz B w swym pierwszym
ruchu wykonat strategi¢c chodowa z; czy tez z,. Jezeli
w pierwszym posunieciu gracz B wykonal strategie
chodowa z,, a gracz A strategi¢ chodowa y;, to po
pierwszym posunigciu gra znajdzie sic w wierzcholku
BY. Poniewaz wierzcholek B} wraz z wierzchotkami
B% i BY objete sa jednym zbiorem informacyjnym,
tym razem gracz B nie bedzie wiedzial, w ktérym
rzeczywiécie wierzchotku dendrytu znajduje si¢ po-
wstala sytuacja. Oczywiscie gracz B moZe. pocieszyé
si¢ tym, Ze gracz A rowniez w dalszym ciggu nie wie,
ktorym wierzchotkiem dendrytu jest okre§lona po-

73



wstala sytuacja. Powyzszy przypadek zachodzi pod
warunkiem, Zze Zaden z graczy nie zna wyborow
SWego przemwnxka Jezeli natomiast w pierwszym
posunigciu gracz B wykona strategic chodowa Z3,
a gracz A strategi¢ chodowa y;, to sytuacja po pier-
wszym posunigciu okre§lona bedzie wierzcholkiem
B’. Poniewaz wierzcholek B, sam tworzy zbiér in-
formacyjny, gracz B posiada pelna informaqq o ruchu
swego przeciwnika, a tym samym wie, Ze sytuacla
w grze okre§lona jest wierzcholkiem BY.

Dla zbioréw informacyjnych charakterystycz.ny
Jjest pewien warunek konieczny, ktéry powinny one
spelnia¢. Mianowicie: liczba krawgdzi wychodzacych
z kazdego z wierzcholkéw przynaleznych do jednego
zbioru informacyjnego powinna byé jednakowa dla
wszystkich wierzchotkéw tego zbioru, przy czym
kazda krawedz wychodzqca zZ dowolnego takiego
wierzcholka powinna mieé swdj odpowiednik w kra-
wedziach wychodzacych z pozostatych wierzchotkéw
danego zbioru informacyjnego. Dla zbioréw Ay, A%
i BY, B, BY z ryc. 5 warunek ten jest w pehu spel-
mony

Dla dendrytu gry z niepelna informacja mozemy
— podobnie jak w przypadku gry z pelng informacja
— okresli¢ wszystkie mozliwe strategie pelne graczy.
Znajac te strategie mozemy przejé¢ do postaci nor-
malnej gry, tzn. mozemy ulozy¢ macierz gry. Roz-
wigzujgc takg gre na podstawie macierzy gry okres-
hmy optymalne strategie gracza. Otéz tutaj okazuje
sm, 7e gra wielochodowa z niepelng informacja moze
nie mie¢ punktu siodlowego w obszarze strategii
czystych, w odrdéznieniu od gier z pelng informacia,
ktére zawsze ten punkt majg. Gra wielochodowa
z niepelng informacja moze mieé tylko rozwiazanie
w obszarze strategii mieszanych. Stad tez gdy gra
taka opisuje proces. jednorazowy, a gracze chca

74



zastosowaé swoje optymalne strategie mieszane,
woéwcezas optymalno§é stosowanych przez nich stra-
tegii chodowych bedzie obarczona pewnym prawdo-
podobienstwem. -

Gry wielochodowe z niepeina mformac_]a, sq jeszcze
w niedostatecznym stopniu opracowane w teoril
gier, pomimo Ze spotykamy si¢ z nimi bardzo czgsto
w roéznych procesach i problemach decyzyjnych.
W niniejszej ksiazce ograniczymy si¢ wylgcznie do
gier wielochodowych z pelna informacjg.

Gry z naturg

Dotychczas rozpatrywaliSmy tylko takie gry,
w ktérych interesy graczy sa sobie przeciwstawne.
W grach tych kazdy z graczy zainteresowany jest
wynikiem gry i w zalezno$ci od charakteru gry dazy
do maksymalizacji lub minimalizacji wyniku. Obok
tych gier istnieje niezmiernie wazna klasa gier dwu-
osobowych, w ktérych charakterystyczne jest to,
ze jeden z graczy nie jest zainteresowany wynikiem
gry. W ogélnym przypadku graczem nie zaintereso-
wanym wynikiem gry jest natura. Stad tez gry,
w ktérych z jednej strony wystepuje gracz dazacy
do §ci§le okreSlonego ceiu — niekoniecznie nawet
gracz rozumny — a z drugiej strony wystgpuje na-
tura, nazywamy grami z naturg lub tez grami prze-
ciw naturze. Zarowno postepowanie najdrobniej-
sZego Zywego organizmu w przyrodzie w odwiecznej
walce o byt i zachowanie gatunku, jak i kazde ro-.
zumne oddzialywanie czlowieka na okreSlone zja-
wiska w otaczajgcym go §wiecie mozna potraktowaé
jako gre z natura. Z tego tez powodu gry z naturg
stanowia najhczmejszq grupe gier. Jest po prostu.
rzecza niemozliwa wyliczenie wszystkich przypadkéw
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gier z natura z powodu olbrzymiej skali rozpietosci
migdzy roznymi typami tych gier. Granice tej skali
sg malo uchwytne, gdyz i postgpowanie mréwki
w drodze do mrowiska, i1 dzialanie automatu na
powierzchni nieznanej planety mozna opisaé bardzo
podobnymi do  siebie modelami gry z natura.

Poniewaz wigkszo$§¢ proceséw sterowania mozna
opisa¢ matematycznym modelem gry dwuosobowej
Zz natura, gry te odgrywaja szczegolnie wazng role
w cybernetyce, a poprzez nia maja wplyw na I0ZWO0)
innych nauk. N1estety gry te stanowia jeszcze prawie
,»bialg plamg” w teoril gier; sa w niedostatecznym
stopniu poznane, co przy ogromnych mozliwosciach
zastosowania tych gier jest zjawiskiem z pewnosqu
bardzo niekorzystnym.,

Rozpatrzmy teraz pewne wlasciwoéci gry z naturg.
Pod pojeciem natury rozumie si¢ w teorii gier gracza,
ktory nie jest zainteresowany wielkoscia swojej wy-
granej lub przegranej, a tym samym nie postepuje
zgodnie ze swoja strategia optymalna. Przeciwnikiem
natury jest gracz dazacy do uzyskania jak neuwxgk-
szej wygranej. Dalej bedziemy zaktadaé, ze prze01w-
nikiem natury jest gracz rozumny i oznaczaé¢ go be-
dziemy symbolem A, natomiast naturg jako gracza
oznacza¢ bedziemy symbolem B. Poniewaz tendencje
natury jako gracza B nie sa przemwstawne tenden-
cjom gracza A, gra z natura jest z zasady gra bez
sumy zerowej.

Jednakze teoria gier, w sensie podanym przez
von Neumanna, zaklada hajbardziej ostrozng strategie
postegpowania graczy, ktéra zapewnia im co prawda
minimalng wygrang, lecz za to bez ryzyka Stad tez
gracz. A prowadzac gre z naturg B pownnen poste-
powac¢ mozliwie na_]ostroZmeJ, a wigc — nie chcqc

zykowac — powinien liczy¢ si¢ z mozliwie najmniej
Sprzy;ajqca dla siebie gra partnera B, czyli przypisa¢
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mu tendencje przeciwstawne do swoich. W wyniku
takiego podejscia gra z natura zostaje sprowadzona
do gry wyraZnie antagonistycznej, a przez to samo
do gry z sumg zerowa. Uogdlniajac to rozumowanie
mozna powiedzie¢, ze kazda gra z natura, w sensie
teorii von Neumanna, powinna by¢ potraktowana
przez przeciwnika natury jako gra z suma zerowa.

Jednoznaczne podejécie do gry, ktore — zgodnie
z teorig von Neumanna — nakazuje postgpowaé
graczowi z najwiekszg ostrozno$cia, a tym samym
kaze traktowaé przeciwnika jako idealnego mistrza,
skrytykowane zostalo przez Norberta Wienera
w uzupelnionym wydaniu jego ksiazki Cybernetyka
czyli sterowanie i komunikacja w zwierzeciu i maszynie.
Wiener uzasadnil swoja krytyke tym, 2e bardzo
czesto zachodzi konieczno$¢ pominigcia ostroznego
postepowania 1 stosowanie ryzyka, przy czym linia
postegpowania powinna opiera¢ si¢ na pewnych da-
nych statystycznych dotyczacych rozpatrywanego
procesu opisanego gra.

Obecnie w teorii gier istnieja dwie metody podej-
$cia do gier z natura. Jedna z tych metod, oparta na
teorii von Neumanna, wyklucza stosowanie ryzyka,
a druga z tych metod uwypukla znaczenie ryzyka
w procesie prowadzenia gry 1 pozwala na jego sto-
sowanie. Wybor jednej lub drugiej metody podykto-
wany jest charakterem gry i1 zasobem informacji
o postepowaniu natury. Drugg metode stosuje sig
w zasadzie tylko wtedy, gdy na podstawie danych
statystycznych znane sa prawdopodobienistwa sto-
sowanych przez nature strategii. W takim przypadku
gracz A bedzie bral pod uwagg tylko te strategie
natury, ktére wystepuja z duzym prawdopodobien-
stwem. Oczywiécie nie zawsze rozklad prawdo-
podobiefistw strategii natury jest znany, przy czym,
biorac pod uwage rowniez i to, ze nie zawsze wolno
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nam ryzykowaé, wydaje sie, Ze minimaksowa teoria
von Neumanna jest dominujaca w teorii gier wow-
czas, gdy rozpatrujemy gry z natura.

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze wiekszosé gier z natura
opisuje procesy wieloetapowe, nalezy wigc do gier
wielochodowych wyrazanych graficznie przy pomocy
dendrytu. Postaé ekstensywna gier znacznie ulatwia
analiz¢ konkretnych gier z naturg. Dzieki istnieniu
etapow w grze z natura, gracz A ma mozliwo$¢ mo-
dyfikowania stosowanych przez siebie strategii cho-
dowych. Poniewaz w grze wielochodowej natura nie
jest zainteresowana wysoko$cia wygranej i swoje
strategic chodowe stosuje w sposéb losowy, popel-
nia bledy w procesie realizacji gry. Bledy te moze
wykorzysta¢ gracz 4 w celu powigkszenia swojej
wygranej. Narzuca si¢ wigc wniosek, ze gracz A nie
potrzebuje zna¢ swojej pelnej strategii optymalnej,
gdyz chcac maksymalizowaé SWa wygrang musi
zrezygnowac ze stosowania w grze tej whasnie stra-
tegii. Stad tez gracz 4, na podstawie analizy dendrytu
gry, powinien zebraé takie dane, ktore umozliwialyby
mu prowadzenie gry z wykorzystywaniem bledow
popehnianych przez gracza B. Z tych tez wzgledow
dla kazdej sytuacji powstalej w grze wielochodowej
z naturg gracz 4 powinien mieé juz z gory przygo-
towana odpowiednia, optymalna strategi¢ chodowa,
ktéra — w wyniku nastepnych ruchéw — zapewni
mu uzyskanie najwyzszej wygranej. Prowadzi to do
jednostronne; optymalizacji dendrytu gry, ktdra
zostanie omowiona w nastepnym punkcie.

Metoda rozwigzywania gier Wiélechodowych

Podstawowym celem teorii gier jest opraco-
wanie wskazéwek do- racjonalnego, optymalnego -
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postepowania dla kazdej ze stron wystgpujacych
w procesie opisanym modelem gry. Opracowanie
takich wskazowek najczeéciej jest sprowadzane do
znalezienia rozwizzania gty przez okreslenie optymal-
nych strategii graczy oraz do wskazania minimakso-
wej wartodci gry. Rozwigzanie gry polegajace na
wyznaczeniu optymalnych strategii graczy jest nie
zawsze mozliwe 1 hie zawsze przydatne, poniewaz
wiekszo$¢ konkretnych gier ma posta¢ wielochodowa
i reprezentuje procesy wieloetapowe. Przebieg takich
proceséw wymaga bardzo czgsto ciaglej modyfikaciji
strategii postgpowania danego gracza w trakcie
procesu reprezentujacego gre wielochodowa. Mo-
dyfikacji takiej nie zapewnia optymalna strategia
petna. Ponadto, aby rozwiaza¢ gr¢, nalezy ja spro-
wadzi¢ do postaci normalnej, tzn. nalezy ulozy¢
macierz gry. Jest to mozliwe tylko dla bardzo pro-
stych gier wielochodowych, w ktérych kazdy z graczy
dysponuje niewielka liczba strategii pelnych.

Dla wigkszosci gier wielochodowych — a S$cisle
moéwige, dla proceséw dajacych si¢ opisa¢ modelem
gry wielochodowej — liczba strategii pelnych graczy
jest tak olbrzymia, Ze uniemozliwia wprost ulozenie
macierzy gry, a przez to samo rozwigzanie gry.
Do trudno$ci zwigzanych z uloZeniem macierzy
gry nalezy zaliczy¢ rowniez i1 to, Ze samo okreSlenie
wszystkich strategii pelnych graczy jest bardzo
czesto zadaniem nie do wykonania, nawet przy
uzyciu najbardziej nowoczesnych maszyn cyfrowych.
Przykladem jest gra w szachy, dla ktorej nie mozna
jeszcze dotychczas wyznaczy¢ wszystkich optymalnych
strategii pelnych graczy, pomimo ze liczba tych
strategii jest znana.

Zalézmy teraz, Ze pozbyliSmy si¢ trudnosci zwigza-
nych z ulozeniem macierzy gry, lub lepiej, Zze zawsze
istniejg mozliwosci przejécia z postaci wielochodo-
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wej gry na posta¢ normalng i znalezienia rozwiaza-
nia. Znajac rozwigzanie nie zawsze bedziemy mogli
z niego korzystaC w procesie realizacji gry wielo-
chodowej, co wynika z tego, Ze rozwigzujac gre
W okresie poprzedzajacym jej realizacje zakiadamy
najbardziej niekorzystny przypadek postepowania
przeciwnika na wszystkich etapach gry. W rzeczy-
wistoéci nasz przeciwnik moze si¢ nie trzymaé swojej
optymalngj strategii pelnej i moze popemhiaé bledy
w procesie realizacji gry. Bledy te powinni$émy wy-
korzysta¢ w celu podwyZszenia swej wygranej, a wigc
powinniSmy zarzuci¢ postgpowanie wedlug opty-
malnej strategii pelnej, gdyz w trakcie realizacji gry
dojdziemy do przekonania, e w wyniku zastoso-
wania jakiej§ innej strategii pelnej nasza wygrana
bylaby znacznie wyzsza. Ponadto nalezy zwrdcié
uwage, ze wigkszoS¢ procesOw opisywanych mode-
lem gry wielochodowej nalezy do klasy gier z natura.
Natura, jak juz wiemy, nie jest zainteresowana wy-
nikiem gry, nie trzyma si¢ swojej optymalnej strategii
petnej, gdyz swoje strategie chodowe wybiera losowo,
a wigc popelnia — z punktu widzenia gracza rozum-
nego — niedopuszczalne bledy.

Utwierdza to nas w przekonaniu, Ze rozwiazanie
gry wielochodowe)j przez sprowadzenie jej do postaci
normalnej 1 okres§lenie optymalnych strategii pelnych
obu graczy jest w ogdlnym przypadku w praktyce
malo przydatne. _

Jakie wigc powinno byé racjonalne dzialanie kaz-
dego z graczy w grze wielochodowej, aby zapewnito
mu mozliwie najwigksza wygrana i bylo dzialaniem
optymalnym bez wzgledu na to czy jego przeciwnik
popetnia bledy, czy tez gra rozumnie? Otdz sposéb
optymalnego postgpowania gracza w grze wielo-
chodowej z peing informacja podyktowany jest
specyfika prowadzenia gry wielochodowej, a miano-
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wicie tym, Zze na kazdym etapie gry przy wyborze
strategii chodowej gracz powinien uwzgledni¢ wplyw
dokonanego wyboru na dalszy przebieg gry. Zmu-
szony jest wiec on przeanalizowaé wszystkie mozliwe
sytuacje, ktére moga powstaé w wyniku dzialania
jego przeciwnika w nastepnych posunigciach i1 do-
piero potem okresli¢, czy dokonywany przez niego
wybdr jest dla niego optymalny. Jezeli gracz nie prze-
prowadzi takiej analizy, to wybrana przez niego
strategia chodowa — na pozdr optymalna na danym
etapie gry — moZze doprowadzi¢ w ostatecznym
wyniku do przegranej. Analiza taka w ogdélnym
przypadku jest bardzo zlozona i nalezy ja prze-
prowadzi¢ na podstawie dendrytu gry. Jak wiadomo,
sytuacja powstala w grze jest jednoznacznie okreSlona
jednym z wierzchotkéw dendrytu, natomiast kra-
wedzie wychodzace z tego wierzchotka reprezentuja
strategie chodowe tego gracza, na ktdrego przypada
ruch w tej wlaénie sytuacji. Z kolei na kazdej krawedzi,
z wyjatkiem krawedzi ostatniego pigtra dendrytu,
jest zbudowany jak gdyby oddzielny dendryt, nazy-
wany dendrytem skladowym przyporzadkowanym
danej krawedzi. Aby stwierdzi¢ czy wybierana
w danej sytuacji strategia chodowa jest korzystna
dla danego gracza, nalezy przeanalizowal dendryt
sktadowy przyporzadkowany krawedzi opisanej ta
strategia. Z wierzchotka dendrytu wychodzi na ogol
kilka krawedzi, nalezy wiec rozpatrzyé wszystkie
krawedzie, stad tez liczba dendrytéw skladowych
podlegajacych analizie jest taka sama, jak liczba
krawedzi wychodzacych z danego wierzchotka. Po
przeprowadzeniu analizy wyboru strategii chodowej
wyniki jej nalezy poréwnaé i wybraé tylko jedna
krawedZ, najbardziej korzystna dla analizowanego
wierzcholka dendrytu, natomiast pozostate krawedzie
— a tym samym przyporzadkowane im dendryty

6 Teoria gier w cybernetyce 81



sktadowe — mozna z dendrytu gry wykresli¢. W re-
zultacie dochodzimy do wniosku, Zze z punktu widze-
nia intereséw danego gracza po przeprowadzonej
analizie calego dendrytu, 'z kazdego wierzcholka
opisanego symbolem tego gracza powinna wycho-
dzi¢ tylko jedna krawedz, i to taka; -ktdéra reprezen-
tuje optymalng dla danej sytuacji strategie chodowa.
Stad tez jezeli chcemy np. okreslié optymalne po-
stepowanie gracza ' A4, to kazdemu wierzcholkowi
A% dendrytu gry nalezy przyporzadkowaé nie zbidr
krawedzi, a tylko jedng krawedZ opisana takg stra-
tegia chodowa, ktéra po uwzglednieniu wszystkich ™
nastepnych posunie¢ zagwarantuje graczowi 4 uzys-
kanie mozliwie najwickszej wygranej Podobne rozu-
mowanie mozna przeprowadzi¢ réwniez z punktu
widzenia interesdw gracza B.

Uwzgiedniwszy przeprowadzone wyZej rozwaza-
nia mozna powiedzieé, ze okreslenie optymalnego
post@powania danego gracza w grze wielochodowej
sprowadza si¢ do jedostronnej optymali-
zacjl dendrytu gry na korzy$é danego
gracza. Fod tym pojeciem rozumiemy proces wy-
kreS§lenia z dendrytu niekorzystnych dla danego
gracza jego strategii chodowych, a $ciSle mdwiac
krawedzi opisanych tymi strategiami. Jednostronna
optyializacje dendrytu gry wykonuje si¢ na korzy$é
jednego lub drugiego gracza. W trakcie jednostronnej
optymalizacji dendrytu gry nastepuje redukcja den-
drytu, tzn. zmniejszenie jego rozmiaréw w wyniku
wykreSienia niekorzystnych dla danego gracza kra-
wedzi 1 zbudowanych na tych krawedziach dendry-
tow skladowych.

Aby lepiej zrozumieé jednostronna optymalizacje
dendrytu gry, powréémy do przykladu z krasno-
ludkami, ktdre wycieczke po galeziach jabloni po-
traktowaly jako pewnego ' rodzaju gre. Przypom-
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nijmy, 2e celem tej gry dla krasnoludka czarnego,
reprezentujacego gracza A4, jest dojécie do punktu
jabloni, w ktédrym znajduje si¢ mozliwie najwigksze
jabtko. Natomiast celem gry dla krasnoludka bialego
— bedacego graczem B i rozpoczynajqcego gre —
jest doprowadzenie do tego, aby wygrana gracza A4
byla jak najmniejsza. Gdy pewnego dnia krasno-
ludek bialy zaproponowal czarnemu powtdrzenie
wycieczki na tych samych zasadach, krasnoludek
czarny postanowit ulatwié¢ sobie gre. W tym teZz celu
przeanalizowal wszystkie mozliwe dla siebie kie-
runki marszrut wzdluz gatezi jabloni. Nastepnie
poprosit kolegdbw o pomoc w obcinaniu niekorzy-
stnych dla siebie galezi jabloni.

Aby krasnoludek biaty nie mial zastrzezen co do
tego, iz w wyniku przerzedzenia korony jabloni
zostaly zmniejszone jego szanse jako gracza B,
krasnoludek czarny kazal poobcinal niekorzystne
dla siebie galezie tylko przy tych rozgalezieniach,
w ktdrych on, jako gracz A, wybiera kierunek marsz-
ruty. Po przeprowadzonej naradzie czarne krasnoludki
doszly do wniosku, ze w celu zmniejszenia nakladu
pracy nie potrzeba obcinal galezi we wszystkich
tego typu rozgalezieniach, lecz tylko w niektdrych.
Czy stuszna byla decyzja czarnych krasnoludkow
dotyczaca zmniejszenia nakladu pracy? — moina
sie¢ nad tym zastanowié.

W wyniku wykonanej przez czarne krasnoludki
pracy przerzedzona korona drzewa jabloni charak-
teryzowata sie tym, ze Zz kazdego rozgalezienia,
W ktérym na gracza A przypadl obowiazek wyzna-
czenia kierunku marszruty, wychodzﬂa tylko jedna
galaz. W ten sposéb gracz 4 mial juz z gory narzu-
cony kierunek swego postepowania, -eliminujacy
koniejczno§é wyboru. decyzji w trakcie prowadzenia
gry, tj. w trakcie ,,wycieczki”. Wszystkle powyzsze
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czynnosci, wykonane przez gracza 4 w celu wyelimi-
nowania niekorzystnych dla siebie galezi w drzewie,
skladajg si¢ na proces jednostronnej optymalizacji
dendrytu gry.

Jednostronna optymalizacja dendrytu gry jest na
0got procesem dos¢ ztozonym. Dla przykladu
omowimy jednostronna optymalizacje dendrytu gry
na korzy$¢ gracza A dla dendrytu przedstawionego

na ryc. 6 (otrzymanego z ryc. 1 po wprowadzeniu
dodatkowych symboli).
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Ryc. 6

Jednostronna optymalizacj¢ dendrytu gry naj-
latwiej przeprowadzié rozpoczynajac analiz¢ den-
drytu od pierwszego z prawej strony wierzcholka
ostatniego pietra dendrytu. Dla dendrytu gry z ryc. 6
wierzcholek ten jest '~ oznaczony symbolem A43.
Z wierzcholka 4% wychodza krawedzie y, i y,, ktére
reprezentujq strategie chodowe gracza 4. Jezeli
w sytuacji A3 gracz A wybiera strategie chodowsg y,,
to wowczas przegrywa 9 punktéw, co wynika z opisu
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koncowego wierzchotka dendrytu, do ktdérego do-
prowadza krawedZ y;. Jezeli natomiast gracz A
wybierze strategie y,, to wygrywa 9 punktow. Oczy-
wiste jest, ze strategia chodowa y; jest niekorzystna
dla gracza A4 i jako taka podlega wykresleniu z den-
drytu. Nastepnym podlegajacym analizie wierz-
chotkiem jest wierzchotek 4%. Wychodzace z tego
wierzcholka krawedzie y, 1 y, doprowadzaja odpo-
wiednio do wynikow koncowych 15 1 14. W sytuacji
A% strategia chodowa y, jest dla gracza A bardziej
korzystna niz strategia chodowa y,, gdyz zapewnia
mu wigksza wygrana, dlatego tez krawedz y, podlega
wykre$leniu z dendrytu. Jak wida¢ na ryc. 6, wierz-
chotki 43 i 42 wchodza w skiad dendrytu sklado-
wego C,;. Korzeniem tego dendrytu jest wierzcholek
BY — przy wierzchotku tym zapisujemy wyniki
konicowe gry, ktore gracz 4 ma zagwarantowane po
znalezieniu sie w sytuacji w wierzchotku BY. Po prze-
prowadzonej jednostronnej optymalizacji dendrytu C,
wyniki te okreSlone sa para liczb (9, 15).
Kontynuujac nasza analiz¢ dochodzimy do wierz-
chotka A% dendrytu. Z wierzchotka tego wychodza
dwie krawedzie opisane strategiami chodowymi y,
i y,. Strategia chodowa y, doprowadza do wierz-
cholka B! i gwarantuje graczowi 4 wygrang 9 lub
15 punktéw. Natomiast o zaletach strategii chodowej
y, nie mozna na razie nic powiedzie¢, gdyZz przy-
porzadkowany krawedzi y, dendryt skladowy C;
nie zostal jeszcze przeanalizowany. W dendrycie C,
znajduja sie wierzchotki A% i A%. Analizujac sytuacje
okre§lona wierzcholkiem 4% dojdziemy do wniosku,
e z dwéch krawedzi y, 1 y, wychodzacych z tego
-wierzchotka krawedz y, jest bardziej korzystna dla
gracza A niz krawedZ y,. Stad tez krawedz y, podlega
wykresleniu z dendrytu. Gorzej jest z oszacowaniem
krawedzi wychodzacych z wierzchotka A%, gdyz
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w tym przypadku strategie chodowe y; i y, dopro-
wadzajg do jednakowej przegranej gracza A. Zgodnie
z zasada jednostronnej optymalizacji dendrytu przy
wierzcholku 4% pozostawiamy tylko jedna krawedz,
na przyklad y;. Po jednostronnej optymalizacji den-
drytu C, wierzchotki konicowe tego dendrytu beda
opisane: liczbg 10 dla krawedzi wychodzacej z wierz-
chotka A% i liczbg —6 dla krawedzi wychodzacej
z wierzchotka A%. Liczby te zapisujemy przy wierz-
chotku BY, bedacym korzeniem dendrytu C,. Z za-
pisu tego wynika, Ze jezeli gra znajdzie sie¢ w wierz-
chotku BL, to gracz 4 musi liczyé sie¢ z tym, ze moze
przegra¢ 6 punktdw. Gracz A nie powinien wiec
dopusci¢ do powstania sytuacji okreSlonej wierz-
chotkiem B%. Stad tez spo$rdd dwdch strategii
chodowych y; 1 y,, opisujacych krawegdzie wycho-
dzace z wierzchotka 4%, gracz A powinien zawsze
wybra¢ strategie chodowa y; — a wiec krawedz y,
podlega wykresleniu z dendrytu. Wraz z wykreéle-
niem krawedzi y, wykreSlony zostanie dendryt
skladowy C,. W analogiczny spos6b przeprowadza
si¢ jednostronng optymalizacje dendrytéw sklado-
wych C; 1 C,. Jej wynikiem bedzie przyporzadko-
wanie wierzchotkowi BY pary liczb (1, 0), a wierz-
chotkow: B} pary liczb (6, —5). Dendryt sktadowy C,
jest wigc bardziej korzystny dla gracza A niz den-
dryt C,. Stad tez dendryt skladowy C, jako mniej
korzystny wraz z doprowadzajaca do niego krawe-
dzia y, podlega wykreSleniu z dendrytu gry. Kosnco-
wym rezultatem - omdwionego procesu jest jedno-
stronnie zoptymalizowany dendryt gry, ktéry przed-
stawiony zostal na ryc. 7. Dendryt ten odzwierciedla
optymalne postgpowanie gracza A4 wobec stoso-
wanych przez gracza B strategii chodowych. Zawiera
znacznie mniejsza liczbe wierzchotkéw. i krawedzi
niz dendryt gry przed optymalizacja, co tatwo stwier-
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dzi¢ pordwnujac ryciny 6 1 7. Dla ulatwienia tego
poréwnania obok ryc. 7 zostala przedstawiona ta-
bela, umozliwiajaca identyfikacje wierzcholkéw
dendrytu z ryc. 7 z wierzchotkami dendrytu z ryc. 6.

identyfikacja

wierzchotkow

Ryc.7 lRyc. é
B] B]
B} | 8}
AP | A
A3 | A4
A5 | As
A2 1 A2

Scharakteryzujemy teraz jednostronng optymalizacjg
dendrytu gry na korzy$¢ gracza B, ktory dla dendrytu
z ryc. 6 pierwszy rozpoczyna gre. W tym przypadku
analize dendrytu gry przeprowadza sig, opierajac
na wierzchotkach typu By. Pierwszym wierzcholkiem
podlegajacym analizie jest wierzcholek B';, bedacy ko-
rzeniem dendrytu C,. Z wierzchotka tego wychodzg
dwie krawedzie opisane strategiami chodowymi z;
i z, gracza B. Oceniajac te dwie strategie gracz B
musi wzigé pod uwage najbardziej niekorzystne dla
sicbie postepowanie gracza 4. Stad tez, gdy gracz B
wybierze strategi¢ chodowa z;, mozZe przegrac 9
punktdw, natomiast gdy wybierze strategi¢ chodowsa
z,, moze przegra¢ 15 punktéw. W sytuacji okreSlone;
wierzcholkiem BY strategia chodowa z, jest dla gracza
B bardziej korzystna, gdyz gwarantuje mu mniejsza
przegrang niz strategia chodowa z,. Krawedz z,
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podlega wigc wykreSleniu z dendrytu, a przy wierz-
chotku B, powinna by¢ zapisana liczba 9 oznacza-
jaca poziom bezpieczenstwa dla gracza B przy wy-
borze strategii chodowej z,. Analizujac w ten sam
sposob pozostale dendryty skladowe C,, C;, C,
1 wykreslajac z nich mekorzystne dla ﬁgracza B kra-
wedzie, przy wierzchotkach BY, BY, B jako wynik
analizy zapiszemy odpowiednio h'czby —6, 0, —5.
Liczby te okre§laja jednoznacznie gwarantowane
warto$ci wygranej gracza B w sytuacjach BY, B, BL.
Nastgpnym etapem jednostronnej optymalizacji jest
przesunigcie punktu analizy do wierzchotka BY.
Z wierzcholka tego wychodza dwie krawedzie opisane
strategiami chodowymi z, i z,, w zwiazku z czym
nalezy okresli¢, ktéra z tych dwdch krawedzi jest
bardziej korzystna dla gracza B. KrawedZ opisana
symbolem z, doprowadza do wierzchotka 4% dendry-
tu. PoniewaZz gracz B nie ma wplywu na dzialanie
gracza A, musi si¢ liczy¢ z tym, ze w sytuacji A4}
gracz A zastosuje najbardziej niekorzystng strategie
chodowa y,, przy ktdrej przegrana gracza B mozZe
wynie$¢ 9 punktéw. Liczba 9 okre§la wigc poziom
bezpieczenstwa dla gracza B przy wyborze przez
niego strategii chodowej 2z, opisujacej pierwsza
krawedZz wychodzaca z wierzchotka BY%. Przeprowa-
dzajac taka sama analize¢ dla drugiej krawedzi wy-
chodzacej z wierzchotka B9 i opisanej strategia cho-
dowg z,, stwierdzamy, Ze przy wyborze tej strategii
poziom bezpieczenstwa dla gracza B wynosi 0 punk-
tow, tzn. gracz B nic nie przegrywa. Stad tez wynika,
ze krawedz z, wychodzaca z wierzchotka BY jest
bardziej korzystna niz krawedZ z;,. KrawedZ z,
przyporzadkowana wierzchotkowi B9 jest ostatnig
podlegamcac wykresleniu kra.wqdmac deﬁdrytu 1 przez
jel wykreSlenie konczy si¢ proces jednostronnej
optymalizacji dendrytu gry na korzy§¢ gracza B.
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Wynikiem koncowym tego procesu jest juz jedno-
stronnie zoptymalizowany dendryt gry. Dendryt
ten — przedstawiony na ryc. 8§ — odzwierciedla
optymalne postgpowanie gracza B w funkcji stoso-
wanych przez gracza A strategii chodowych.

Identyfikacja
wierzchotkow

A | A;
8 | B
Bl | B
A7 | AL
A5 | A

Ryc. 8

W dalszych naszych rozwazaniach begdziemy si¢
interesowaé¢ wylacznie jednostronng optymalizacja
dendrytu gry na korzy$¢ gracza A, a gracza B be-
dziemy traktowaé najczgéciej jako nature. Kryteria
jednostronnej optymalizacji dendrytu gry na Ko-
rzy§¢é gracza 4 moga byé rozne, w zaleZnoSci od
charakteru gry i struktury reprezentujacego ja den-
drytu. Mozna wyr6zni¢ nastgpujace rodzaje jedno-
stronnej optymalizacji dendrytu gry:

a) ze wzgledu na maksymalna warto$¢ wygranej,

b) ze wzgledu na minimalna liczb¢ posunie¢ w grze,

c) ze wzgledu na maksimum wygranej i minimum

posunigé w grze.

Inny mozliwy podzial jest uwarunkowany liczba
strategii pelnych, bedacych w dyspozycji kazdego
z graczy. Stad tez wyréinia si¢ jednostronna opty-
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malizacej dendrytu gry o malej liczbie strategii-
ktédra mozina przeprowadzi¢ odrecznie, oraz jedno-
stronng optymalizacj¢ dendrytu gry o duzej liczbie
strategii, do ktoérej przeprowadzenia nalezy wykorzy-
sta¢ maszyn¢ cyfrowa. Bez wzgledu na zastosowane
kryterium optymalizacji i sposéb jej przeprowadze-
nia, jednostronnie zoptymalizowany , dendryt gry
przedstawia zawsze taki rodzaj gry, w ktdrej dany
gracz ma z gory narzucone sobie optymalne stra-
tegic postgpowania i w grze nie dokonuje wyboru.

Jednostronna optymalizacja dendrytu gry o duzej
liczbie strategii

Jednostronna optymalizacja dendrytu gry wielo-
chodowej o duzej liczbie strategii jest procesem
ztozonym 1 moze byé dokonana tylko przy pomocy
maszyny cyfrowej. Zanim przystapimy do scharak-
teryzowania tej optymalizacji, przedstawiony zostanie
pewien analityczny opis struktury dendrytu przy
uzyciu odpowiednich zbiordw, zawierajacych ele-
menty wystgpujace w opisie krawedzi dendrytu.
Odpowiednie opisanie struktury dendrytu bardzo
utatwia okreslenie przez maszyng¢ cyfrowa algorytmu
jednostronnej optymalizacji dendrytu gry.

Pojgcie algorytmu nalezy do podstawowych po-
ie¢ w matematyce. Przez algorytm rozumie sie do-
kladny przepis wykonania w okreSlonym porzadku
pewnego ukladu operacji w celu rozwigzania wszyst-
kich zagadnien pewnego okre§lonego typu. Naj-
prostszymi algorytmami sg przepisy, przy pomocy
ktérych wykonuje sie to lub inne spodréd czterech
dzialan arytmetycznych w dziesietnym systemie li-
czenia, np. przepis dotyczacy dzielenia liczb. Algo-
rytmem mozemy nazywaé przepis dotyczacy sposobu
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tozwiazania dowolnie zlozonego zadania matematy-
-cznego. Zastosowanie algorytmu prowadzi w skon-
.czonej liczbie krokdw (czynnoéci) od danych wyj-
§ciowych do wynikéw kodcowych. Z teoretycznego
punktu widzenia nie jest istotne, czy dane wyjsciowe
1 wyniki sa liczbami; danymi i wynikami mogg by¢
rowniez dowolne inne symbole abstrakcyjne. Jezeli
dany problem lub dane zadanie matematyczne ma
by¢ rozwiazane przez maszyng cyfrowg, to w tresci
Pprzepisu rozwiazania tego problemu lub tez zadania
$3 uwzgledniane pewne wlasciwosci dziatania maszyny
cyfrowej. W tym przypadku przepis taki nazwiemy
algorytmem rozwigzania danego problemu na ma-
‘szynie cyfrowej. Algorytm taki jest podstawa do
opracowania programu juz dla konkretnej maszyny
cyfrowej, przeznaczonej do rozwigzania danego pro-
blemu.

Jak juz wiadomo, zbidr strategii chodowych gra-
cza B w grze wielochodowej jest okre§lony postacig
(p. wzér 3.2)

Z = {zy, Z3. w0, Zj, oy Zg}

Elementy tego zbioru opisuja krawedzie wycho-
dzace z wierzchotkow By dendrytu. W ogdlnym przy-
padku dendryt gry sklada si¢ z kilku pigter, a strategie
chodowe opisujace krawedzie poszczegdlnych pigter
moga si¢ znacznie migdzy soba rozni¢. Stad tez do-
godnie jest podzieli¢ zbidr Z na podzbiory strategit
chodowych dopuszczalnych do wykorzystania w po-
szczegolnych pigtrach dendrytu, tzn. dopuszczainych
w poszczegdlnych posunigciach w grze. Po dokonaniu
takiego podziatu zbiér Z przyjmie nastepujgca postacd

Z={z', 7% ., 2" .., Z (3.3)

‘gdzie: n — numer pigtra dendrytu, m — najwyzsze
pigtro dendrytu. gry.
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Dowolny element Z" tego zbioru jest jednocze$nie
jego podzbiorem zawierajacym takie elementy z;,
tzn. takie strategie chodowe gracza B, ktdre moga
wystapic w n-tym posuni¢ciu 1 opisuja krawedzie
n-tego pietra dendrytu. Podzbidr Z" = Z jest wigc
zbiorem o postaci

¥

Z" = {Zj, Zjy eers Zjpy vees Zjoy (3.4)

gdzie indeksy j. sa pewnymi liczbami calkowitymi
przynaleznymi do zbioru indekséw opisujgcych ele-
menty z; zbioru Z zadanego wyrazeniem (3.2).

Z kolei zbiér Z" mozemy réwniez podzielié na
pewne podzbiory uwarunkowane strukturg n-tego
pictra dendrytu. Analizujac dendryt gry latwo za-
uwazy¢, ze elementy z; opisujace krawedzie wycho-
dzace z dowolnego wierzcholka B”~! dendrytu okres-
laja zbidr dopuszczalnych strategii chodowych gra-
cza B w sytuacji okre§lonej wierzcholkiem B ~1.
Zbior taki oznaczymy symbolem S i1 opiszemy na-
stepujaco

SH = {Zx» Zia ooor Zi} (3.5)

gdzie indeksy k, przynalezne sa do zbioru indeksow
opisujacych elementy zbioru 2Z" Uwzgledniajac
wszystkie zbiory typu S w n-tym pigtrze dendrytu,
zbiér Z" mozna przedstawié¢ jako nastepujaca sumg
zbiorow

Zrn=S"US3U..USLU..USE  (3.6)

gdzie [, — maksymalna liczba wierzcholkéw B!
znajdujacych si¢ na pierwszym poziomie n-tego
pictra dendrytu. Dla orientacji, na ryc. 9 przedsta-
wiono wykorzystanie zbioréw S w opisie dendrytu
gry przed optymalizacja.
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Ryc. 9

W analogiczny sposob mozemy przeprowadzié
podziat zbioru strategii chodowych gracza A. Zbidr
strategii chodowych gracza A zadany jest postacia
(p. wzér 3.1)

Y = {yl-; Vs eeny Yis oees yw}

Uwzgledniajac poszczegSlne pietra dendrytu, zbidr
Y mozemy przedstawi¢ réwniez w postaci jako

Y={Y, Y% ., Y . ¥Ym 3.7)

gdzie Y™ zawiera elementy y; z n-tego pietra dendrytu.
W dendrycie gry przed optymalizacja z kazdego
wierzchotka A4 dendrytu wychodzi zbiér krawedzi
opisanych réznigcymi si¢ miedzy soba strategiami
chodowymi gracza A. Zbiér ten ma postaé

j‘JkPx = {yrp J’m revy yrc} | (3'8)
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Stad tez dowolny zbidr typu Y” mozZzemy przed-
stawi¢ jako nastepujaca sume¢ zbioréw

Y"=M,UMLU..UME U..UM, 39

Przedstawione wyzej zbiory typu S i M, beda nam
pomocne przy opisie procesu jednostronnej opty-
malizacji dendrytu gry przy pomocy maszyny cyfro-
wej. Jak wiadomo, maszyna cyfrowa moze rozwiazac
dany problem wtedy, gdy problem ten zostal odpo-
wiednio sformalizowany i znany jest algorytm roz-
wigzania danego problemu.

Na podstawie algorytmu rozwigzania danego pro-
blemu uklada sie dla maszyny cyfrowej program
obliczen, zgodnie z ktorym realizuje ona proces
obliczen. W przypadku jednostronnej optymalizacji
dendrytu gry zarowno algorytm, jak 1 program
opracowywane s3 S$ciSle na podstawie regul pro-
wadzenia tej gry, ktdrej dendryt ma by¢ optymalizo-
wany przez maszyne cyfrowa. Omowienie takiego
algorytmu, a tym bardziej programu, nawet na po-
ziomie bardzo ogdlnym, wykracza poza ramy niniej-
szej ksiazki. Zaldzmy wiec, Ze realizujgc jedno-
stronng optymalizacj¢ dendrytu gry, maszyna cyfrowa
dziala zgodnie z ocdpowiednim programem zawartym
w je] pamieci oraz dysponuje wszelkimi danymi do
przeprowadzenia tej optymalizacji. Ponadto dla
uproszczenia naszych rozwiazan zaléZmy rdwniez,
7e rozpatrujemy -taka gre wielochodowa, ktéra ma
trzyelementowy zbiér wynikéw koncowych

R = {Pn P2, p3}

Zbidr ten obejmuje odpowiednio wygrana gracza'A
(symbol p,), wygrana gracza B (symbol p,) oraz
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remis, odpowiadajacy punktowi siodlowemu gry
(symbol pj3). Mozliwy fragment dendrytu takiej gry
przedstawiony zostat na ryc. 9. S

Wstepnym etapem Jednostronnej optymahzacp den-
drytu gry jest osxagmecw jednego z wierzchotkdw
koncowych dendrytu, tj. zbudowanie pierwszej
Sciezki dendrytu. Scwzka taka charakteryzuje pewna
fikcyjna parti¢ gry rozegrana przez elektroniczna
maszyn¢ cyfrowa w celu uzyskania jednego z mozli-
wych wynikéw koncowych gry. Zgodnie z ryc. 9
wierzcholek koncowy pierwszej S$ciezki dendrytu
wskazuje na wygrana gracza A. Wilasciwy proces
optymalizacji zapoczatkowany jest cofnieciem sie
od wierzcholka koncowego do najblizszego wierz-
chotka typu B, tj. B!,

Z. wierzchotka B{!' wychodza trzy krawedzie,
z ktorych kazda opisana jest elementem z; przy-
naleznym do pewnego zbioru S{l? zawierajacego
wszystkie mozliwe do wykonania strategie chodowe
gracza B w sytuacji opisanej wierzchotkiem Bf!.
Zbidér S{? maszyna cyfrowa kompletuje sobie sama,
wedlug zadanego jej algorytmu optymalizacji den-
drytu 1 regut prowadzenia gry. W interpretacji ma-
szyny cyfrowej kazdy element z; € S{? jest krawedzia
wychodzaca z wierzchotka Bi!!. Wraz z kompleto-
waniem zbioru .S{? nastepuje jego analiza. Sprowadza
si¢ ona do sprawdzenia, czy w zbiorze krawedzi
wychodzacych z wierzchotka B! znajduje sie choé
jedna taka krawedz, ktdéra bezposrednio doprowadza
do wierzchotka koncowego dendrytu. Jezeli tak,
wowczas sytuacja okreSlona wierzcholkiem B!
jest niekorzystna dla gracza 4. Stad tez, aby do niej
nie dopuéci¢, nalezy wykresli¢ z dendrytu krawedz
laczaca wierzchotek B! 2z wierzchotkiem A
a nastgpnie przystapié do analizy pozostatych kra-
wedzi zbioru ML
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Jezeli natomiast w wyniku analizy zbioru S}2
okaze sie, ze zadna z krawedzi tego zbioru nie do-
prowadza bezposrednio w posunigciu 7 = 12 do
wierzchotka koncowego, to zostanie wykonany ruch
wzdluz drugiej krawedzi zbioru Si2 i analiza zostanie
przesuni¢ta do wierzchotka 412, Wlaénie taki przy-
padek zilustrowany jest na ryc. 9. Dalszy proces opty-
malizacji przebiega podobnie.

Jak wiadomo, podstawowym warunkiem opty-
malizacji jest to, aby z dowolnego wierzchotka typu
Al jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry
wychodzila tylko jedna krawedz. Stad tez, po uzys-
kaniu dwdéch jednostronnie zoptymalizowanych frag-
mentéw dendrytu, zbudowanych na dwoéch krawe-
dziach wychodzacych z tego samego wierzchotka
typu A, jeden z tych fragmentéw nalezy odrzucié
jako niekorzystny dla gracza 4. Mozliwym do przy-
jecia kryterium odrzutu jest okredlenie dla kazdego
zoptymalizowanego fragmentu dendrytu maksymalne;j
liczby posunigé N, przy ktorych pomocy w trakcie
realizacji gry zostalby osiggniety najwyzej polozony
wierzcholek koncowy w interesujacym nas frag-
mencie dendrytu. Z przedstawionych na ryc. 9 dwoch
fragmentow dendrytu, oznaczonych przez E 1 F,
fragment F jest bardziej korzystny dla gracza A,
gdvz Ng > Ny

W procesie Jednostronnej optymahzaqz dendrytu
gry niektore jego czegscz skladowe nie sa w ogdle
rozpatrywane, a mianowicie te, ktore normalnie
bylyby zbudowane na Kkrawegdziach okreslonych
w wyniku analizy jako niekorzystne dla gracza A.

Przedstawienie pelnego algorytmu jednostronnej
optymalizacji dendrytu gry wykracza poza ramy
niniejszego rozdzialu. Stad tez przedstawionej po-
wyzej krotkiej charakterystyki nie nalezy uogolniac
do calego procesu optymalizacji, w ktéorym istotne
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jest uwzglednienie wszystkich mozliwych przypad-
kow uwarunkowanych strukturg dendrytu.

Pewng ilustracje rezultatéw uzyskiwanych w wyniku
jednostronnej optymalizacji dendrytu gry daje po-
rownanie rycin 9 i 10. Dendryt przedstawiony na

Ryc. 10

ryc. 10 zostal uzyskany w wyniku jednostronnej
optymalizacji dendrytu gry z ryc. 9 i, jak to wynika
zZ pordwnania rysunkéw, zawiera znacznie mniejsza
liczbe krawedzi 1 wierzcholkow.

Minimalizacja jednostronnie zoptymalizowanego
dendrytu gry

Jednostronnie zoptymalizowany na korzysé
gracza A dendryt gry jednoznacznie okresla optymalne
postgpowanie tego gracza w procesie realizacji gry.
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Aby gracz 4 mégt prowadzié gre zgodnie z jedno-
stronnie zoptymalizowanym dendrytem gry, musial-
by mie¢ przed sobg rysunek tego dendrytu lub mu-
sialby pamieta¢ wszystkie jego $ciezki. Zaréwno
jedno, jak i drugie jest najczefciej niemozliwe.

Bardziej realne i praktyczne jest korzystanie z ze-
stawu tablic zawierajacych odpowiedni zapis wszyst-
kich fciezek jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry. Jednakze najbardziej nowoczesnym pode;j-
Sciem — szczegOlnie istotnym w procesach sterowa-
nia — jest zastapienie gracza 4 automatem, ktory
zdolny bytby do zapamiectania jednostronnie zopty-
malizowanego dendrytu gry i do prowadzenia gry
zgodnie z konfiguracja §ciezek tego dendrytu. Auto-
matem tym moze byé maszyna cyfrowa (komputer)
lub specjalnie do tego celu zbudowany automat
rozgrywajacy (por. rozdz. 5). W przypadku wyko-
1zystania - maszyny cyfrowej jednostronnie zopty-
malizowany dendryt gry zapamigtany bylby w jej
pamigci. W przypadku automatu rozgrywajacego
jednostronnie zoptymalizowany dendryt gry zawarty
by byl w strukturze tego automatu, tzn. struktura
automatu bylaby pewnym fizycznym modelem tego
dendrytu.

W obu przypadkach zachodzi konieczno§é zmniej-
szenia rozmiaréw jednostronnie zoptymalizowa-
nego dendrytu gry. Zmniejszyé rozmiary dendrytu
znaczy — tak go zredukowaé, aby przy zmniej-
szonych rozmiarach zachowal on te same wladciwosci.
Proces zwigzany ze mniejszeniem rozmiaréw jedno-
stronnie zoptymalizowanego dendrytu gry nosi nazwe
minimalizacji. Celem minimalizacji jednostronnie
zoptymalizowanego dendrytu gry jest zmniejszenie
liczby jego krawedzi i wierzchotkéw przez pokrycie
si¢ pewnych, tzw. izomorficznych czeci sktadowych
dendrytu.
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Pojecie izomorfizmu jest jednym z ciekawszych
poje¢ w matematyce. Spotykamy si¢ z nim -wtedy,
kiedy zachodzi konieczno$¢ ustalenia pewnej okres-
lonej réwnowaznoéci (odpowiedniodci), wystepujacej
miedzy elementami dwoch réznych ukladow.

Rozpatrywane uklady nazywa si¢ izomorficznymi,
jezeli majg postal jednakowa z interesujacego nas
punktu widzenia. Gdy okre§lona odpowiednios¢
miedzy ukladami nie jest spelniona, wowczas uklady
sa nieizomorficzne wzgledem siebie. Na przykiad
mapa pewnego terenu i sam teren sg ukladami izo-
morficznymi ze wzglegdu na forme rzezby terenu.
Rzeki, jeziora, pola, laki, wystepujace w terenie,
maja na mapie swoje odpowiedniki w postaci symbo-
licznych znakéw. Jednak wtedy, gdy uwzglednimy
takie cechy terenu, jak zapach kwitngcych 1ak, kolor
wody w jeziorach, pigkno krajobrazu, oba uklady nie
sa izomorficzne, poniewaz na mapie brak odpo-
wiednikow tych cech. Podobnie dwa grafy, na przy-
klad dwa dendryty, s izomorficzne wtedy, gdy maja
jednakowsa strukture — jednak izomorfizm ten doty-
czy tylko struktury dendrytéw i moze nie by¢ spel-
niony przy okre$laniu odpowiednioSci mig¢dzy zbio-
rami symboli opisujacych krawedzie obu dendry-
tow. .

Pojecie izomorfizmu jest bardzo przydatne w za-
gadnieniach zwigzanych =z minimalizacja jedno-
stronnie zoptymalizowanego dendrytu gry. Anali-
zujac jednostronnie zoptymalizowany dendryt gry
mozna stwierdzié, ze niektore jego czesci skladowe
maja jednakowa strukturg i sa opisane taka samg
kombinacja elementéw z; y;. WSérdd tych czesci
sktadowych mozemy wyr6zni¢ takie, ktére majg
postaé dendrytéw skladowych, tzn. maja obowigz™
kowo swdj wierzcholek poczatkowy i wierzcholki
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konicowe, nie liczac wierzchotkéw lezacych na innych
poziomach.

Dendryty skladowe charakteryzujace si¢ wymie-
nionym wyzej podobienstwem — tzn. podobien-
stwem struktury i opisu. — nosza nazwe¢ w pelni
izomorficznych wzgledem siebie dendrytéw sklado-
wych. W pelni izomorficzne wzgledem siebie den-

Ryc. 11

dryty skladowe, wchodzace w sklad danego jedno-
stronnie zoptymalizowanego dendrytu gry, mozna
na siebie nalozyé. W ten sposéb kilka izomorficz-
nych dendrytéw skladowych zostaje sprowadzonych
do jednego dendrytu sktadowego. Dla ilustraciji tego
zagadnienia na ryc. 11 przedstawiono dwa w pelni izo-
morficzne wzgledem siebie dendryty skladowe C;
i C, lezace na jednakowym poziomie pewnego
jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry.
Oba dendryty skladowe, przedstawione na ryc. 11,
maja jednakowa strukturg, przy czym sa opisane
jednakowa kombinacja elementéw z;, z; — chociaz
dla przejrzystosci rysunku pokazano opis tylko
jednej §ciezki, zakladajac, Ze pozostale odpowiada-
jace sobie $ciezki obu dendrytéw w niczym si¢ miedzy
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soba nie réznig. W wyniku nalozenia na siebie obu
dendrytéw C; i C; uzyskuje si¢ jeden dendryt skla-
dowy C,;;. Dendryt ten pokazano na ryc. 12, ozna-
czajac umownie operacje nalozenia dendrytéw sym-
bolem +.

Dendryt skladowy C,; odzwierciedla w dalszym
clagu te same Wlaéclwoém, ktérymi charakteryzowaly
si¢ dendryty C, i C,,
a w strukturze jedno-
stronnie  zoptymalizo-
wanego dendrytu gry
jest zminimalizowana
czgscia skladowa tego
dendrytu. Z ryc. 12 wy-
nika, Ze w otrzymanym
w wyniku minimalizacji
dendrycie skladowym
C,,; znajduja si¢ jak
gdyby dwa korzenie
tego dendrytu, kto-
rymi sa wierzchotki
Bf~31 Bf~3, Jezeli w procesie prowadzenia gry
powstame sytuacja okre§lona wierzchotkiem B3
lub Bf~3, a gracz B zastosuje strategie chodowq Zs,
to zgodme z dendrytem C,, gracz 4 — lub repre-
zentujaccy go automat — wykona strategi¢ chodows y,
i gra potoczy si¢ dalej zgodnie z dendrytem C, ; tak,
jak gdyby to byl dendryt C; czy tez C;,. W sytuacji
okreslonej wierzchotkiem B" 3 lub B}~3 nie ma zad-
nej roznicy w prowadzeniu gry czy to wediug den-
drytédw C;, C,, czy tez wedlug dendrytu zminimalizo-
wanego Cj ;.

Bardzo czgsto w pelni izomorficzne wzgledem
siecbie dendryty skladowe moga znajdowaé siec na
réznych poziomach jednostronnie zoptymalizowanego
dendrytu gry. Na przyklad dendryt skiladowy C;
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Z ryc. 11 moze mie¢ swoj korzen, tzn. swéj wierzcho-

tek poczatkowy, w pietrze n = 6, a izomorficzny den-
dryt skladowy C; moze mie¢ swoj korzen w pigtrze
n = 9. Rowniez te dendryty moZna ze sobg pokryé
po odpowiednim przesunigciu dendrytu C; o trzy
piegtra. A wiec w peli izomorficzne dendryty skla-
dowe, wyrdznione w jednostronnie zoptymalizo-
wanym dendrycie gry, podlegaja wzajemnemu po-
kryciu bez przesunigcia dendrytéw wzgledem siebie
lub tez po odpowiednim ich przesunieciu. Po doko-
naniu wszystkich mozliwych takich pokry¢ zmniej-
szone zostang rozmiary jednostronnie zoptymalizo-
wanego dendrytu gry, co znacznie ulatwia zapamig-
tanie tego dendrytu w pamigci maszyny cyfrowej czy
tez w strukturze automatu rozgrywajacego.

Metody minimalizacji jednostronnie zoptymalizo-
wanego dendrytu gry moga by¢ bardzo réine i zaleza
zarowno od struktury dendrytu, jak i od jego opisu.
Nie zawsze w jednostronnie zoptymalizowanym
dendrycie moZzna wyrdézni¢é w pelni izomorficzne
dendryty skladowe. Nierzadko dendryty skladowe sg
izomorficzne pod wzglgdem struktury, a nie sa izo-
morficzne pod wzgledem opisujacych je elementow
z;, 1 — 1 noszg wtedy nazwe czg§ciowo izomorficz-
nych. Jezeli co najmniej dwa dendryty skladowe
majg taka sama strukture, lecz opisane sg inng kom-
binacja elementow z;, y;, to moga by¢ naloZone na
siebic po okre§leniu zachodzacych relacji pomigdzy
odpowiadajacymi sobie elementami z;, y; w tych
dendrytach. Dla ilustracji tego zagadnienia na ryc. 13
przedstawiono dwa izomorficzne pod wzgledem
struktury dendryty skladowe C; i C,.

Wierzcholki poczatkowe obu dendrytéw sklado-
wych znajduja si¢ na jednakowym poziomie jedno-
stronnie zoptymalizowanego dendrytu gry. Dla
uvlatwienia minimalizacji kazdemu z dendrytéw przy-
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porzadkowuje si¢ pewien parametr p, np. dendry-
towi C, przyporzadkowuje si¢ parametr p,, a den-
drytowi C, parametr p,.

Ryg: 13

Po takim przyporzadkowaniu parametréw jeden
z dendrytéw potraktowaé mozZna jako dendryt
odniesienia, wzglegdem ktérego przeprowadzona be-
dzie minimalizacja. W dendrycie odniesienia wpro-
wadza sig¢ nastgpujace oznaczenia elementéw: y; = w;,
oraz z; = §;.

Zalézmy, ze dendrytem odniesienia jest dendryt C;.
Po wprowadzeniu oznaczed y; = w; i z; = sy, uzy-
skamy pewien dendryt zastep-
czy, ktory, oznaczony umownie
symbolem Cj, przedstawiony zo-
stal na ryc. 14. Dendryt za-
stepczy C; reprezentuje zarowno
dendryt C,, jak i C,. Zaleino$é
mi¢dzy -elementami y i z den-
drytu C,, a elementami w i s
dendrytu C) jest nastepujaca

2 = 81, Z3 = »5'3_, Va2 = Wy,
Vo = W, itd.

Natomiast zalezno$¢ miedzy elementami dendrytu C,
a elementami dendrytu C; wyglada juz nieco inaczej,
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gdyz

Z9g = S35 27 = 81, Z4 = §q, Z19 = S¢»
Y6 = Wa, Y1 = Wiy, Y7 = Ws, Vg = W3

Symbole s 1 w przedstawiaja jak gdyby pewne fikcyjne
strategie chodowe obydwu graczy. Poniewaz den-
dryt C; reprezentuje dwa dendryty C; i C,, zachodzi
konieczno$¢ przeprowadzenia w procesie realizacji
gry identyfikacji rzeczywistych strategii chodowych
graczy ze strategiami fikcyjnymi, opisujacymi den-
dryt zastepczy Ci. Do identyfikacji tej potrzebne sa
wprowadzone wyZe] parametry p; i p,. Jezeli np.
gracz A dysponuje jednym dendrytem C; zamiast
dwoéch dendrytéw C; 1 C,, to po znalezieniu si¢ gry
w sytuacji okre$lonej wierzcholkiem B¥~2 musi on
otrzyma¢ informacj¢ o aktualnym parametrze p.
Gdy zna ten parametr p, ti. p=p, lub p = p,,
latwo moze przejs¢ na rzeczywisty uklad strategii
chodowych przez zmiang elementéw s 1 w dendrytu
C}, na odpowiednie elementy z i y.

Omoéwione w ninigjszym punkcie dwie metody
minimalizacji jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry — zreszta omowione bardzo pobieznie
—— sygnalizuja w zasadzie tylko istnienie problemu
minimalizacji dendrytu. W ogélnym przypadku mini-
malizacja jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu jest problemem zlozonym i niedostatecznie
jeszcze opracowanym. Ze wzgledu na zlozono$¢
tego problemu, jego rozwigzanie w wiekszosci kon-
kretnych gier opisujacych procesy sterowania opiera
sie na wykorzystaniu maszyn cyfrowych.

Gry wielochodowe parametryczne

Dotychczas rozpatrywaliSmy takie gry wielocho-
dowe, w ktérych wyrdznia sie tylko jedna sytuacje
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poczatkowa gry. Pewnym uogdlnieniem tych gier
jest gra w szachy, charakteryzujaca sie m.in. tym,
ze wystepuje w niej jedna sytuacja poczatkowa,
okreSlona przez poczatkowe poloZenie figur na sza-
chownicy poprzedzajace pierwszy ruch ,,biatych”.
Wiadomo powszechnie, ze poczatkowe ugrupowanie
figur na szachownicy jest &cisle okreslone i nie pod-
lega przed rozpoczeciem gry zadnym zmianom, bez
wzgledu na to, ile razy gre t¢ bedziemy rozgrywad.
Wylacznie jedna sytuacja poczatkowa istnieje takze
W grze w warcaby oraz w innych grach. Dendryty
tych gier maja tylko jeden wierzcholek poczatkowy.

Nie zawsze jednak w grze wielochodowe;j istnieje
tylko jedna sytuacja poczatkowa gry. Wynika to
Z tego, ze gra z reguly opisuje pewien proces, a stany
poczatkowe procesu moga byé rézne. Na przyktad
operacja bojowa wojsk, bioracych udzial w kon-
flikcie wojennym, moze rozpocza€ si¢ przy réznym
ugrupowaniu bojowym obu przeciwstawnych sobie
stron. W zaleznosci od sytuacji poczatkowej, charak-
teryzujacej si¢ m.in. przyjetym ugrupowaniem bo-
jowym, gra opisujaca proces prowadzenia operacii
bojowej bedzie miata taki lub inny przebieg. W pro-
cesie tego typu wystepuje wiec do$é znaczna liczba
stanow poczatkowych; taka sama liczbe sytuacji
poczatkowych bedzie miata gra opisujaca ten proces.
Dla ilustracji tego zagadnienia wréémy do omawia-
nej juz (s. 66) w przyktadzie 3 gry, ktéra rozpatry-
wano tam z punktu widzenia tylko jednego potoze-
nia poczatkowego obiektéw: 4 — samochodu po-
licyjnego i B — samochodu przestepcow. Jednakze
liczba poczatkowych polozeri obiektéw moze byé
bardzo duza, a w przypadku nieograniczonej plasz-
€zyzny poScigu jest liczba nieskoficzong. Kazde
poloZenie poczatkowe obiektéw A i B % ryc. 2 jest
sytuacja poczatkowa gry. Poniewaz kazde mozliwe
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polozenie obiektéw wzglgdem siebie moze by¢ po-
lozeniem poczatkowym, liczba sytuacji poczatko-
wych w grze opisujacej wymieniony proces poscigu
bedzie bardzo duza. W interpretacji graficznej kazda
sytuacja poczatkowa w .grze wielochodowej jest
wierzchotkiem poczatkowym dendrytu gry. Den-
drytow bedzie wiec tyle, ile jest wierzcholtkéw po-
czatkowych, tzn. tyle, ile jest sytuacji wyjSciowych
w grze.

Uzyskamy wiec cala rodzing dendrytdéw, z ktérych
kazdy opisuje te sama gre, jednakze przy innej sy-
tuacji poczatkowej. Kompletny dendryt takiej gry
— przy skonfczonej liczbie sytuacji poczatkowych
— jest wigec zbiorem dendrytéw, okreSlonym przez
wyrazZenie

= {dy, dz, ..., diy ..., dy} (3.10)

gdzie d;, — dendryt przyporzadkowany i-tej sytuacji
poczatkowej. Sytuacje poczatkowe gry, w celu od-
réznienia ich od siebie, moZna ponumerowaé licz-
bami calkowitymi lub przyporzadkowa¢ im umowne
symbole py, P2y cees Pis vor »

Wielkosci te, przeznaczone do identyfikacji sytuacji
poczatkowych N0Sz3 NAZWE parametréw gry, a ich
wyraz ogélny oznaczaé bedziemy symbolem p.
W zalezno$ci od wartosci parametru p gra jest re-
prezentowana odpowiednim dendrytem ze zbioru D.
Z tych tez powodéw indeksy opisujace parametry
gy D = D3, Das - Pis ... Odpowiadaja indeksom
opisujacym elementy d, zbioru D.

Ze wzgledu na pojecie parametru gry, omawiany
typ gry wielochodowej nosi nazwg gry wielochodo-
wej parametrycznej. Gra wielochodowa parame-
tryczna jest wiec to taka gra wielochodowa z peina
informacja, w Kktérej wystepuja co najmniej dwie
sytuacje poczatkowe. W interpretacji graficznej gra
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wielochodowa parametryczna jest reprezentowana
dendrytem D, skladajacym si¢ co najmniej z dwéch
wierzcholkéw poczatkowych, na ktérych zbudowane
sa oddzielne dendryty d;. Dendryt gry wielochodowej
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parametrycznej przedstawiony zostal w sposéb sym-
boliczny na ryc. 15. Dendryty d,, skladowe den-
drytu D, przyjeto nazywaé dendrytami podstawo-
wymi., Kazdy dendryt podstawowy d, < D ma
przyporzadkowany sobie parametr p,, ktéry wy-
roznia go w strukturze dendrytu D.

W celu okreflenia optymalnego postepowania’
gracza A4 w grze wielochodowej parametrycznej
nalezy przeprowadzi¢ jednostronna optymalizacje
dendrytu D. Optymalizacje te realizuje sie oddziel-
nie dla kazdego dendrytu podstawowego d, < D.
Nalezy jednak zauwazyé, 2¢ gra wielochodowa
parametryczna opisuje najczeSciej bardzo zlozony
proces. Zapamig¢tanie przez gracza 4 jednostronnie
zoptymalizowanego dendrytu D lub teZ postugiwanie
si¢ tym dendrytem w trakcie przebiegn gry jest na
ogot niemozliwe. Stad tez w tego typu grach gracza 4
z reguly bedzie reprezentowal automat rozgrywajacy
lub tez odpowiednio zaprogramowany komputer.

W zwiazku z tym — z przyczyn uzasadnionych
juz w poprzednim punkcie — zachodzi konieczno$§é
minimalizacji jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu D. Sposéb przeprowadzenia tej minimalizacji
zalezy od struktury dendrytu. Otéz jednostronnie
zoptymalizowany dendryt gry parametrycznej sklada
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si¢ z zoptymalizowanych dendrytéw podstawo-
wych d; majacych roine rozmiary i rozng strukture.
Wséréd tych dendrytéw mozna znalezé co najmniej
jeden taki dendryt d;, ktéry w poréwnaniu do po-
zostatych charakteryzuje si¢ najwigkszymi rozmia-
rami. Wzgledem dendrytu d; o najwigkszych roz-
miarach, noszacego na-
zwe dendrytu odniesie-
nia, przeprowadza sig¢
proces  minimalizacji.
Polega ona na tym,
ze wszystkie jedno-
stronnie  zoptymalizo-
wane dendryty podsta-
,_ wowe d; < D naklada
Ryc. 16 si¢ na dendryt odniesie-
= | nia, zwaZajac nie na ich
opis, a tylko na strukturg. Wynikiem takiego
natozenia bedzie pewien dendryt zastgpczy D/,
zawierajacy jeden wierzcholek poczatkowy repre-
zentujacy wszystkie wierzchotki poczatkowe den-
drytu D. W dendrycie zastgpczym D’ mozna wyrdznic
strukture kazdego zoptymalizowanego dendrytu
d;, < D. Dla ilustracii na ryc. 16 przedstawiono
symbolicznie dendryt zastgpczy D’ zawierajacy
w sobie struktury trzech dendrytéw: d,, d,, ds.
Struktur¢ dendrytu zastgpczego D', a Scisle] mo-
wiac krawedzie tego dendrytu, opisuje si¢ symbolami
5; 1 w;. Dla dendrytu podstawowego d,(max), beda-
cego dendrytem odniesienia, miedzy elementami z
i y opisujacymi jego krawedzie a elementami s i w
opisujacymi - krawedzie dendrytu zastgpczego D’
istnieje nastgpujaca zalezno$§¢

Yr=w 1. Z;=358
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Dla pozostalych dendrytéw podstawowych za-
leznos¢ ta musi byé catkiem inna, np.

'Zj=5'k 1 i = W,

Jak juz wiadomo, symbole w i s opisujace krawedzie
dendrytu zastgpczego D’ noszag nazwe fikcyjnych
strategii chodowych graczy. Dla gracza 4 zbior jego
fikcyjnych strategii chodowych przedstawia sie na-
stepujaco

W o={W1, Way ety Wiy weus Wi} 3.1D)

Analogicznie zbiér fikcyjnych strategii chodowych
gracza B zadany jest postacia

S = {81, 525 00 Sjy vey Sn} (3.12)

PrzejScie z rzeczywistych strategii chodowych na
fikcyjne strategie chodowe opisujace dendryt za-
stepczy D’, przy ustalone] wartoSci parametru p,,
w wigkszosci przypadkow jest okreSlone nast¢pujaca
para funkcji

T8 = \Pi(z, n) lp;mconst (3‘13)
- W o= @;(y; n)lp4=c0nst (3.14)

Z przedstawionych zaleZzno$ci wynika, 2e przy usta-
lonej wartoSci parametru p; warto$¢ fikcyjnej stra-
tegii chodowej gracza zalezy od aktualnej IZeczy-
wistej strategii chodowej danego gracza i numeru
kolejnego posuniecia w grze.

Stad tez, aby mdc okresli¢ aktualng fikcyjna
strategi¢ chodowa gracza w procesie prowadzenia
gry o parametrze p;, naleZy znacC rzeczywistg strategie
- chodowa wykonana przez gracza oraz numer kolej-
nego posunigcia w grze. W niektérych grach wielo-
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chodowych parametrycznych Wyxmemone funkc;e
moga mieC prostsza postaé, a mianowicie

¥i(z) |p¢=const , (3 15)
W = (I)i(y) ipimconst (3.16)

Jednakze bardzo czesto moze zdarzyé”éie; przypadek,
ze w celu zapewnienia jednoznacznego odwzoro-
wania zbioru Z w zbior S oraz zbioru Y w zbiér W

nalezy poslugiwac si¢ parg funkcji
S = Ti(z, 'Y)rp;=const (3'17)
w = (I)i(ya T)lp¢=const (318)

W wyrazeniach tych symbol y oznacza numer po-
- rzadkowy aktualnego wierzchotka dendrytu.

Znajomo$¢ dendrytu zastepczego D’ oraz przed-
stawionych wyzej funkcji umozliwia okreslenie
struktury automatu rozgrywajacego, przeznaczo-
nego do realizacjii gry wielochodowej parametry-
~ cznej w interesie gracza A.

- Bardzo czgsto gra wielochodowa parametryczna
sktada sie z kilku cykli, tzn. jest powtarzana kilka-
krotniec az do uzyskania okredlonego konicowego
wyniku gry. W kazdym cyklu jest rozgrywana jedna
partia gry, reprezentowana odpowiednim jedno-
stronnie zoptymalizowanym dendrytem d; wcho-
dzacym w sklad struktury dendrytu zastgpczego D'.

Kazdorazowo po zakofczeniu danej partii gry
nastgpuje przejScie od aktualnego wierzchotka kon-
cowego dendrytu zastepczego D’ do wierzcholka
poczatkowego tego dendrytu — przejScie to pola-
~czone jest ze zmiang parametru p; lub bez jego
‘zmiany. Dendryt - zastgpczy gry parametrycznej
z cyklem zostal przedstawiony symbolicznie na ryc. 17.
Pojecie gry wielochodowej parametrycznej ulatwia
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kompozycij¢ odpowiedniego modelu matematycz-
nego, przydatnego do opisu wielu proceséw stero-
wania. Stad teZ prace zwigzane z formalnym opisem

Rye. 17

tych gier maja duze znaczenie w cybernetyce technicz-
nej i rzutuja na rozwdj odpowiedniej klasy auto-
matow skoriczonych, zapewniajac realna mozliwosé

wykorzystania tych automatéw w procesach opty-
malnego sterowania.



4

Rola teorii gier w cybernetyce

Wstepne pojecie o cybernetyce

Cybernetyka jest niewatpliwie jedna z naj-
bardziej wspodlczesnych nauk. Sam termin ,,cyber-
netyka” pochodzi od starogreckiego stowa kybérne-
tés, co znaczy ,sternik”, ewentualnie ,kierujacy”.
W dzielach pisarzy starozytnych, np. Platona,
.Ccybernetyka” jest wymieniona jako nauka o za-
rzadzaniu prowincja. W 1834 r. Amper, klasyfikujgc
nauki, wprowadzit cybernetyke do spisu nauk spo-
tecznych. Obecnie cybernetyke rozumie sie jako nauke
o sterowaniu w sensie ogdélnym i1 zwigzanym z nim
przetwarzaniu informacji, wystgpujacej w procesie
sterowania, oraz zalicza si¢ ja do nauk Scistych.

Idea stworzenia cybernetyki jako uogdlnionej
nauki o sterowaniu zrodzita si¢ tuz przed wybuchem
II wojny $wiatowej w wyniku dyskusji z zakresu
metodyki badad naukowych, prowadzonych przez
grupe amerykanskich naukowcow z osrodka Harvard
Medical School. W tej grupie czolowa pozycje zaj-
mowal amerykanski matematyk Norbert Wiener
i zaprzyjazniony z nim Meksykanin Arturo Rosen-
blueth. Celem prowadzonych przez nich dociekan
naukowych bylo przezwyciezenie niebezpieczenstw
nadmiernej specjalizacji w nauce, ktérej konsek-
wencja bylo oddzielenie od siebie poszczegdlnych
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nauk. Uczeni ci doszli do wniosku, Zze powinna
istnie€ pewna nauka uogdlniajagca tematy lezace
dotychczas odlogiem na pograniczu rdéznych dyscy-
plin, jednakie nie potrafili jeszcze dokladnie spre-
cyzowac zakresu tej nauki. Wybuch II wojny $wiato-
wej i spowodowane nim ukierunkowanie prac nau-
kowych dla potrzeb wojska narzucily wyjSciowa
tematyke dla rodzacej sie nauki. Otdéz nie zweryfiko-
wane dotad wnioski, wynikajace wylacznie z roz-
wazan naukowych, zostaly znacznie rozwiniete w trak-
cie opracowywania urzadzenia sterujacego ogniem
artylerii przeciwlotniczej. Uczestniczac w pracach
badawczych nad tego typu urzadzeniem Wiener
1 wspolpracujacy z nim matematyk J. Bigelow
stwierdzili, Zze istnieje daleko idaca zbiezno$¢ miedzy
procesami sterowania 1 przekazywania sygnalow
w urzadzeniach technicznych i w organizmach
zywych. Zaréwno wtedy, kiedy obiektem steruje
cztowiek, jak 1 wtedy, kiedy sterowanie odbywa sig¢
automatycznie, na proces sterowania wplywa infor-
macja o rezultatach tego sterowania, otrzymywana
od sterowanego obiektu drogag sprzezenia zwrotnego.
Spostrzezenia Wienera 1 Bigelowa, przekonsulto-
wane z fizjologiem Rosenbluethem, zostaly wy-
korzystane przy badaniu przebiegu samosterowal-
no$ci w organizmach zywych. W wyniku przepro-
wadzonych tego typu badan Wiener oraz wspol-
pracujacy z nim naukowcy us$wiadomili sobie, Ze
problemy komunikacji, sterowania 1 mechaniki sta-
tycznej stanowiq zasadniczo jedng cato$¢, niezaleznie
od tego czy dotycza maszyny, czy istoty 2Zywe;.

Jednakze brak bylo takiej jednej wspdlnej dzie-
dziny nauki, ktora by obejmowala te wszystkie
problemy, a tym samym brak bylo odpowiedniej
nazwy dla tej dziedziny. W rezultacie poszukiwan
odpowiedniej nazwy wybor padt na stowo kybér-
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netés, ktorego sens odpowiadal calkowicie cato-
ksztattowi rozpatrywanych probleméw. W ten spo-
sOb we wspdlczesnym spisie nauk pod terminem
»Cybernetyka” pojawila si¢ nowa galaz wiedzy. Pod-
stawowe pojecia cybernetyki, jej cele i zakres zo-
staly sprecyzowane we wspomnianej, napisanej przez
Norberta Wienera i wydanej w 1948 r. ksiazce Cyber-
netyka czyli sterowanie i komunikacja w zwierzeciu
I maszynie.

Cybernetyka jako synteza wielu nauk i to czesto-
kro¢ calkowicie réznigcych sie migdzy sobg jest spe-
cyficzna nauka. Obejmuje bardzo szeroki zakres te-
‘matow, wsréd ktdérych, oczywiscie migdzy innymi,
- mozZna wyrozni¢ takie dzialy, jak teoria automatow,
teoria systemow, teoria informacji, teoria sterowa-
nia oraz szereg innych dzialéw przynaleznych réw-
niez do innych nauk, takich jak biologia, psycholo-
gia, medycyna, ekonomia, lingwistyka itd.

Przedmiotem cybernetyki sa prawa sterowa -
nia, odnoszace si¢ zaréwno do urzadzer technicz-
nych, jak i organizméw zywych. Sterowanie jest
celowym oddzialywaniem na okreslone zjawiska
lub obiekty fizyczne. Sterowanie moze pochodzié
z zewnatrz lub moze by¢ wlasciwoscia samego obiektu
1 wowczas méwimy o samosterowaniu lub auto-
matyzmie. Obiekt, ktdry charakteryzuje si¢ samo-
sterowalno$cia, nazywamy automatem. Obiektem
takim moze by¢ urzadzenie techniczne lub organizm
zywy. Z tego punktu widzenia mézg ludzki i elek-
troniczna maszyna cyfrowa, stluzace do mozliwie
najszerszej realizacji tej samej w obu przypadkach
funkcji samosterowania, sa w jednakowym stopniu
organizmami automatycznymi, a wigc s3 automatami.
Cybernetyka narusza wiec utarte poglady na temat
roli czlowieka, traktujac go na réwni z innymi orga-
nizmami, a nawet maszynami. Na pierwszy rzut oka
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takie podejécie wydaje si¢ nie do przyjecia. Zwykle
uwaza sie, Zze automat jest czym$§ bezwladnym,
bezdusznym, niezdolnym do réznorodnych dzialan.
Jednakie w samym stowie ,,automat” nie ma nic
oprécz wskazowki, 2ze dany uklad dziala sam, bez
ingerencji z zewnatrz. W takim ujeciu dzialanie
maszyny jako automatu czy tez dzialanie prostego
organizmu zywego lub czlowieka sa jednakowo
definiowane, pomimo ze zakres 1 charakter dzialania
maszyny moga si¢ znacznie rézni¢ od charakteru
i zakresu dzialania organizmu Zywego. Inaczej
mowijc cybernetyka nie stawia pytania ,,co to jest
za przedmiot”, lecz klasyfikuje dany przedmiot
wedlug tego, jak sic on zachowuje, tzn. na podstawie
tego czy przedmiot jest sterowany z zewngtrz, czy tez
wykazuje cech¢ samosterowalnosci. Poniewaz stero-
wanie w sensie ogdlnym jest procesem celowym,
cybernetyke mozna zdefiniowaé jako nauke o celo-
wosci lub o ukladach o dzialaniu celowym. Uwzgle-
dniajac natomiast stosowane w cybernetyce metody
badawcze mozna sformutowaé twierdzenie, ze cyber-
netyka jest nauka, ktéra z pomoca doswiadczenia
i aparatu matematycznego bada celowo$¢ i samo-
sterowanie w przyrodzie i technice. Poniewaz przy-
roda i technika sa domeng zainteresowan specja-
listéw z rdznigcych sie¢ miedzy soba dziedzin nauki,
w celu ujednolicenia terminologii zostalo wprowa-
dzone do cybernetykl pojecie systemu. Przez
system rozumie si¢ zespotl dowolnych elementdow,
traktowanych jako pewna calo§¢ i pozostajacych
w Scile okreélonym wzajemnym zwigzku. Systemem
moze byé organizm 2zywy, urzadzenie techniczne,
przedsxqblorstwo przemystowe, rakieta kosmiczna
itp. Kazdy system dziala w pewnym otoczeniu. Oto-
czeniem-danego systemu nazywamy zbidr wszystkich
nie nalezacych do systemu obiektéw, ktérych wias-
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ciwosci oddzialuja na system i zarazem ulegaja
zmianie pod wplywem dzialania tego systemu. Ze
‘wzgledu na reakcje systemu z otoczeniem, systemy
mozemy podzieli¢c na uklady (systemy) bezwzglednie
odosobnione 1 uklady wzglednie odosobnione.
System bedacy ukladem bezwzglednie odosobnio-
nym nie ma ani jednego wejScia i ani jednego wyjscia
prowadzacego poza system do otoczenia, tzn. nie
wystepuje wymiana energii czy tez informacji miedzy
systemem a otoczeniem. Natomiast system bedacy
ukladem wzglednie odosobnionym nie jest zupelnie
izolowany od swego otoczenia i ma co najmniej
_]edno wyjscm do otoczenia. W praktyce spotykamy
si¢ najczeScie] z systemami bedacymi ukladami
wzglednie odosobmonyml |
Cybernetyka zajmuje si¢ badaniem tylko taklch
systemow, ktore zorganizowane sg w sposob celowy
i 53 systemami z zachowaniem celowym. Systemem
z zachowaniem celowym nazywamy taki system,
ktéry dziala na otoczenie i reaguje na jego wplywy
w taki sposdb, aby zostal osiagnigty okreSlony cel.
Jezeli w dazeniu do osiagnigcia okres$lonego celu
system steruje sam soba, wowczas moéwimy, zZe
system taki charakteryzuje si¢ zdolnoscig do samo-
regulacji lub samosterowaniem. W systemie majacym
- wlasciwoé¢ samosterowania wyrdznia si¢ cze$é ste-
- rujaca 1 cze§¢ sterowang. System zloZzony z czeéci
sterujacej 1 czgdel sterowanej, a wige system, w ktorym
wystgpuje proces sterowania, nazywamy systemem
sterowania. W Zywym organizmie, potraktowanym
jako system, czeScia sterujaca jest centralny uklad
nerwowy, a czescia sterowana sa organy ruchu lub
tez inne narzady. W dowolnym systemie sterowania
proces sterowania moze by¢ realizowany tylko
wowczas, gdy cze$¢ sterujaca systemu bedzie otrzy-
mywala informacj¢ o wynikach sterowania, a wigc
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musi istnie¢ pewne sprzezenie miedzy czgicia ste-
rujaca systemu a czeécig sterowanas.

W ogdlnym przypadku sprzezeniem migdzy do-
wolnymi obiektami nazywamy zwiazek polegajacy
na odpowiednim oddzialywaniu obiektéw na siebie.
Sprzezenie, w ktérym jeden z obiektéw oddziatuje
na drugi tak, jak to przedstawiono na ryc. 18a

k P
a) b)
Ryc. 18

dla obiektéw A4 i B, nazywamy sprzg¢zeniem
prostym. Sprzgzenie, w ktorym dwa obiekty 4
i B oddzialuja nawzajem na siebie nazywamy sprz¢-
zeniem zwrotnym, co przedstawiono na
ryc. 18 b. Na sprzezenie zwrotne skladaja si¢ wobec
tego dwa sprzgzenia proste przeciwnie skierowane,
sprz¢zenie zwrotne tworzy wigc zamknigty obieg
oddzialywail.

Sprzezenie zwrotne jest najbardziej podstawowym
i eksponowanym pojeciem w cybernetyce, co uzasad-
nione jest tym, Zze w procesach sterowania zawsze
istnieje sprzezenie zwrotne. Wystepuje ono w przy-
rodzie tak powszechnie, Ze jest po prostu wszech-
obecne. Wielka role sprzezenia zwrotnego w proce-
sach sterowania uwypuklit Norbert Wiener porow-
nujac proces sterowania w opracowywanym przez
siebie sytemie kierowania ogniem artylerii przeciw-
lotniczej z procesem sterowania Wwystgpujacym
w organizmie zywym. Na wielu przykladach latwo
mozna stwierdzié¢, ze zaréwno w maszynie bedacej
automatem, jak i w organizmie czlowieka proces
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sterowania polega na poréwnaniu aktualnego dzia-
lania z odpowiednim dzialaniem . zadanym, a wiec
w obu przypadkach wystgpuje sprzeZenie zwrotne.
Wyjasnimy to na nastepujacych dwdéch przykladach.

Przypus¢my, ze czlowiek chce podnieéé lezacy
przed nim oléwek. Zeby to. uczynié, musi wprawic
w ruch pewne migénie, a wiec wykonaé ruch reka
w kierunku oléwka. Ruch reki odbywa sie tak, by
w miare uplywu czasu odlegloéé reki od oldwka
ulegata zmniejszeniu. Czynno$é ta przebiega auto-
matycznie i najczeSciej nie jest w pelni u$wiado-
miona przez czlowieka. Odbywa si¢ to w ten sposoéb,
ze mozg czlowieka otrzymuje od oczu bezustannie
informacje, méwiace o pozycji reki. Dzigki tym
informacjom mdzg wykonuje jak gdyby obliczenia,
ktérych wynikiem sa odpowiednie instrukcje na-
kazujace mie$niom reki poruszanie nig w taki Spo--

| sOb, aby réZnica’ miedzy aktualnym a pozadanym

polozeniem reki zostala usunieta.
Rozpatrzmy teraz inny prosty przyktad sprzeze-
nia zwrotnego, dotyczacy tym razem urzadzenia

-technicznego. Mianowicie w pewnym - pomieszcze-

niu, w celu utrzymania stalej temperatury, zainsta-
lowano piec ogrzewniczy z regulatorem temperatury
polaczonym z odpowiednim czujnikiem tempera-
tury. Elementy te tworza razem bardzo prosty sy-
stem sterowania, w ktérym wyrézni¢ mozna czeéé
sterujaca, ztozona z czujnika temperatury i regula-
tora temperatury, oraz czg$C -sterowana, ktdra jest
piec ogrzewniczy. Pod wplywem dzialania czujnika
regulator tak steruje moca ogrzewcza pieca, aby
usungé roznicg miedzy aktualng temperatura w po-
mieszczeniu a temperatura zadana, tj. ustalong dla
pomieszczenia. A wigc i w tym przypadku istnieje
sprzezenie zwrotne, -gdyz informacje o wynikach
sterowania odbiera czujnik, przekazuje ja do regu-
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latora, ktory z kolei na podstawie tej informacji
steruje mocg ogrzewcza pieca.

W ukladach sprzezenia zwrotnego mamy wigc
zamkniety obieg informacji. Z przedstawionych przy-
ktadow wynika, ze sprzgzenie zwrotne wystepujace
w procesie sterowania determinuje jednoznaczne
dzialanie systemow sterowania.

Omdéwione w niniejszym punkcie podstawowe
poygma cybernetyki, takie jak sterowanie, system
1 sprzeienie zwrotne, zajmuja czotowa pozycm

w zbiorze wszystkich innych mozliwych pojeé¢ zwia-
zanych Z cybernetyka. Pomimo Zze problematyka
objeta cybernetyka jest bardzo rozlegla 1 dotyczy
zagadnien z rdznych dziedzin Zycia, nauki i technik,
we wszystkich rozpatrywanych problemach cyber-
netycznych z pojeciami tymi zawsze si¢ spotykamy.
Z tych samych wzgledow przedstawiona wyzej krdtka
charakterystyka cybernetyki i jej podstawowych
pojeé ulatwi Czytelnikowi zrozumienie problemow
cybernetycznych, rozpatrywanych w dalszej czgsci
niniejszej ksiazki.

System i sterowanie

Jak to stwierdziliSmy w poprzednim punkcie,
podstawowym przedmiotem zainteresowan cyberne-
tyki sa prawa sterowania odnoszqce s1q zaréwno do
urzadzen technicznych, jak i organizmdéw Zywych.
W cybernetyce przyjeto stosowaé dla urzadzen
technicznych i organizméw zywych ogdélna nazwe
systemu o zachowaniu celowym. Stad tez bardzo
czesto méwi sie, Ze wspélczesna cybernetyka jest
ogdlnag teorig sterowania dowolnych systemdéw o za-
chowaniu celowym. System moze by¢ sterowany
z zewnatrz albo tez, w dazeniu do uzyskania okres-
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ionego celu, moze sam sobg sterowaé. Przedmiotem
dalszych naszych rozwazan beda tylko takie systemy,
ktore steruja same soba, a wiec cechuja sie samo-
sterowalnoscig. Zachowanie si¢ systemu w czasie
jego dzialania charakteryzuja pewne wielkoéci, ktére
moga przyjmowaé rézne wartodci. Wielkodci te sa.
badZ wlasciwodciami systemu, badz tez tymi wiasci-
wosciami otoczenia, ktére maja wplyw na zachowa-
nie si¢ systemu. Wielko$ci charakteryzujace stan
systemu bez uwzglednienia wplywu otoczenia nosza
nazwg wlasnoSci systemu. Wlasno§¢ systemu to
pewna jego cecha, ktérej wielko$é (wartose) w funkcji
czasu moze si¢ zmieniad,

Na przyklad rakiete kosmiczng jako system charak-
teryzuja takie wlasnosci, jak masa rakiety, szybkos§é
rakiety, wspolrzedne rzeczywiste polozenia rakiety,
itp., a wigc wielkodci, ktdrych warto$é w funkcji
czasu podlega zmianie. Czasami pojecie ,,wlasnosé
systemu” zast¢puje si¢ pojeciem ,,dziedzina”, majac
na uwadze dziedziny przedsigwzigé, w ktérych za-
kresie system funkcjonuje. Na przyklad dla zakladu
przemystowego traktowanego jako system dzie-
dzing moze by¢ produkcja, transport, zaopatrzenie
itp. B

Kazdy system moze mieé kilka wlasnoéci, ewen-
tualnie dziedzin, ktére go charakteryzuja, np. X,,
Xz, «es Xiy w., X, Dowolna wlasno$é X, systemu
moze przyjmowaé rozne wartosci lezace w okres-
lonym przedziale, przy czym wéréd tych roznych
wartosci pewne wartoci przyjmuje si¢ jako wyréz-
nione. Aktualna w danej chwili warto§é wlasnosci
nie zawsze mozna dokladnie okreslié, stad tez wyraza
si¢ ja W spos6b przyblizony z pomoca wartosci wy-
réznionych. Na przyklad temperatura ciata czlowieka,
bedaca jedna z jego wlasciwoéci, przyjmuje wartodci
z przedzialu 34—42°C. W tym przedziale liczba

120




mozliwych wartoSci temperatury jest nieskonczona.
Poniewaz jednak pomiaru temperatury dokonujemy
termometrem lekarskim o zdolnosci rozdzielczej
0,1°C, w praktyce mamy do czynienia ze skonczo-
nym zbiorem wartosci temperatury ciala czlowieka
— zbiér ten zawiera tylko 81 elementéw.

Postlugujac si¢ pojeciem wartoSci wyrdznione;j,
w dalszych naszych rozwazaniach bedziemy przyj-
mowa¢, Ze wlasno$§¢ systemu charakteryzuje sig
przyporzadkowanym sobie skoniczonym zbiorem war-
toéci. Dla wlasnosci X, zbidr taki bedziemy wyrazaé
nastepujaca postacig

Xi - {xil, x;,, erey x“, very xiw} (4.1)

W systemie bedacym ukladem bezwzglednie od-
osobnionym aktualne w danej chwili wartoéci
wszystkich wlasnosci X,, X,, X,, ..., X,, podane
w warto§ciach wyrodznionych, jednoznacznie okre$-
laja stan systemu. Stan ten mozZemy wyrazi¢ symbo-
licznie nastepujacym wektorem

X = [X1, X25 eees Xiy oeesy Xom) “4.2)

gdzie x; — i-ta wspolrzegdna wektora x przyjmujaca
warto$ci ze zbioru X;.

Olbrzymia wickszo§¢ systeméw rozpatrywanych
w cybernetyce nalezy do ukladow wzglednie od-
osobnionych. W celu okre§lenia stanu systemu
bedacego ukladem wzglednie odosobnionym na-
lezy uwzgledni¢ réwniez aktualne wartosci tych
wlasno$ci przynaleznych do otoczenia, ktére oddzia-
tuja na system lub ulegaja zmianie pod wplywem
tego. systemu. Na przykiad, gdy systemem jest sa-
molot, to otoczeniem tego systemu jest atmosfera,
chociaz nie wylacznie, bo otoczeniem moga byc¢
inne samoloty, uksztaltowanie terenu ladowiska itp.
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Takie wlasnoéci atmosfery, jak wilgotnosé, stan
zachmurzenia, ci$nienie itp. rzutujag na zachowanie
si¢ samolotu w powietrzu. Stan systemu jest wiec
okreslony nie tylko przez wlasno$ci przynalezne do
systemu, lecz rownieZz przez pewne wlasnoéci oto-
czenia. Oznaczajac te wlasnoSci otoczenia symbo-
lami H,, H,, ..., H, ..., H,, stan systtmu moZemy
wyrazi¢ wektorem

Z = [xl, x:z, Tuey xi, saay xm, hl, hz, sesy hj, sesy hr]

(4.3)

ktorego wspotrzedne typu x; i h; reprezentujg od-
powiednio aktualne wartosci wlasnodci typu X; i H,.
Uwzgledniajac wszystkie mozliwe wartoéci wspét-
rzgdnych wektora 2z, otrzymamy zbiér dopusz-
czalnych standw systemu przedstawiony w postaci

Z = {21, Z3) ey Zpy ooy 2.} 44

Elementy zbioru Z reprezentuja réznigce sic miedzy
soba stany systemu, z ktérych kazdy wyraza sie¢ ana-
litycznie wektorem o postaci wektora z zadanego
wyrazeniem (4.3). Zgodnie z przyjetym zalozeniem,
ze zbiory wartoSci poszczegélnych wlasnosci typu
X; 1 H; sa zbiorami skonczonymi, zbiér Z jest réw-
niez zbiorem skonczonym.

Dzialanie systemu z zachowaniem celowym charak-
teryzuje si¢ tym, Ze system dazy do uzyskania okres-
lonego celu zgodnie z zadana funkcja celu. Zadany
cel mozna uzyska¢ w rézny sposdb i z réznym efek-
tern koncowym. Na przyklad, samolot — potrak-
towany przez nas jako system z zachowaniem ce-
lowym — mozZe wznie$¢ si¢ na okreSlong wysoko$é
wykonujac lot wedlug réznych trajektorii 1 przy
roznych predkoSciach. A wiec istnieje pewien zbidr
mozliwych wariantéw dzialania samolotu, ktérego
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celem jest osiaggniecie okre§lonej wysokosci. Na
zbiorze mozliwych wariantéw dzialania samolotu
okreslona jest funkcja celu, uwarunkowana koniecz-
no$cia dokonywania wyboru wariantu. Kazdemu
wariantowi mozemy przyporzadkowaé pewna liczbe,
ktéra go charakteryzuje i jednoczesnie jest wartoscia
funkcji celu. Warto$¢ funkcji celu nosi nazwe zysku.
Zysk okre§la si¢ wedlug odpowiednio dobranego
kryterium efektywnoséci. Na przyklad dla samolotu
kryterium efektywnosci moze by¢ czas, po ktdrym
osiaggnie on - pozadang wysoko$§é, moze byé¢ ilo$¢
zuzytego paliwa lub réwnie dobrze kryterium efek-
tywnos$ci moze dotyczyé obydwu tych wielko$ci. Przy
wykonywaniu okre$lonych czynnoéci, lezacych w za-
kresie funkcjonowania systemu, system realizuje
pewne decyzje. W systemie, ktory steruje sam soba,
decyzje te wypracowuje czg$é sterujaca.

W kazdym systemie charakteryzujacym si¢ samo-
sterowalno§cia mozna zawsze wyroznié centralny
organ sterujacy, bedacy elementem skladowym sy-
stemu. Dla czlowieka organem takim jest mozg,
natomiast dla bezzalogowej rakiety kosmicznej, nie
sterowanej z Ziemi, organem sterujacym jest specjalny
automat bedacy jedna z czeSci skladowych rakiety.
Decyzje wypracowane przez organ sterujacy na-
zywamy wielko§ciami sterujacymi systemu. Podstawg
do wypracowania decyzji sterujacej dziataniem sy-
stemu jest informacja o aktualnym stanie systemu.
Istota samosterowalnosci systemu polega na tym,
ze system tak dobiera sobie decyzje, aby w wyniku
ich realizacji mogt znaleZé sie w mozliwie najlepszym
stanie. Wiadomo jednak, Zze w funkcji czasu stany
systemu zmieniajg sie. Przyczynia si¢ do tego zaréwno
dzialanie samego systemu, jak i wplyw otoczenia
na zachowanie si¢ systemu. W dazeniu do uzyskania
zadanego celu zmiany stanu systemu powinny prze-
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biega¢ tak, aby cel ten zrealizowany zostal z jak
najlepszym efektem, ktdérego miara jest mozliwie
maksymalna warto§é funkcji celu. Stad tez przejécie
systemu od jednego do drugiego stanu powinno by¢
odpowiednio sterowane. Sterowanie sprowadza sie
do tego, ze na podstawie informacji o aktualnym
stanie systemu jest wypracowywana -odpowiednia
decyzja, ktéra okre§la czy system powinien pozo-
sta¢ w danym stanie, czy tez powinien zmieni¢ swdj
stan. Funkcjonowanie systemu jest wiec zwigzane
z pewnym procesem decyzyjnym. Proces ten jest
najcze¢sciej wieloetapowy, gdyz funkcjonowanie sy-
stemu przebiega w czasie, z kolei czas ten mozna
rozbi¢ na poszczegdlne etapy, rdéznigce sie miedzy
soba pewna specyfika dzialania systemu.

W ogdlnym przypadku wieloetapowy proces de-
cyzyjny ma charakter dyskretny, tj. decyzje do stero-
wania systemem sa wypracowywane tylko w $cisle
okreSlonych momentach czasu. Wypracowana na
danym etapie — w dyskretnym momencie czasu
— decyzja nosi nazwe¢ decyzji etapowej. Decyzja
etapowa jest wielkoS$cia sterujaca dziataniem systemu
na danym etapie jego funkcjonowania. W urzadze-
niach technicznych i w organizmach zywych wiel-
koS¢ sterujaca ma postaé odpowiedniego sygnatu
sterujacego. Sygnal sterujacy, wypracowany przez
organ sterujacy systemu, sterujac dzialaniem po-
szczegélnych elementéw systemu oddzialuje na
wlasnodci systemu. W wyniku tego oddzialywania
wartoSci poszczegdlnych wlasnoéci charakteryzuja-
cych dzialanie systemu ulegaja zmianie. Wlasnoéci
systemu, na ktore oddzialuje sygnat sterujacy, nosza
nazw¢ wielkoSct sterowanych, a elementy systemu
sterowane sygnalem sterujacym nazywaja si¢ ele-
mentami sterowanymi. Na przyktad dla rakiety
wielkoScig sterowang . jest kierunek lotu, predkosc,

124



cigg silnikéw itp.; czesto tez mdéwimy, Ze sterujemy
predkoscia rakiety, kierunkiem lotu, ciggiem silnikow.

Aktualne wartosci wielkos$ci sterowanych wply-
waja na stan systemu. Jednak stan systemu jest
okreélany unie tylko przez wielkoéci sterowane, lecz
rowniez przez wielkosci nie sterowane. Wielkosciami
nie sterowanymi sa te wlasno$ci otoczenia, ktore
oddzialuja na system. WielkoS§ci nie sterowane,
zmieniajace sie w czasie w sposob losowy 1 majace
wplyw na stan systemu, noszag nazwg wielkosci
zakldcajacych. Sygnal sterujacy wypracowany na
podstawie informacji o aktualnym stanie systemu
jest decyzja dotyczaca tylko zmiany wartosci wiel-
kosci sterowanych. Poniewaz w systemie najczesciej
wyroznia sie kilka wielkoSci sterowanych, sygnat
sterujacy reprezentuje decyzje ztozona z decyzji,
dotyczacych poszczegdlnych wielkosci sterowanych.

W ogdlnym przypadku decyzja do sterowania
systemu, podobnie jak i stan systemu, wyraza si¢
analitycznie w postaci nastgpujacego  wektora

Y = [Vris Pxas »oos Yy woes Vi) (4.5)

gdzie wspolrzedna y, jest decyzja dotyczaca stero-
wania wlasno$cia X; (wielkoscia sterowang) systemu.
Zbiér mozliwych wartosci dowolnej wspdirzednej y,,
wektora y jest skonczony, co jest zgodne z przyjetym
przez nas zalozeniem, ze zbidr wartosci wlasnosci X;
jest skoficzony. Uwzgledniajac wszystkie mozliwe
warto$ci wspélrzednych wektora y, zbiér mozliwych
decyzji do sterowania systemem wyrazi si¢ zbiorem

Y = {yl, Va2, sees Vis ooy yw} (4.6)

Kazdy element y; zbioru Y jest decyzja etapows,
ktéra moze byé podjeta przez system w trakcie jego
funkcjonowania. Natomiast $ciSle okreslony ciag
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decyzji etapowych, w ktorych wymku system uzys-
kuje cel sWego dzialania, nosi nazwe decyzji pelnej.

Zbiory Z i Y oraz istniejace miedzy elementami
tych zbioréw relacje sg podstawowymi skladowymi
modelu matematycznego opisujacego proces stero-
wania systemem. Model ten, ze wzgledu na wielo-
etapowos¢ procesu decyzyjnego zachodzacego w sy-
stemie, najwygodniej jest przedstawi¢ w postaci
dwuosobowej gry wielochodowe;.

Gra jako model abstrakcyjny procesu stero-
~ wania

Dzialanie systemu z zachowaniem celowym
w funkcji czasu jest pewnym procesem, realizowa-
nym przez system w dazeniu do uzyskania okreslo-
nego celu koncowego. Na przyklad, gdy systemem
jest zaktad przemyslowy, to procesem takim jest
proces produkcji. Dla rakiety kosmicznej procesem
takim moze by¢ proces zblizania si¢ do innego obiektu
kosmicznego. Obiekt sterujacy systemu, wypraco-
wujac odpowiednie sygnaly sterujace, a wigc sterujac
systemem, wplywa na proces funkcjonowania sy-
stemu w $ci$le okres§lony sposdb tak, aby dzialanie
systemu przebiegalo w pozadanym kierunku. Stad
tez proces funkcjonowania systemu jest procesem
sterowanym, natomiast wszystkie czynnos$ci zwig-
zane ze sterowaniem nazywane sa procesem stero-
wania.

W ogdlnym przypadku proces sterowania rozumie
sic jako caloksztalt przedsiewzig¢ zwigzanych z wy-
wieraniem pozadanego wplywu na okreflone zja-
wiska 1 procesy. Bardzo czesto proces sterowania
mozemy opisaé modelem matematycznym dwu-
osobowe] gry wielochodowej. Postugujac si¢ takim
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modelem, proces sterowania traktujemy umownie
jako proces prowadzenia pewnej gry wielochodowej.
W takiej interpretacji procesu sterowania bardzo
istotng role odgrywa odpowiedni dobdr i okreélenie
przeciwstawnych sobie stron gry. Mozliwym do
przyjecia podejSciem do tego zagadnienia jest po-
traktowanie organu sterujacego systemem jako
jednej strony gry, natomiast czgSci sterowanej sy-
stemu, wraz z pewnymi wlasno$ciami otoczenia
jako -drugiej strony gry. Pewnymi wlasnosciami
otoczenia, ktdére nalezy uwzgledni¢ w zdefiniowaniu
czgscl sterowanej systemu jako strony gry, sa te
wlasnosci otoczenia, ktére wplywaja na dzialanie
systemu. Po zdefiniowaniu stron gry mozemy je
oznaczy¢ symbolami 4 i B. Pod symbolem A4 be-
dziemy rozumie¢ organ sterujacy systemu, a pod
symbolem B cze§¢ sterowana systemu wraz z wy-
mienionymi wyZej wlasno$ciami otoczenia. Zbiorem
strategii chodowych strony B gry jest zbiér mozli-
wych standw systemu. Zbidér ten ma postaé
(p. wzor 4.4)

Z = {219 Z9y aeny Zj, ceny Zs}

Zbiorem strategii chodowych strony A gry jest zbidr
mozliwych decyzji etapowych do sterowania sy-
stemem. Zbior ten ma postaé (p. wzor 4.6)

Y = {yla Y2s 205 Vis +o yw}

Reguly gry opisujacej dany proces sterowania wy-
nikaja z charakteru dzialania systemu oraz z za-
danej funkcji celu. Gre taka umownie mozna po-
traktowaé jako gre antagonistyczng. Mianowicie
mozna zalozy¢, Ze strona A gry bedzie dazyla do
maksymalizowania warto$ci funkcji celu, natomiast
strona B gry bedzie dazyla do minimalizacji tej funkcii.

127



Ponadto mozna przyjaé, ze strona B gry zachowuje
sic jak natura, gdyz na dzialanie systemu wplywa
wiele czynnikéw losowych, uwarunkowanych wply-
wem otoczenia i wynikajacych z charakteru funkcjo-
nowania systemu. Przy takim zaloZzeniu strong A
gry nalezy potraktowa¢ jako rozumnego gracza,
ktdry wykorzystujac bledy popelniane przez gracza B
(nature) bedzie maksymalizowal swoja wygrana.

Przyjety model sterowania, dajacy si¢ opisaC po-
stacia dwuosobowej gry wielochodowej, zostal po-
gladowo przedstawiony na ryc. 19. Jak to juz bylo

hy hy hr
.. weasnosci
otoczenia
. .-
e ——
B
€
czes¢ sterowania
systemu
. L._.Z:§.. Yw
Z2 A ¥z
Z » )'z
argan sterujacy
systemu
Ryc. 19

- 1 - 1 e .0 O e T tTTo 4
podane w poprzednim punkcie, dzialanie systemu
w czasie mozna podzieli¢ umownie na etapy. Z tych
tez wzgledéw proces sterowania jest procesem wielo-
etapowym. Na poczatku kazdego etapu organ ste-
rujacy systemu, bedacy strona A4 gry, na podstawie
informacji o aktualnym stanie systemu wybiera
odpowiednia strategic chodowa, bedaca decyzja
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do sterowania sysiemem. Pomniewaz funkcja celu
w wieloetapowym procesie decyzyjnym ma charak-
ter addytywny (osiagnigcia systemu na poszcze-
golnych etapach sumuja si¢), kazdej strategii cho-
dowej y;€Y gracza A moina przyporzadkowaé
pewien zysk etapowy. Gracz A powinien tak pro-
wadzi¢ gr¢ z graczem B, aby na ostatnim etapie
sumaryczny zysk ze wszystkich etapow byl mozliwie
najwi¢kszy. Znaczy to, Ze na dowolnym etapie
organ sterujgcy systemem na podstawie informacji
o stanie systemu, tj. o strategii chodowej gracza B,
powinien zastosowa¢é taka strategie chodowa y,c Y,
ktéra w konsekwenciji molewych stanow systemu
w nastepnych etapach 1 zastosowanych na tych
etapach strategii chodowych y, € Y zapewnia otrzy-
manie najwigkszego zysku sumarycznego.

Jak wiadomo, zasada prowadzenia dwuosobowej
gry wielochodowej polega na tym, Ze obaj gracze
wykonuja ruchy na przemian, az do osiggniecia
koricowego celu gry. Ruch gracza B i odpowiedZ na
ten ruch gracza A4 tworza sekwench ruchow Zjy Ve
Tak uporzqdkowana para z;, y; n0osi nazwe¢ posunigcia
w grze 1 warunkuje soba proces sterowania systemem
na danym etapie jego funkcjonowania, gdyz z; jest
stanem systemu, a y; — decyzja podjeta przez organ
sterujacy 4 ze wzgledu wlasnie na aktualny stan z;.
Postacia graficzng gry wielochodowej opisujacej
proces sterowania jest dendryt gry. PoniewaZz organ
sterujgcy systemem jest strona gry zainteresowana
w optymalnym dzialaniu systemu, niec moZe on do-
pusci€ do tego, aby gra potoczyla si¢ po niekorzystnej
$ciezce dendrytu. Stad tez w dowolnej sytuacji organ
sterujacy, jako gracz A4, zmuszony jest dokonywacd
wyboru odpowiedniej strategii chodowej. Wybdr
ten laczy sie¢ z analiza dendrytu gry. Czas przezna-
czony na podjecie decyzji bardzo czesto jest tak
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krotki, ze uniemozliwia dokonywanie analizy den-
drytu gry w celu wyboru odpowiedniej strategii
chodowej. Stad tez z konieczno$ci strategia cho-
dowa gracza A nie bedzie w pelni optymalna. Klo-
potow tych mozZzna uniknaé przeprowadzajac wczes-
niej, tj. przed rozpoczeciem - procesu . sterowania,
jednostronna optymalizacje dendrytu gry. Jedno-
stronna optymalizacja dendrytu gry polega na wy-
eliminowaniu z niego niekorzystnych dla gracza A4
jego strategii chodowych. Optymalizacje t¢ z zasady
przeprowadza si¢ przy zastosowaniu maszyny cyfro-
wej.  Jednostronnie zoptymalizowany dendryt gry
jest algorytmem optymalnego dzialania dla organu
sterujacego systemem. Znajac ten algorytm, organ
sterujgcy systemem A mozna zastapi¢ maszyng cyfro-
"wa lub specjalnie zbudowanym do tego celu automa-
tem rozgrywajacym, ktorego strukture mozZna okres-
li¢ na podstawie struktury jednostronnie zoptymali-
zowanego dendrytu gry. Podzial stron gry opisu-
jacej proces sterowania zalezy w duzym stopniu od
- charakteru funkcjonowania systemu. Jezeli systemem
jest zautomatyzowany zaklad przemyslowy, to wow-
czas strona A gry opisujacej proces sterowania moze
by¢ system cyfrowy (komputer), a druga strona gry,
tj. strona B, beda wszystkie jednostki organizacyjne
tego zakladu. Oczywiste jest, Zze przy okreSlaniu
stanow systemu bedacych strategiami chodowymi
strony B nalezy uwzgledni¢ aktualne wartoSci pew-
nych wlasnosci tych obiektow otoczenia, ktore
maja wplyw na dzialanie systemu. Na przyklad taka
wiladciwoscia otoczenia dla danego zakladu prze-
mystowego jest produkcja innego zakladu, ktory
jest zakladem kooperujacym.

Taki podzial stron gry nie zawsze jest mozliwy.
Bardzo czesto zachodzi konieczno$¢ potraktowania
systemu jako jednej strony gry, a pewnych obiektéw
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otoczenia lub pewnych proceséw zachodzacych
w otoczeniu — jako drugiej strony gry.

Innym mozliwym podejSciem jest rozpatrywanie
procesu sterowania w ujeciu gry wielochodowej
prowadzone] miedzy dwoma systemami, ktdrych
dzialania sa mniej lub bardziej przeciwstawne sobie.
Przeciwstawne sobie dzialania systemow wynikaja
z pewnej sytuacji konfliktowej, w ktorej znajdujg sie
oba systemy. Z drugiej strony wiadomo, Ze modelem
matematycznym sytuacji konfliktowe] jest gra.
W tym przypadku gre rozpatrujemy z punktu widze-
nia tego systemu, dla ktdérego dzialania jest opraco-
wywany algorytm optymalnego sterowania. Algo-
rytm ten determinuje proces sterowania systemem
jako proces prowadzenia przez system pewnej gry.
Pozostaly system, bedacy strong B gry, moZe by¢é

Jp——
| 4 !infarmacja
| z
l
decyZJe
| Yo ¥ 1) |[ system
| | g
| ’ g
! A . .
wzajemne
| | oddziatywanie
; | systemdw
! system A l'
Ryc. 20

potraktowany jako natura lub jako rozumny prze-
ciwnik. Ilustracja podejscia do procesu sterowania
jako do procesu prowadzenia gry jest ryc. 20. Zgod-
nie z tym rysunkiem, organ sterujacy systemu A,
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oznaczony symbolem A’, opracowuje optymalne
decyzje do sterowania systemem na podstawie in-
formacji ze Z charakteryzujacej dzialanie systemu B.
Decyzje te, bedace wielko$ciami sterujacymi dla
czeSci A"’ systemu 4, moga by¢ potraktowane jako
strategie chodowe gracza 4. Podobnie informacja z
o obiekcie B potraktowana moze byé jako infor-
macja o stosowanych przez gracza B strategiach
chodowych.

Proces sterowania systemem A powinien prze-
biega¢ tak, aby system osiggnal koncowy cel swego
dzialania z maksymalnym efektem. System B mozZe
nie dopuscié do uzyskania przez system A pozytyw-
nego efektu koncowego, jezeli dzialanie systemu A4
nie bedzie z gory okreslone, i to tak, aby dla kazdej
powstalej sytuacji istniata tylko jedna $cifle okreslona
strategia chodowa postgpowania systemu. A wigc
i w tym przypadku, podobnie jak w poprzednim,
trzeba dokona¢ wczesniejszej analizy dendrytu gry,
polaczonej z jego jednostronng optymalizacja na
korzy$¢ systemu A. Jak wiadomo, charakterystyczna
cecha jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu
gry jest to, Zze przedstawia on taki rodzaj gry, w ktorej
jeden z graczy ma z gory narzucone sobie optymalne
strategie swego postepowania. Dlatego tez przy
realizacji gry wedlug jednostronnie zoptymalizo-
wanego dendrytu gry system A nie bedzie dokonywat
w dowolnej sytuacji wyboru strategii chodowej
w zbiorze mozliwych strategii chodowych przy-
porzadkowanych tej sytuacji, gdyz dysponuje juz
tylko jedng, optymalna dla tej sytuacji strategia
chodowa. Omowiony przypadek procesu sterowania
— rozumianego jako proces prowadzenia gry —
przeciwng strona, ktora jest inny system, rozpatrzony
zostanie na przykladzie procesu poscigu w roz-

~ dziale 7.
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Przedstawiona tutaj krétka charakterystyka nie
' obejmuje wszystkich mozliwych sposobéw podejscia
do procesu sterowania jako do procesu prowadzenia
pewnej gry wielochodowe;.

JednakZze na podstawie narzucajacych si¢ wnios-
kéw nalezy podkreslié, Ze abstrakcyjne modele
procesOw sterowania, oparte na wykorzystaniu
aparatu formalnego gier wielochodowych, uwy-
puklaja ogromna rol¢ i przydatno$¢ teorii gier w cy-
bernetyce. Interpretacja niektérych probleméw cy-
bernetyki oparta na pojeciu gry wielochodowej
umozliwia ich optymalne rozwigzanie. To z kolei
pozwala na budoweg samodzielnych systeméw cy-
bernetycznych, ktérych zasada dzialania opiera sie
na procesie prowadzenia gry wielochodowej. Gléw-
nym organem sterujgcym tego typu systemu jest
automat skonczony, ktéry ze wzgledu na zasade
dzialania nosi nazw¢ automatu rozgrywajacego.
Automat ten moze byé automatem abstrakcyjnym,
wyrazonym w postaci programu dla maszyny cyfro-
wej sterujace] danym systemem, lub tez moze byé
automatem rzeczywistym, majacym postaé odpo-
wiedniego urzadzenia technicznego o dzialaniu dys-
kretnym. Ze wzgledu na to, Zze zasady funkcjono-
wania automatu rozgrywajacego SciSle wigzg sie
z problematyka niniejszej ksiazki, niezbedna jest
krotka charakterystyka tego automatu, ktora zostanie
przedstawiona w nast¢pnym rozdziale.



5

Automaty skonczone — rozgrywaj

Pojecie automatu skonczonego

W poprzednich dwéch rozdzialach ki
krotnie spotkaliémy sie z automatem rozgrywaja
jako urzadzeniem wypracowujacym optymalne
cyzje w procesie sterowania systemem z zachc
niem celowym. Struktura tego automatu 1 za
jego dzialania sa $ciSle zwigzane z modelem n
matycznym gry wielochodowej opisujacej pr
sterowania danym systemem. Przydatno$¢ autor
rozgrywajacego w sterowaniu dzialaniem konl
nych sytemdow podkre$la chyba najbardziej
teorii gier w cybernetyce, jako bardzo wygodi
aparatu formalnego przydatnego do opisu mc
cybernetycznych, a jednocze$nie wskazuje na «
wos¢ budowy tego typu automatu. Z tych tez wi
déw wuzasadnione bedzie przedstawienie kro
charakterystyki automatu rozgrywajacego. Ponie
jednak automat rozgrywajacy jest automatem sl
czonym, charakterystyke¢ nasza poprzedzimy
daniem podstawowych poje¢ definiujacych autc
skoficzony oraz rozpatrzymy jego dzialanie 1 st
turg.

Automat skonczony mozZna sobie wyobrazi€
,.czarna skrzynke’’, do ktorej wejscia jest podav
informacja w postaci sygnalu z;, na wyjsciu
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skrzynki, pod wplywem przetwarzania sygnal
pojawia si¢ sygnal y; — tak jak przedstawior
symbolicznie na ryc. 21. Przy takim podejéci
automatu jako do ,,czarnej skrzynki” nie zwra
uwagi na strukture we-

wnetrzng automatu, a inte- T
resuje nas tylko charakter __Ef_h,,_{/// // |
przetwarzania 1informacji. L /%

Zwykle przyjmuje si¢, Ze sy- Rve. 21
- gnal z;, pojawiajacy si¢ na ye
wejsciu automatu, przynalezy do pewnego
czonego zbioru mozliwych dla automatu sygr
wejsciowych

Z = {zy, 23, vy Zjy oy Z}

Natomiast sygnal y; pojawiajacy si¢ na wyjsciu
matu przynalezy do zbioru mozliwych dla auto
sygnaléw wyjsciowych

Y= {}71, y27 SARE ] yia sees yW}

przy czym zbidr ten jest rowniez zbiorem skonczo
W automacie skonczonym sygnal y; pojawiajac
na wyjsciu automatu zalezy nie tylko od syg
wejSciowego, lecz rowniez od tzw. stanu we
trznego automatu. W trakcie swego dzialania aut
moze znajdowal si¢ w réznych stanach we
trznych. Podobnie jak w automacie, tak i w ka:
organizmie zywym mozZemy wyrézni¢ aktualny v
nej chwili dla tego organizmu jego stan wewnet:
Na przykiad, czlowiek moze znajdowac sie w réz
stanach: moze by¢ senny, glodny, syty, zdene
wany, zadowolony itp. Stany wewnetrzne autm
tworza zbidr

= {91 @2 s G - G}



Zbidr ten jest zbiorem skofczonym i jest nazywany
zbiorem stanéw wewng¢trznych automatu. .

Praca automatu skonczonego przebiega w smsle
okreSlonych chwilach czasu: ¢,, t;, t;, ... noszacych
nazwe czasow dyskretnych. W kazdej chwili czasu
dyskretnego na wejsciu automatu pojawia si¢ sygnal
z;, ustala si¢ okreSlony stan wewne¢trzny automatu,
a na wyjsciu pojawia si¢ jeden z sygnaldw wyijscio-
wych przynaleznych do zbioru Y. Po tych wstepnych
sformulowaniach mozemy podaé¢ dokladniejsza. de-
finicje automatu skonczonego. Definicja ta brzmi
nastepujaco: automatem skonczonym nazy-
wamy dyskretny przetwornik informacji
zdolny do przyjmowania réznych stanow,
do przechodzenia pod wplywem sygnatow
wejSciowych z jednego stanu w inny i do
generowania sygnalow wyjsciowych —
przy czym zbidr mozliwych standw. za-
wiera skonczona liczbg elementdw.

Sygnaly wejsSciowe automatu sa informacja wej-
sciowa, natomiast sygnaly wyjsciowe reprezentujq
informacj¢ przetworzona przez automat. Informacja
przetworzona wyraza najczescie] pewne decyzje wy-
pracowane przez automat. Aby decyzje te byly
optymalne dla dowolnej sytuacji, w jakiej automat
si¢ znajduje, jego dzialanie musi by¢ Scisle okreSlone.
Stad tez automat skonczony dziala zgodnie z pewnym
programem, uwarunkowanym struktura automatu
lub tez przechowywanym w odpowiedniej postaci
w jego pamieci. Program taki sklada si¢ z systemu
rozkazéw, ktore mogag by¢ wykonywane przez
automat. Kazdy rozkaz jest jak gdyby wskazdwka
dla automatu, modéwiaca co on ma zrobi¢. Rozkaz
mozna zapisa¢ w postaci

gizp — > (;Vs
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Zapls ten mterpretujemy nast¢pujaco: jezeli automat
znajduje si¢ w stanie wewnetrznym g;, a na wejécie
automatu podany zostanie sygnal z,, to pod wply-
wem tego sygnalu automat przechodzi w stan g,
1 generuje sygnal wyjsciowy y,. Dzialanie automatu
skonczonego mozna wyrazi¢ rowniez analitycznie
przy pomocy dwoch funkeji, tzw. funkcji przejsé
i funkcji wyj$¢ automatu. Funkcja przejs¢ auto-
matu skonczonego ma nastgpujacag postaé

q(t+1),= Pla), z ()] (5.9

Funkcja ta mowi nam, Ze stan wewnetrzny automatu
w chwili dyskretnej r+1 zalezy od stanu automatu
q(t) w poprzedniej chwili 7 i od sygnahi wejsciowego
z(t) przylozonego na wejscie automatu w chwili 7.
Funkcja wyj$¢ automatu skoficzonego jest nato-
miast ‘wyrazona nastepujaca postacia

Nt) = Dlg(t), z(1))] (3.5)

Zgodnie z tym wyraZzeniem sygnat wyjsciowy auto-
matu y(¢), a wigc w chwili ¢, zalezny jest od stanu
wewnetrznego 1 sygnalu wejSciowego w tej samej
dyskretnej chwili 2.

Najczegdciej ze wzgleddw praktycznych dzialanie
automatu zadaje si¢ przy pomocy dwdch tablic:
tablicy przej$¢, ktdra okresla funkcje przejsé ¥(g, z),
1 tablicy wyjsC, ktora okresla funkcjg wyjs¢ ®(q, 2).
Wiersze obu tablic sa oznaczone sygnalami wejscio-
wymi automatu z;€ Z, a kolumny — stanami we-
wnetrznymi automatu g, € Q.

Tablice te przedstawimy na przykladzie pewnego
automatu abstrakcyjnego A. Zalézmy, Ze dla auto-
matu A4 znany jest zbiér sygnalow wejSciowych
Z = {zy,2,}, zbiér sygnaléw wyjsciowych Y =
= {y1,¥2, ¥s} oraz zbiér stanéw wewnetrznych

= {g,, 95, q;}. Tablica przej§¢ i tablica wyj$¢
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automatu A, wyrazajace tylko jedno z mozliwych
dzialan tego automatu, beda przedstawiaé si¢ na-

stepujaco |

Tabl. 1 - Tabl. 2
Tablica przejs¢ w(qg, z) Tablica wyjs¢ ®(q, z)
q q + |
_ 91 | 92 | 93 g1 | 92 | 43
< A
oz | 93| 95 | @4 zy | Y2l v | ¥z
' Z 9> | 93 | 93 Z3 Ys | Ya | Vs

Na podstawie tablicy przej§¢ mozna okresli¢, jakie
sa mozliwe przejscia automatu z danego stanu do
innego stanu pod wplywem sygnalow wejSciowych.
Na przyklad, jezeli w danej chwili # automat znajduje
si¢ w stanie ¢, to w kolumnie opisanej symbolem g,
znajdziemy wszystkie te stany, do ktérych automat
moze przej$¢ bezposrednio ze stanu ¢,. Z przed-

~ stawionej tablicy przejS¢ wynika, Ze jezeli automat

-znajduje sie w stanie gq,, a na wejSciu automatu
pojawi si¢ sygnal z;, to przechodzi on do stanu g¢,,
- gdy natomiast pojawi si¢ sygnal z,, automat prze-
chodzi do stanu g,.

Tak jak na podstawie tablicy przej$¢ mozina
okresli¢, do jakiego stanu mozZe przej§¢ automat
w trakcie swego funkcjonowania, tak na podstawie
tablicy wyj$¢ mozna okresli¢, jaki sygnal pojawi sig
na wyjsciu automatu, gdy automat znajduje si¢
w danym stanie ¢, a na jego wejsciu pojawi si¢ jeden
z sygnaldow wejsciowych z;e€Z. Z podanej jako
przyklad tablicy wyj$¢ wymka, ze gdy automat
znajduje si¢ w stanie ¢y, a na wejSciu pojawi si¢ syg-
nal z,, to na wyjéciu automatu pojawi si¢ sygnal y,.
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Automat skoriczony, zadany przedstawionymi wy-
zej tablicami przej$¢ i wyj$é, realizuje nastepujace
rozkazy

1) q1z; = g3 3) 4221 — sy, 5) 9321 = 41>
2) 4122 = q,); 4) 422, ~> g3y 0) g3z, —> qays

Rozkazy te tworza program dzialania automatu.

Bardzo czgsto zamiast poslugiwania sie tablicami
przejs¢ 1 wyjéé, dzialanie automatu wyraza sie przy
pomocy specjalnego wykresu. Wykres taki nosi
nazwe grafu automatu. W grafie automatu wierz-
chotki grafu przedstawiaja stany automatu, a krawe-
dzie sa opisane symbolami sygnatéw wejsciowych
i wascmwych Graf automatu jest kompozyqq
pewnej liczby graféw elementarnych. Dwa naj-
bardziej typowe grafy elementarne przedstawiono
na ryc. 22. Kazdy graf elementarny jest odpowied-

Zr. J;

@ Zr Vs

a) b)
Ryc. 22

nikiem rozkazu wykonywanego przez automat. Graf
elementarny z ryc. 22 a realizuje rozkaz ¢z, — q,y,,
a graf z ryc. 22 b realizuje rozkaz q;z, — q,y,, z kto-
rego wynika, ze pod wplywem sygnalu z, automat
nie zmienia swego stanu ¢;. Kompletny graf auto-
matu zadanego przedstawionymi wyzej tablicami
przej$¢ i wyj$¢ pokazano na ryc. 23.
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Automaty skoriczone jako dyskretne przetworniki
informacji mozna odpowiednio podzieli¢ w zaleznosci
od sposobu ich dzialania, struktury wewnetrznej,
funkcji, jakie spetniaja itp. Najbardziej utarty jest

22, Y3

Ryc. 23

podzial automatéw skoficzonych na tzw. automaty
Mealy’ego i automaty Moore’a. Kryterium tego
podzialu jest posta¢ funkcji przejs¢ i wyjséé opisu-
~ jacych dzialanie danego automatu. Automat Mea-
ly’ego dziala zgodnie z opisujaca go para funkcji
przejs¢ i wyjs¢ podanych w postaci wyrazen (5.4)
1 (3.5). Zasadnicza wiasciwo$é automatéw Mealy’ego
polega na tym, Ze ich sygnaly wyjiciowe zaleza
zarowno od stanu wewngtrznego automatu, jak
1 od sygnalu wejsciowego. -Dotychczas omawiany
- przez nas typ automatu skonczonego byl wlasnie
automatem Mealy’ego.

Automat Moore’a tym si¢ rézni od poprzedniego,
ze Jego sygnal wyjSciowy nie zalezy od sygnalu wej-
Sciowego, lecz tylko od stanu wewne¢trznego auto-
matu. Automat Moore’a jest opisany nastepujaca
para funkcji przej§é i wyjsé

140




q+1) = Yq(2), ()] (5.6)
W) = Qlg(2)] (5.7)

Funkcje te najczeéciej sa zadawane odpowiednig
tablica, noszaca nazw¢ oznakowanej tablicy przejsc.
Dla ilustracji, oznakowana tablica przej$¢ auto-
matu Moore’a dotyczaca pewnego abstrakcyjnego
automatu zostala przedstawiona nizej

Tabl. 3
Oznakowana tablica przejsé

Syg-
nat

W)[j‘ Y2 Y3 Y1
$clo-

q1 g2 | 93

Z3 ds qs g1

Z3 qz qs qs

Istnieje pewne podobienstwo miedzy oznakowana
tablica przejs¢ automatu Moore’a a omowiong juz
tablica przej$¢ automatu Mealy’ego.

Obie tablice zbudowane sa podobnie, z ta réznica,
Zze w oznakowanej tablicy przejé¢ automatu Moore’a
nad symbolem kaZdego stanu wewnegtrznego opisu-
jacego kolumne tablicy zapisuje si¢ sygnat wyjsciowy,
jaki generuje automat w tym stanie. Dziatanie
automatu Moore’a, podobnie jak automatu Mea-
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ly’ego, mozna wyrazi¢ graficznie przy pomocyjod-
powiedniego grafu. Graf automatu Moore’a, wy-
razajacy dzialanie automatu zadanego przedsta-
wiong juz wyzej oznakowang tablica przejéé (tabl. 3),
zilustrowano na ryc. 24. Jak wynika z rysunku,

Ryc. 24

krawedzie grafu automatu Moore’a sa opisane tylko
symbolami sygnaléw wejSciowych automatu, na-
tomiast wierzcholki grafu sa opisane stanami we-
wne¢trznymi  automatu oraz sygnalami wyjsciowymi
automatu. Znaczy to, ze w automacie Moore’a
kazdy stan wewnetrzny ¢,€ Q ma przyporzadko-
wany sobie tylko jeden sygnal wyjSciowy automatu.
A wigc, gdy np. automat znajduje si¢ w stanie ¢,, to
zgodnie z ryc. 24 na wyjéciu automatu mamy sygnal
wyjsciowy y;, bez wzgledu na to, jaki sygnal wej-
sciowy z;€Z spowodowal - przejScie . automatn
w stan g;. . o , S

Omowione automaty skonczone typu Mealy’ego
i Moore’a charakteryzuja si¢ zdolno$cia do pa-
migtania swych stanéw wewnetrznych. Automaty,
ktore zdolne sa do pamigtania swych stanéw we-
wngtrznych, nosza nazwe automatéw z pamiecia.
Oprocz nich istnieja automaty bez pamieci, czyli
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bez zdolnosci pamigtania swych stanow, 1 realizujgce
pewne funkcje przelaczajace. Dalsze nasze rozwa-
zania ograniczymy tylko do automatéw z pamiegcia,
gdyz taki jest automat rozgrywajscy, bedacy celem
niniejszej charakterystyki.

Elementy struktury automatu skonczonego

Automat skonczony jest urzadzeniem techni-
cznym majacym odpowiednig strukturg. Struktura
ta powinna zapewnia¢ dzialanie automatu zgodnie
z opisujaca to dzialanie funkcja przejS¢ i wyjsé.
W strukturze automatu skonczonego z pamigcia
wyrdznia si¢ dwa podstawowe rodzaje elementow:
elementy logiczne i elementy pamieciowe.

Elementy logiczne odpowiednio polaczone ze soba
tworza jak gdyby pewng sie€ przelgczajaca, natomiast
elementy pamieciowe tworza pamie¢ automatu.
Strukture automatu, jak rowniez uwarunkowane ta
- strukturg dzialanie automatu, moZzna odpowiednio
opisa¢ korzystajac z aparatu formalnego logiki
matematycznej, a $cif§lej méwiac, korzystajac tylko
Z jednego z jej dzialdéw, noszacego nazwe dwuelemen-
towej algebry Boole’a. Algebra Boole’a (dwuelemen-
towa) obejmuje dzialania logiczne przeprowadzane
na stalych i zmiennych przyjmujacych tylko dwie
wartoéci: 1 lub 0, przy czym wyniki dzialan nad tymi
wielko$ciami przyjmuja rowniez tylko dwie wartosci:
1 lub 0. Przez analogi¢ do rachunku zdan wartos¢
,,1”’ odpowiada wielkosci logicznej ,,prawda’™, a war-
tos¢ ,,0” odpowiada wielkosci logicznej ,falsz”.

W algebrze Boole’a zmienne, nad ktérymi. prze-
prowadza si¢ dzialania logiczne, nosza nazwg
zmiennych boolowskich i sa oznaczone najczgécie]
malymi literami alfabetu lacinskiego: a, b, ¢, ..., X,
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¥, z. Sposrdd szeregu dzialan logicznych istniejacych
-w algebrze Boole’a wyrdéznia si¢ trzy podstawowe,
,a mianowicie: sume logiczna, iloczyn logiczny i ne-
.gacje.  Dzialania te maja swoje odpowiednie ozna-
czenia. Na przyklad sume¢ logiczna dwdéch zmiennych
X, y oznacza si¢ symbolicznie x V y, gdzig znak V
nosi nazwe¢ spojnika logicznego ,,lub”. Podobnie
iloczyn logiczny dwéch zmiennych x, y oznacza sie
jako x -y, przy czym znak mnozenia (kropka) nosi
-w tym przypadku nazwe¢ spodjnika logicznego ,,i”’;
. bardzo czgsto do oznaczenia spdjnika logicznego ,,i”
stosuje si¢ rowniez znak A, np. x A y. Natomiast
.negacje zmiennej x oznacza si¢ symbolem X, co
odczytuje sie jako ,,nie x”, gdyz kreska nad sym-
‘bolemm x wyraza spdjnik logiczny ,,nie”. Wymie-
nione trzy dzialania logiczne moZemy scharakteryzo-
wac¢ przy pomocy nastepujacych tablic

Tabl, 4 Tabl. 5 Tabl. 6
x y | xVy X y | Xy x %
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 i 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

W wierszach tablic reprezentujacych sume i iloczyn
logiczny podano mozliwe kombinacje wartosci
zmiennych x i y oraz odpowiadajace tym kombi-
nacjom wartoéci odpowiednio sumy 1 iloczynu lo-
gicznego. Z przedstawionych tablic wynika, Ze
omawiane dzialania logiczne przypominaja nieco
dziatania arytmetyczne, sa jednak znacznie od nich
prostsze.
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Algebra Boole’a jest teorig aksjomatyczna; oznacza
to, ze w algebrze Boole’a istnicje pewna liczba twier-
dzen ~pierwotnych — aksjomatéw — na ktdrych
oparte sa wszystkie prawa rzadzace tg teoria.

Najbardziej elementarne aksjomaty  algebry
Boole’a przedstawiaja si¢ nastgpujaco

dla sumy logicznej dla iloczynu logicznego
OVx=x 0-x=0
1 Vx=1 l-x=x
xVx=x XX =
xVxV.Vx=x XX "X =X
xV =1 xXx=0

Spoérod wielu praw algebry Boole’a podstawowe
znaczenie maja prawa przemiennoéci, lacznosci,
rozdzielnosci i De Morgana. Prawa te przedsta-
wiaja si¢ nastepujaco

Prawo przemiennosci

X' y=y-Xx
xVy=yVx

Prawo lacznosci
(x-y)-z=x-(y2)
xVyVz=xV (V2

Prawo rozdzielnosci

xV=Kx-»Vx-2)
xV@z2)=xVyy- -(xVz2)

Prawo De Morgana

|

=%-J

=
=

|

y=xVy

*
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W algebrze Boole’a stuszne sg te same prawa
przemiennosci i laczno$ci, co w zwyklej algebrze,
ulatwia to znacznie proces przeksztalcenia wyraZen
boolowskich. Wyrazenia boolowskie tworza zmienne
boolowskie polaczone odpowiednimi spdjnikami lo-
gicznymi. Wyrazenia boolowskie mozemy odpo-
wiednio przeksztalcaé w celu uzyskania najbardziej
zminimalizowanej postaci tych wyrazen. Na przyklad
— korzystajac z podanych wyzej aksjomatow — bar-
dzo latwo udowodni¢ stuszno$¢ nastepujacego prze-
ksztalcenia

xVy) xVz)=x-xVx-y zVy-z
:—-...xVx -y V x Vyz
=x(1\/y\/) y-z=
=xVyz

Dzialania logiczne sumy, iloczynu i negacji moga
by¢ realizowane za pomoca odpowiednich ukladow
elektronicznych. Do budowy tych ukladow wyko-
rzystuje si¢ najczesciej diody potprzewodnikowe,
tranzystory, rdzenie ferromagnetyczne. Uklady elek-
troniczne, realizujace najprostsze operacje logiczne
sumy, iloczynu, negacji, noszag nazwe elcmentow
logicznych, bramek lub funktoréw ,,lub”, ,,1”°, ,,nie”.
Dla elementéw logicznych realizujacych dzialania
logiczne zmiennymi boolowskimi sg sygnaly elek-
tryczne, pojawiajace si¢ na odpowiednich przewo-
dach. Sygnaly te-maja posta¢ odpowiednich impul-
sow pradu lub napigcia. Obecno§¢ impulsu w ob-
wodzie moze oznaczaé wielkos¢ logiczna ,,17, a brak
impulsu w obwodzie moze ozndczaé wielko$¢  lo-
giczna ,,0”°. Wielkosci logiczne 0 i 1 nazywa si¢ po
prostu w tym przypadku sygnalami O i 1 lub bitami
(bit oznacza elementarng jednostke informaciji).
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Elementy logiczne maja swe odpowiednie ozna-
czenia graficzne, dzigki ktérym abstrahuje si¢ od ich
struktury, a rozpatruje si¢ tylko ich funkcjonalnosc.
Dla ilustracji na ryc. 25 przedstawiono oznaczenia

p Exvy )x.g X D 4 -
) b) | c)

a

..

Ryc. 25

elementow logicznych bedacych funktorami typu
,»lub”, ,,i” oraz ,nie”. Funktor ,lub” (ryc. 25 a),
nazywany rowniez bramka typu ,,lub’’, dziala w ten
sposéb, Zze na jego wyjsSciu pojawia si¢ sygnal jedyn-
kowy — tzn. reprezentujacy wielkos$¢ logiczna
1 — wtedy, gdy co najmniej na jednym z wej$€ istnieje
sygnal 1. Wejscia funktora ,lub” oznaczone na
ryc. 25a symbolami x,y reprezentuja zmienne
boolowskie przyjmujace warto$¢ 0 lub 1 w zaleznosci
od typu sygnahu, jaki pojawia si¢ na danym wejsciu.

Funktor ,,i” (ryc. 25 b), nazywany czesto bramka
typu ,,1”, dziala w ten sposdb, Zze na jego wyjsciu
sygnal 1 pojawia si¢ tylko wtedy, gdy sygnaly na
wszystkich jego wejsciach — w rozpatrywanym
przypadku na wejéciach x 1 y — sa rowne 1. Bramki
typu ,,i”’, jak réwniez bramki typu ,,lub”’, moga mieé
wiece] niz dwa wejscia, przy czym, niezaleznie od
ilosci wejsé, obowiazuja te same zasady logiczne.
Trzeci podstawowy element logiczny, funktor ,,nie”
(ryc. 25 ¢) nazywany inwertorem, dziata w ten spo-
séb, ze odwraca sygnal, ktory jest podawany na
jego wejscie. Jezeli na wejScie przychodzi sygnat O,
na wyjsciu pojawia si¢ sygnat 1. Podobnie jezeli na
wejsciu bedzie 1, to na wyjéciu bedzie O.
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Elementy logiczne ,,lub”, ,,i”, ,nie” mozna od-
powiednio ze soba laczyé. Uzyskuje si¢ w ten sposéb
ukiad logiczny, ktéry w zaleznoéci od liczby funk-
torow 1 sposobu ich polaczenia realizuje mniej lub
bardziej zlozong funkcje logiczna, zadana odpowied-
nim wyraZzeniem boolowskim. Funkcjg. realizowans
przez uklad logiczny nazywamy funkcja boolowska
lub funkcja przelaczajaca. W ogélnym przypadku
funkcja przelaczajaca (boolowska) jest funkcja
n-argumentowa, ap. typu f(x;, x,, ..., x,), charak-
teryzujaca si¢ tym, ze zaréwno ona, jak i jej argu-
menty moga przyjmowaé tylko dwie wartosci: 0
lub 1.

Dla przykladu na ryc. 26 przedstawiono uklad
logiczny realizujacy funkcj¢ przelaczajaca f(x, y, z),
zadang wyrazeniem boolowskim x-y V j-z. La-
czac odpowiednio mi¢dzy soba proste uklady lo-
giczne, takie jak uklad z ryc. 26, mozna otrzymaé

oX ) X-y

. ~ _
0 ) Flxyz)=xyviz -
oL )Pz |

Ryc. 26

uklad logiczny bardziej ztozony, o wickszej liczbie
wejs¢ 1 wyjs¢, a wigc uklad, ktéry realizuje kilka
funkcji przelaczajacych.

- Uklady zbudowane z elementow logicznych okresla
si¢ czesto mianem ukladéw kombinacyjnych, gdyz
- przez zmian¢ kombinacji elementéw logicznych
w tych ukladach mozna realizowaé rézne funkcje
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przelaczajace. Sygnaly na wyjsciach ukladow kom-
binacyjnych sa jednoznacznie okreslone tylko przez
sygnaly pojawiajace sie¢ na ich wejsciach. W ukla-
dach tych nie istnieja Zzadne zaleznoSci od czasu,
znaczy to, ze na sygnal wyjSciowy w danej chwili #
nie maja wplywu sygnaly, ktére pojawily si¢ na w ej-
Sciu uktadu w chwili poprzedniej z—1.

Uklady kombinacyjne sa nieodzowna czgscia
sktadowa struktury kazdego automatu skonczonego,
gdyz jest on urzadzeniem dzialajacym w sposcb
logiczny, a uklady kombinacyjne zbudowane z ele-
mentéw logicznych zapewniaja wlasnie takie dzia-
lanie automatu. Uklady kombinacyjne tworza w auto-
macie jak gdyby sieé przelaczajaca. Sie¢ ta zapewnia
wlasciwy obieg informacji wewnatrz automatu, za-
mykajac jedne, a otwierajac inne drogi przeplywu
sygnatu tak, aby dzialanie automatu bylo zgodne
Z opisujaca je tablica przejs¢ i wyjs¢ — dla auto-
matu Mealy’ego, lub oznakowana tablica przejs¢
— w przypadku automatu Moore’a.

Drugim rodzajem elementow  wystgpujacych
w strukturze automatu skonczonego s3 elementy
pamieciowe. Elementy pamigciowe tworzg pamigé
automatu. Pamieé ta stuzy do zapamigtania stanow
wewnetrznych automatu, co jest jednoznaczne z pa-
mietaniem przetwarzanej informacji wejsciowej. Naj-
bardziej typowym elementem pamigciowym jest
uklad elektroniczny noszacy nazwe¢ przerzutnika.
Przerzutnik stanowi elementarna mikrokomérke pa-
mieciowa i shluzy do wielokrotnego zapamigtania
jednobitowej informacji, np. wartosci jednej zmiennej
boolowskiej z jednoczesnym zapamig¢taniem negacji
tej zmiennej. Przerzutnik mozZe znajdowaé si¢ tylko
w jednym z dwéch standw, tj. w stanie 1 lub w stanie 0.
Przerzutnik jest budowany najcze$ciej na dwdch
tranzystorach, ale moze byé wykonany rowniez na
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rdzeniach ferrytowych lub na innych elementach
fizycznych. Zasada pracy przerzutnika wykonanego
na tranzystorach polega na tym, ze gdy jeden
Z tranzystorow przewodzi, to drugi jest zatkany
1 w zalezno$ci od tego, ktdry z nich przewodzi, mé-
wimy, ze przerzutnik znajduje sie w stanie 1 lub O.

Przerzutnik, podobnie jak wymienioné 'poprzednio
elementy logiczne, ma swoje odpowiednie oznacze-
nie symboliczne, ktére przedstawiono na ryc. 27.

wyjscie T.. wy/jscie wyjscie ¥ - wyjscie
zerowe | jedynkowe zerowe |7 Jedynkowe
0 ! 0 )
<g> <q>
wejscie wejscie L
zerowe I I Jjedynkowe \ﬁ;“?
: Zliczajqce
aj b)

Ryc. 27

Przerzutnik jako element pamieciowy posiada dwa
wyjscia: jedynkowe i zerowe oraz dwa, trzy lub
tylko jedno wejscie. Najczesciej stosuje sie prze-
rzutnik z dwoma wejSciami rozdzielonymi (ryc. 27 a)
1 przerzutnik z tzw. wejéciem zliczajacym (ryc. 27 b).
Najpierw rozpatrzymy przerzutnik z dwoma wejs-
ciami rozdzielonymi. Na wejscia tego przerzutnika
przykladane sg sygnaly zero-jedynkowe. Sygnat jedyn-
kowy reprezentowany jest dodatnim impulsem na-
pigeia, a sygnal zerowy — ujemnym impulsem na-
pigcia lub zerowym napigciem. Sygnal jedynkowy
nosi w tym przypadku nazwe sygnatu wyzwalajacego.
Pojawianie si¢ tego sygnalu na wejsciu jedynkowym
powoduje, ze przerzutnik przechodzi w stan 1 i znaj-
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duje si¢ w nim dotad, az z kolei na wejéciu zerowym
nie pojawi si¢ sygnat jedynkowy. Pojawienie sig
sygnalu jedynkowego na wejsciu zerowym powoduje
przejécie przerzutnika ze stanu 1 w stan 0. Jezeli
przerzutnik znajduje si¢ w stanie 1, to na jego wyjsciu
jedynkowym istnieje wysoki poziom potencjalu,
reprezentujacy sygnat potencjalowy 1; jezeli prze-
rzutnik znajduje si¢ w stanie -0, to na jego wyjsciu
jedynkowym istnieje niski poziom potencjatu, przed-
stawiajacy sygnal potencjatowy 0. Gdy przyjmiemy,
7e stan przerzutnika reprezentuje warto$¢ zmiennej
boolowskiej g, to w stanie 1 na wyjéciu jedynkowym
przerzutnika istnieje sygnal g =1, a w stanie 0
— sygnat g = 0.

"Drugi typ przerzutnika dziala w ten sposob, ze
kazdy kolejny impuls jedynkowy pojawiajacy sig
na wejciu zmienia stan przerzutnika na przeciwny.
Jezeli wiec stanem poczatkowym przerzutnika jest
stan 0, to pierwszy impuls jedynkowy powoduje
przejécie przerzutnika w stan 1, drugi impuls w stan O,
trzeci impuls w stan 1 itd. Ze wzgledu na dzialanie
przerzutnikéw tego typu uzywa si¢ do budowy
licznikéw binarnych, tj. licznikow sluzacych do
zliczania impulséw jedynkowych pojawiajacych sig
na wejéciu danego uktadu, przy czym liczbg
zliczanych impulséw wyraza si¢ wowczas liczba
dwdjkowa (binarna). | ,

W automacie skoficzonym do zapamigtania stanow
wewnetrznych automatu najczeSciej sg wykorzy-
stywane przerzutniki z dwoma wejSciami rozdzie-
lonymi. Wykorzystane do tego celu przerzutniki
nosza nazwe automatéw elementarnych i jako takie
sa automatami typu Moore’a. Uzasadnione jest to
tym, Ze przerzutnik moze znajdowaé si¢ w jednym
z dwéch stanéw wewnetrznych, ktére jednoznacznie
okre$laja sygnaly wyjsciowe, a wigc jest automatem
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Moore’a. Zbior automatéw elementarnych (prze-
rzutnikéw) w automacie skonczonym stanowi pa-
mig¢ automatu. W pamigci tej stany wewnetrzne
okreslonej grupy automatéw elementarnych okreslaja
stan wewne¢trzny danego automatu skoficzonego.

Przerzutniki jako elementy pamieciowe oraz
- omoOwione juz wyzej elementy logiczne sa podsta-
wowymi cegietkami struktury automatu skonczonego.
Ze wzgledu na te dwa podstawowe rodzaje elemen-
tow, w strukturze automatu skoficzonego wyodreb-
nia si¢ dwie czesci skladowe: cze$¢ pamieciowa
1 czg§¢ kombinacyjng. Schemat blokowy automatu
z uwzglednieniem tych dwoch czesci zostal przed-
stawiony na ryc. 28. Widzimy, Ze cze$é kombina-

[T auromar o ——_"I
Zy ol ;] -
Zs - - . )"2 -
- : czesé : [,
— ) > kombinacyjna ‘
oo m———— ]
—
| .
| czesé )
| pamigciowa .
b’
| ——
Ryc. 28

cyjna jest jak gdyby siecigd sprzezen zwrotnych
automatu, zapewniajaca jego wlasciwe funkcjono-
wanie zgodnie z opisujacymi go funkcjami wejsé

wyjéé. Zadanie zwiazane z okresleniem dokladnej
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struktury konkretnego automatu nosi nazwg syntezy
strukturalnej, lecz wykracza ona poza ramy niniej-
szej ksiazki.

Dzialanie i struktura automatu rozgrywajacego

Pod terminem ,,automat rozgrywajacy’ be-
dziemy rozumie¢ taki automat skonczony, ktdry
dziala zgodnie z regulami dwuosobowej gry wielo-
chodowej. W interesujagcych nas problemach stero-
wania, opisywanych modelem matematycznym gry
wielochodowej, automat rozgrywajacy reprezentuje
jedna ze stron gry, a wiec rozgrywa gre na korzys$é
jednego z graczy. Na przyklad w procesie stero-
wania systemem automat rozgrywajacy, jako gracz A4,
bedzie reprezentowal organ sterujacy systemu, na-
tomiast graczem B bedzie pozostala, sterowana
czg§¢ systemu z uwzglednieniem pewnych wiasnosci
otoczenia. W automacie rozgrywajacym zbiorem
sygnaléw wejSciowych automatu jest zbiér wszyst-
kich mozliwych strategii chodowych strony B gry.
Podobnie zbiorem sygnaléw wyjsSciowych tego auto-
matu jest zbidr wszystkich mozliwych strategii
chodowych strony A gry. Zbiory te, oznaczone sym-
bolami Z 1 Y, maja postal okreSlona wyrazeniem
5.1 1 (5.2).

Podstawowym zadaniem automatu rozgrywajacego
jest wypracowywanie optymalnych strategii chodo-
wych dla gracza A. Sygnal wyjSciowy automatu
rozgrywajacego ;€ Y, reprezentujacy strategi¢
chodowa gracza A, zalezy od aktualnej sytuacji
powstalej w procesie realizacji gry po ostatnim
poprzedzajacym te sytuacje ruchu wykonanym przez
gracza B. Sytuacja powstala w grze wielochodowe;j,
jak juz wiadomo, reprezentuje sekwencje doko-

153



nanych przez graczy wyborow strategii chodowych
we wszystkich ruchach poprzedzajacych t¢ sytuacie.
Wiadomo rowniez, Ze automat rozgrywajacy po-
winien dziala¢ zgodnie z jednostronnie zoptyma-
lizowanym na korzyS¢ gracza A dendrytem danej
gry wielochodowej. W celu - zapewnienia takiego
dzialania, kazdej sytuacji, ktéra powstala w grze
po ruchu wykonanym przez gracza B, powinien by¢
przyporzadkowany odpowiedni stan wewnetrzny
automatu. Wszystkie mozliwe stany wewnetrzne
automatu tworza zbidr stanéw wewnetrznych Q
o postaci zadanej wyrazeniem (5.3) — zbidr ten
rzutuje na pami¢¢ automatu.

“Automat rozgrywajacy, podobnie jak kazdy inny
automat skonczony, dziala w dyskretnych chwilach
1y oy wees B .. W tym przypadku chwile ozna-
czaja te momenty czasu, w ktorych gracz B wykonuje
w grze poszczegdlne swoje ruchy. Poniewaz kazdy
ruch gracza B zapoczatkowuje kolejne posuniecie
-w grze, celowo jest zastapi¢ dyskretne chwile nume-
rami porzadkowymi kolejnych posunie¢ w grze.
Symbolem kolejnych posunig¢ w grze jest wiec
liczba naturalna n = 1, 2, ..., m.

- Dzialanie automatu rozgrywajacego najdogodniej
jest wyrazi¢ nastepujaca para funkcji przejsé i wyjsé

g(n+1) = ¥Yig(n), z(n+1)] (5.8)
Wn) = ®fq(n)] (5.9)
gdzie: g(n) — stan wewngtrzny automatu po po-
sunieciu #,
z(n+1) — sygnal na wejéciu automatu w posu-
nieciu n+1,
y(n) — sygnal na wyjéciu automatu po posu-
nieciu 7.
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Zgodnie z przedstawiona funkcjag wyjs¢, sygnat
wyjSciowy automatu y(n)e€ Y, tj. po posunieciu n,
nie zalezy od sygnalu wejsciowego, lecz tylko od
stanu wewng¢trznego automatu po posunigciu 7.
Ze wzgledu na tak zadang funkcjg wyjs¢, automat
rozgrywajacy jest automatem typu Moore’a.

Jak wiadomo, graficznym obrazem dzialania
automatu skorficzonego jest graf automatu. Poniewaz
algorytm dzialania automatu rozgrywajacego jest
zawarty w opisie jednostronnie zoptymalizowanego
dendrytu gry, graf automatu rozgrywajacego od-
zwierciedla strukture jednostronnie zoptymalizowa-
nego dendrytu gry. Przykladowy graf automatu
rozgrywajacego zostal przedstawiony na ryc. 29

Ryc. 29

i, jak to widaé z rysunku, opis wierzchotkéw i krawe-
dzi tego grafu jest zgodny ze sposobem opisu grafu
automatu Moore’a (por. ryc. 24). Krawedzie grafu
automatu rozgrywajacego, opisane elementami z; € Z,
reprezentuja strategie chodowe gracza B 1 jedno-
cze$nie sygnaly wejSciowe automatu, natomiast wierz-
cholki grafu odpowiadaja stanom wewngtrznym
automatu i wyrazaja sytuacje w grze. Kazdemu
wierzchotkowi grafu, z wyjatkiem wierzchotka po-
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czatkowego, jest przyporzadkowany sygnal wyjsciowy
automatu y;eY, bedacy strategia chodowa gracza 4
w sytuacji okreSlonej danym wierzchotkiem. Wierz-
chotek poczatkowy grafu, oznaczony symolem ¢°,
okreSla stan poczatkowy automatu; w stanie tym,
odpowiadajacym sytuacji poczatkowej w grze, auto-
mat nie generuje Zadnego sygnalu wyjéciowego.

Ze wzgledu na wyraZzne podobiefistwo struktury
grafu automatu rozgrywajacego do odpowiadajacego
mu jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry,
ten ostatni mozna potraktowaé jako graf automatu,
po uprzednum opisaniu kazdego wierzcholka typu B
w dendrycie odpowiednim stanem wewnetrznym
automatu. Opisany w powyzszy sposob jednostronnie
zoptymalizowany dendryt gry, reprezentujacy. graf

\
N

Ryc. 30

automatu, zostal przedstawiony pogladowo na ryc. 30.
Zgodnie z tym rysunkiem, wierzcholek poczatkowy
dendrytu, oznaczony symbolem B9, jest jednoczeénie
stanem poczatkowym automatu g%. Z chwila poja-
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wienia si¢ na wejsciu automatu sygnalu zs, automat
przechodzi ze stanu poczatkowego ¢% w stan ¢},
a nastepnie, znajdujac si¢ juz w stanie ¢, generuje sy-
gnat wyjsciowy y;. Podobnie, gdy w stanie ¢9
na wejSciu automatu pojawi sie ‘sygnal z; lub z,,,
automat przechodzi ze stanu ¢% odpowiednio w stan
g% hub g% i generuje sygnat y; lub y..

Przy rozpatrywaniu jednostronnie zoptymalizo-
wanego dendrytu gry jako grafu automatu pomija
si¢ wierzcholki 4, a elementy y, opisujace krawedzie
wychodzace z tych wierzcholkéw przyporzadkowuje
si¢ umownie tym wierzchotkom B?P, do ktérych te
krawedzie dochodza. Na przyklad element y; opisu-
jacy krawedz wychodzaca z wierzchotka 4% nalezy
przyporzadkowaé¢ umownie wierzchotkowi B, ktory
reprezentuje stan wewngtrzny automatu q%.

Oznaczenia wierzchotkéw typu B! jednostronnie
zoptymalizowanego dendrytu gry dokonuje si¢
w procesie syntezy strukturalnej automatu rozgry-
wajacego. Synteza strukturalna obejmuje wszystkie
czynno$ci zwigzane z okre$leniem struktury auto-
matu rozgrywajacego. Przeprowadzenie syntezy
strukturalnej automatu rozgrywajacego jest na ogot
zagadnieniem zlozonym. Punktem wyjSciowym tej
syntezy jest jednostronnie zoptymalizowany na ko-
rzy$¢ automatu (gracza A) dendryt danej gry wielo-
chodowej. Proces syntezy sprowadza si¢ do operacji
logicznych na zbiorach symboli opisujacych krawe-
dzie 1 wierzcholki jednostronnie zoptymalizowanego
dendrytu gry. Zbiory te zwykle dzieli si¢ na odpo-
wiednie podzbiory, wedlug S$ci§le okre§lonych kry-
teriow tego podzialu, np. podzial zbioru Z wedlug
picter dendrytu (por. wyrazenie 3.3). Celem tych
operacji jest okreslenie standéw wewngtrznych auto-
matu oraz funkcji przelaczajgcych wejs¢ 1 wyjs¢
automatu.
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Na wielu przykladach przeprowadzenia syntezy
strukturalne; automatow rozgrywajacych mozna
stwierdzi¢, Ze struktura tego typu automatu skon-
czonego powinna odzwierciedla¢ w jak najwickszym
stopniu strukture jednostronnie zoptymalizowanego
dendrytu gry. Stad tez automat rozgrywajacy jest
automatem wielostopniowym majacym tyle stopni,
ile wynosi liczba pigter dendrytu gry, do ktdrej
rozgrywania automat jest przeznaczony. Kazdy
stopien automatu wielostopniowego sklada si¢ z ele-
mentdw pamicciowych (przerzutnikéw), okreslaja-
cych stan wewne¢trzny automatu danego stopnia,
1 elementow logicznych, realizujacych funkcje prze-
laczajace. Automat danego stopnia »n jest automatem
jednostopniowym 1 przyporzadkowany jest  n-temu
pietru dendrytu gry.

W procesie realizacji gry automat danego stopnia n
moze przej$¢ ze stanu zerowego g¢' tylko do jednego
ze swych stanow roboczych objetych zbiorem

On = {91 9% - 475 - 95} (5.10)

Kazdy stan wewnetrzny g¢!e Q, automatu jedno-
stopniowego, stopnia n, ma przyporzadkowany sobie
- w postaci przerzutnika oddzielny element pamie-
ciowy oznaczony symbolem «<g>. Element pamie-
ciowy <g"> moze znajdowa¢ si¢ w stanie 0 lub w sta-
nie 1. Jezeli w trakcie pracy automatu rozgrywa-
jacego, po posunigciu n, element <g*> znajduje si¢
w stanie 1, oznacza to, Ze element <¢”> jest elemen-
tem wyroznionym w strukturze automatu stopnia n,
a stan tego automatu jest g?.

Wyrézniony element pamieciowy automatu n-tego
stopnia okreSla jego aktualny stan wewnetrzny,
ktory przyporzadkowany jest jedmemu lub kilku-
nastu naraz wierzchotkom B! n-tego pietra jedno-
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stronnie zoptymalizowanego dendrytu gry. Dla przy-
kladu rozpatrzmy jednostronnie zoptymalizowany
dendryt gry przedstawiony na ryc. 30, gdzie po-
kazano tylko dwa pigtra dendrytu. Dla tego den-
drytu automaty jednostopniowe stopnia 7= 1
i n = 2 posiadaja nastepujgce zbiory standow we-
wnetrznych

W pierwszym pigtrze dendrytu kazdemu elemen-
towi ¢! (r =1, 2, 3) przyporzadkowany jest tylko
jeden wierzcholek typu B!. Natomiast inaczej to wy-
glada w drugim pietrze dendrytu, a mianowicie
stan g% przyporzadkowany jest wierzchotkom B3,
B%, B%, stan g% — wierzchotkkom B%, BZ i stan
g% — wierzchotkom B%, B%. Podobny sposéb przy-
porzadkowania elementow ¢ wierzchotkom B}
obowiazuje rowniez w wyzszych pietrach dendrytu
(nie przedstawionych na ryc. 30). PrzejScie automatu
danego stopnia » ze stanu poczatkowego ¢%
do jednego z jego standw roboczych ¢! uwarunko-
wane jest pojawieniem si¢ W posunigciu # na wejsciu
automatu wielostopniowego $ciSle okre§lonego sy-
gnalu wejsciowego z; € Z. Zgodnie z regutami pro-
wadzenia gry wielochodowej, w danym posunig-
ciu n na wejsciu automatu rozgrywajacego moze
pojawi¢ si¢ tylko jeden sygnalt z;, reprezentujacy
strategic chodowg gracza B 1 nalezacy do zbioru
Z" < Z.

Zbiér Z", zgodnie z wyrazeniem (3.4), obejmuje
takie strategie chodowe gracza B, ktore sa dopusz-
czalne do wykonania w n-tym posunieciu. W zbio-
rze Z" mozna wyrdzni¢ te elementy z;, ktére przy
pojawieniu si¢ ich w posunieciu » na wejéciu auto-
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matu wielostopniowego powinny powodowaé przej-
cie automatu stopnia n ze stanu g% zawsze w jeden
1 ten sam stan roboczy ¢;'. Wyrdznione w ten sposob
elementy z; stanowia pewien podzbiér zbioru Z"
przyporzadkowany stanowi wewnetrznemu g, Na
przykiad dla dendrytu z ryc. 30 mamy

Z? = {sz 23, Z3, 24, zs}u

W zbiorze tym elementy z,, z,, z, warunkujq przejscie
automatu stopnia n =2 w stan g%, co ~ozna-
czymy symbolicznie

{Zla Z3, 2'4} = q21

Podobnie dla pozostalych elementéow zbioru Z2
mamy: {z¢} => g%, {23} =>q%. W celu zapewnienia
wlasciwego dzialania automatu wxelostopmowego
w sklad kazdego takiego podzbioru moze wejsé co
najwyzej tyle elementdw z, € Z", ile jest zbioréw S?
w pietrze n jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry (zbidr S? zdefiniowany zostal w rozdziale 3
— wyrazenia 3.5 i 3.6). Dodatkowym warunkiem
jest to, Zze z kazdego zbioru S moze wejs¢ do danego
podzbioru {z;, z;,, ...} => g nie wigcej niz jeden
element z; € S}. |

Stad tez w celu jednoznacznego okreSlenia standw
wewnetrznych automatu stopnia n nalezy kazdemu
elementowi z; danego zbioru S} przyporzadkowac
inny stan wewnetrzny ¢ € @, Dla dendrytu gry
z ryc. 30 warunek ten jest spelniony, co latwo jest
sprawdzi¢, analizujac drugie pietro dendrytu.

W procesie realizacji gry przez automat rozgry-
wajacy automaty jednostopniowe poszczegdlnych
stopni pracuja w kolejnoSci okre§lonej numerem
porzadkowym stopnia »n. Zgodnie z tym, w posu-
nigciu # = 1 przechodzi w odpowiedni stan roboczy
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automat stopnia n = 1, w posunigciu n = 2 automat
stopnia n = 2 itd.

Aktualne w danym momencie czasu stany we-
wnetrzne automatdw poszczegolnych stopni okreslajg
jednoznacznie stan wewngtrzny automatu wielo-
stopniowego (rozgrywajacego). Stan wewngtrzny
automatu wielostopniowego po danym posunig¢ciu 7
jest wiec funkcjg stanéw wewnetrznych automatow
poszczegdlnych stopni do stopnia »n  wiacznie.
Oznaczajac symbolem F(n) stan wewnetrzny auto-
matu wielostopniowego po posunieciu », a symbolem
g(k) stan wewnetrzny automatu jednostopniowego
o stopniu k, funkcj¢ t¢ moZzemy wyrazi¢ nastgpujaco

Fn) = flq(1), 9(2), ..., q(k), ..., gm)] (5.11)

Stan F(n) jednoznacznie okre§la sygnat y(n) po-
jawiajacy sie na wyjsciu automatu wielostopniowego
po posunigciu n. Sygnal y(n) przyjmuje wiec swoje
wartosci ze zbioru Y zgodnie z nastepujaca funkcja

y(n) = olF(n)] (5.12)

Obie podane wyzej funkcje nosza odpowiednio
nazwy funkcji przejs¢ i funkcji wyj$¢ automatu
wielostopniowego. Funkcje te swoja postaciag roznia
si¢ tym od funkcji zadanych wyrazeniami (5.8) i (5.9),
Zze uwzgledniaja wielostopniowa strukture automatu
rozgrywajacego, odpowiadajaca strukturze jedno-
stronnie zoptymalizowanego dendrytu gry. Zgodnie
z funkcja przejsé kazdy stan wewnetrzny automatu
wielostopniowego  przyporzadkowany jest tylko
jednemu wierzcholkowi typu B! jednostronnie
zoptymalizowanego dendrytu gry. Na przykiad dla
dendrytu gry przedstawionego na ryc. 30
wierzcholek B% reprezentuje stan  wewnetrzny
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F1 =qy q%, wierzcholek B2 — stan F% = ¢4 9%,
wierzchotlek B% — stan F% = g% ¢% itd. Stan
wewnetrzny automatu wielostopniowego po posu-
nigciu n = 2 reprezentowany Jest wiec dwuelemen-
towym ciagiem, w ktérym pierwszym elementem
jest aktualny stan wewngtrzny automatu stopnia
n = 1, a drugim — aktualny stan wewngtrzny auto-
matu stopma n =2 -

Analogicznie stan wewnetrzny automatu wielo-
stopmowego dla wigkszej wartoSci n mozna wy-
razi¢ ciagiem

F} = q} q3%, ..., 4., (5.13)

W automacie rozgrywajacym o strukturze wielo-
stopmowej, podobme Jak w dowolnie innym auto-
macie zZ pamigcia, wyrozmia si¢ dwie podstawowe
czeSci funkcjonalne, tj. czqéc pamigciowa 1 czeSC
zcombmacyjnq Czg$¢ pamieciowa tworza elementy
pamieciowe automatéw poszczegdlnych stopni, a czes¢
kombinacyjna tworza elementy logiczne badz to
podporzadkowane automatom poszczegdlnych stopni,
badZz to wspdlne dla wszystkich automatéw jedno-
stopniowych.

Czeé¢ kombinacyjna automatu rozgrywajacego jest
rozbudowanym ukladem logicznym realizujgcym od-
powiednie funkcje przelaczajace (boolowskie).
W automacie rozgrywajacym o strukturze wielo-
stopniowej mozemy wyrézni¢ dwa rodzaje funkcji
przelaczajacych, opisujacych uklad logiczny auto-
matu. S3 to funkcje przelaczajace wejs¢ automatow
poszczegdlnych stopni oraz funkcje wyjs¢ automatu
wielostopniowego. Kazdy automat jednostopniowy
wchodzacy w sklad automatu wielostopniowego
posiada tyle funkcji przetaczajacych wejs¢, ile wynosi
liczba jego standw wewngtrznych. Dowolna funkcja
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przelaczajagca  wejS§¢ automatu jednostopniowego
danego stopnia » opisuje uktad logiczny realizujacy
przejScie automatu jednostopniowego ze stanu zero-
wego g% do jednego, SciSle okre§lonego stanu robo-
CZego 4, € (. "
Funkcja taka ma postaé

T}![ﬁm Jjn(z.ii’ Zjys “'9)] =

(5.14)

=1, (2, Vz,,V.)=Dq
W wyrazeniu tym symbol #, jest zmienng boolowska
reprezentujaca sygnal wystapienia w grze posunie-
cia n. Zmienna #, przyjmuje warto$é s, = 1, gdy
posunigcie n wystapilo, i warto$é #, = 0, gdy po-
sunigcie n nie wystapito. Natomiast symbole z;,, z,,, ..
oznaczaja SciSle okreSlane sygnaly wejsciowe auto-
matu wielostopniowego, przynalezne do zbioru
Z" < Z. Sygnal jedynkowy pojawiajacy sie na wyj-
Sctu ukladu logicznego, opisanego wyrazeniem (5.14),
powoduje przejscie w stan 1 tylko przerzutnika «g?»,
ktéry bedac w stanie 1 sygnalizuje stan g — stad
tez dla oznaczenia takiego przyporzadkowania za-
stosowano w wyrazeniu symbol =.

Drugim rodzajem funkcji przelaczajacych opisu-
jacych struktur¢ logiczna automatu wielostopnio-
wego sa funkcje przelaczajace wyjsé. Wyjscia auto-
matu wielostopniowego opisane sz elementami y,
zbioru Y zawierajacego strategie chodowe gracza A.
Sygnal pojawiajacy sie na danym wyjéciu opisanym
symbolem y; jest sygnalem wyjSciowym y;, ktdry
reprezentuje Scisle okreSlona strategie chodowa gra-
cza A. Sygnat wyjéciowy y,, zgodnie z wyraZeniem
¥n) = o[F(n)], jest zalezny od stanu wewnegtrznego
automatu wielostopniowego. W zbiorze mozliwych
standw wewngtrznych automatu wielostopniowego
moZzemy wybrac te stany, z ktérych kazdy warunkuje
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soba jeden 1 ten sam sygnal wyjsciowy y,. Z kolei"
kazdy stan wewngtrzny automatu wielostopniowego,
zgodnie z wyrazeniem (5.13), mozemy potraktowaé
jako iloczyn logiczny wyrdznionych standw wewne-
trznych automatdéw poszczegllnych stopni. Stad tez
dla kazdego y,€Y moZna okresli¢ odpowiednie
wyrazenia boolowskie reprezentujqce funkcje prze-
taczajaca typu yi = @[F(n)], tj. przyporzadkowana
danemu wyjsciu y;. Funkcja taka opisuje sobg uktad
logiczny doprowadzajacy sygnat z wyj$¢ jedynkowych
okre$lonych elementéw pamigciowych na wyjscie
y; automatu wielostopniowego.

Dla uzyskania pewnego wgladu w strukture auto-
- matu rozgrywajacego, na ryc. 31 przedstawiono
 schemat funkcjonalny tego automatu dla gry kon-
czacej si¢ po trzech posunigciach (tj. dla n,,, =
. = m = 3). Elementem sterujagcym praca automatu

‘rozgrywajacego jest licznik kolejnych posunig¢¢ w grze,
oznaczony na schemacie jako ,licznik n”, Licznik n
jest licznikiem binarnym, tzn. wynik liczenia pamie-
tany jest w liczniku w postaci liczby dwdjkowej,
reprezentowanej odpowiednia kombinacja zero-jedyn-
kowa. Stan licznika » okreS§la numer kolejnego
posunigcia w grze. W momencie wykonania przez
gracza B kolejnego ruchu, rozpoczynajacego nowe
posunigcia w grze, na jednym z wejs¢ ,,z;”” automatu
pojawia si¢ dodatni impuls napigcia odpowiadajacy
sygnalowi 1. Sygnal ten poprzez bramki wejSciowe
licznika trafia na jego wejscie zliczajace.

Stan licznika powigksza si¢ o jeden 1 wskazuje
aktualny numer porzadkowy posunigcia w grze.
Zmieniony stan licznika powoduje pojawienie si¢
sygnatu jedynkowego na S$ciS§le okreSlonym i tylko
jednym wyjSciu deszyfratora licznika, a mianowicie
na takim wyjéciu deszyfratora, ktdrego numer po-
rzadkowy odpowiada aktualnemu stanowi licznika.
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automatu podawany jest, poprzez przyporzadko-
wany sobie obwdd wejSciowy i otwarta sygnalem ,,n”
bramke, na jeden z przerzutnikéw automatu stopnia »
i powoduje jego przejécie w stan 1. W wyniku tego
nastepuje zmiana stanu wewng¢trznego automatu
wielostopniowego, pociagajaca za soba, pojawienie
sic na jego wyjSciu okreSlonego sygnalu y; €Y.

W automacie jednostopniowym ostatniego stopnia,
w rozpatrywanym przypadku dla n = 3, z reguly nie
znajduja si¢ elementy pamigciowe. Dla ostatniego
posunigcia w grze stan automatu wielostopniowego
okre§lany jest przez sygnat z; w tym posunigciu
i przez wyrézniane stany automatdéw jednostopnio-
wych wszystkich nizszych stopni (tj. stopni n = 1,
n = 2). | "

W przedstawionej charakterystyce automatu roz-
grywajacego nie uwzgledniono zagadnienia mini-
malizacji struktury automatu. W wyniku zastoso-
wania takie]j minimalizacji, niektore elementy pa-
mieciowe staja si¢ wspdlne dla automatéw jedno-
stopniowych kilku stopni, co w pewnym sensie
znicksztalca dendrytowa struktur¢ automatu roz-
grywajgacego.



6

Gra w szachy w $wietle cybernetyki

Szachy — problem cybernetyczny

Najbardziej udanym modelem odniesienia dla
wielu problemdéw, dajacych si¢ opisaé postacia
dwuosobowej gry wielochodowej i rozpatrywanych
W cybernetyce Z punktu widzenia procesow stero-
wania, jest niewatpliwie gra w szachy. Znaczenie tej
gry jako pewnego modelu odniesienia uzasadnione
jest m.in. pozycja, jaka gra ta zajmuje w teorii gier.

Teoria gier, poSwigcona formalnemu ujeciu sy-
tuacji konfliktowych, wyrosta na gruncie istniejacych
gier towarzyskich, wérod ktdérych gra w szachy ze
wzgledu na swg zloZzono$¢ zajmowata i nadal zajmuje
szczegolna pozycje, chociazby dlatego, ze do tej pory
gra ta nie zostala rozwiazana. Szereg problemdéw
sterowania, rozpatrywanych w cybernetyce i wyka-
zujacych cechy sytuacji konfliktowych, kojarzy sie
swa zlozonoS$cig z gra w szachy. Stad tez gre w szachy
mozna potraktowa¢ jako uogolmony model pewnego
procesu fizycznego, dajacego sie opisaé postacia
dwuosobowej gry wielochodowej. Rozpatrywanie
problemu automatycznego sterowania tym procesem,
z punktu widzenia intereséw jednego z graczy, po-
zwala na wyciagnigcie wnioskéw, dotyczacych wy-
korzystania automatéw rozgrywajacych do opty-
malnego sterowania dzialaniem systeméw z zacho-
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waniem celowym. Ponadto nalezy zwrdcié uwage
na to, ze gra w szachy jest jedna z najbardziej skom-
plikowanych gier, jakie wynalazta ludzkoéé, a tym
samym jest odzwierciedleniem zdolnoéci umysh
ludzkiego, 1 ze ze wzgledu na swa ztozonoéé i stopien
skomplikowania gra ta znajduje si¢ w sferze zagad-
nien rozpatrywanych w cybernetyce. ?
Poniewaz w aspekcie historycznym rozwdj cy-
bernetyki jako nauki pokrywa si¢ z rozwojem
elektronicznych maszyn cyfrowych jako urzadzed
genezy zainteresowania si¢ tym problemem nalezy

.« szuka¢ w pracach zwiazanych z analiza mozliwoéci

g ' obliczeniowych maszyn cyfrowych.
% Od czasu uruchomienia pierwszych elektronicz-

" nych maszyn cyfrowych naukowcow ~po prostu

fascynowalo pytanie, czy maszyna cyfrowa jest zdolna
gra¢c w szachy i w jakim stopniu. Jak wiadomo,
maszyna cyfrowa dziala wedtug $cifle okre§lonego

'y programu wprowadzonego do jej pamieci, dlatego

tez, aby mogla ona gra¢ w szachy, nalezy ja odpo-
wiednio zaprogramowac. Z drugiej strony wiadomo
jednak, Ze zgodnie z obliczeniami Claude Shannona
istnieje az 10'2° mozliwych wariantéw rozegrania
gry w szachy. Jakkolwiek wigc ulozenie programu
optymalnego postgpowania maszyny cyfrowej w pro-
cesie realizacji gry w szachy jest mozliwe, jednak
jego realizacja — przy istnieniu tak olbrzymiej
liczby wariantow rozegrania gry w szachy — jest
niemozliwa dla wspdiczesnych maszyn cyfrowych.
Wynika to z tego, Zze przed wykonaniem dowolnego
ruchu maszyna cyfrowa musiataby przeanalizowaé
wszystkie mozliwe dalsze ruchy, konsekwencje tych
ruchow oraz uwarunkowane nimi konfiguracje figur
na szachownicy.

Przy ograniczonej szybkoSci dzialania wspdl-
czesnych maszyn cyfrowych, ktéra maksymalnie
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wynosi okolo 12-10° operacji na sekundg, praces
tej analizy trwatby bardzo dlugo, a w niektérych
przypadkach nawet kilka lat. Stad tez do dzisiej-
szego dnia nie ma maszyn cyfrowych' grajacych
w Szachy w sposdéb optymalny, tzn. w taki Sposodb,
ktory zapewnialby maszynie cyfrowej uzyskanie
pewnej wygranej przy prowadzeniu gry z dowolnym
rozumnym przeciwnikiem lub, w najgorszym dla
niej przypadku, osiagniecie remisuy. Pojawiajace sig
od czasu do czasu w roznych czasopismach wzmianki
o komputerach grajacych w szachy dotycza maszyn
cyfrowych, grajacych w szachy wedlug metod heury-
stycznych., Metody heurystyczne oparte sg na przyj-
mowaniu  pewnych prawdopodobnych  hipotez
o stusznosci wykonywanych ruchdw. Przy prowadze-
niu gry w szachy wedlug metod heurystycznych ist-
nieje zawsze prawdopodobieristwo, ze maszyna cyfro-
wa moze przegra¢ nawet z poczatkujacym szachista.

Historia uktadania programéw szachowych dla
maszyn cyfrowych i praktycznego wykorzystania
— na podstawie tych programéw — maszyn cyfro-
wych do prowadzenia gry w szachy, w ukladzie
czlowiek—komputer badz tez w ukladzie komputer—
—komputer, jest juz doéé bogata w fakty. Historia
ta rozpoczyna si¢ od artykutu Claude Shannona,
opublikowanego w 1949 r. i dotyczacego zagadnienia
programu szachowego. Jednak w artykule tym
Shannon nie przedstawit konkretnego programu,
lecz omdwit tylko szereg podstawowych zasad do-
tyczacych ukladania takiego programu. Koncepcje
Shannona sprowadzaly sie do tego, z¢ w celu ulo-
Zenia programu szachowego w procesie prowadze-
nia gry w szachy nalezy wyréznié nastgpujace czyn-
nosci: rozpatrzenie wszystkich mozliwych w danej
Sytuacji ruchéw, analiza tych ruchéw, wybdr naj-
lepszego ruchu na podstawie otrzymanych ocen.
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Wedlug Shannona analiz¢ ruchéw figur na sza-
chownicy przeprowadza si¢ w celu otrzymania pewnej
efektywnej oceny kazdego mozliwego ruchu z danej
pozycji. Laczy si¢ to z rozpatrzeniem mozliwych
wariantow rozegrania gry z danej pozycji o kilka
posuni¢¢ w przdd, tj. do pewnej okreslonej, glebokosci
w rozgrywanej partii.. Rozpatrywanie wariantow
rozegrania gry z danej pozycji, az do sytuacji bedacej
zakonczeniem gry, tj. na cala gleboko$é, jest nie-
mozliwe ze wzgledu na olbrzymia liczbe mozliwych
wariantow kontynuowania gry z danej pozycji. Stad
tez, w trakcie analizy sytuacje znajdujace si¢ na danej
glebokosci sa oceniane na podstawie rozmieszczenia
figur na szachownicy.

Wynikiem analizy mozliwych ruchéw figury
z danej pozycji sa pewne oceny liczbowe odnoszace
sic do kazdego ruchu figury z tej pozycji — oczy-
wiscie ruch z najwyzszg oceng jest najlepszy. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze w danej sytuacji powstalej na
szachownicy analizie podlegaja nie tylko ruchy
jednej okreslonej figury, ale wszystkich tych figur,
ktore w danej sytuacji maja mozliwo$§¢ ruchu, a wiec
nie sa blokowane. Na podstawie porédwnania otrzy-
manych z analizy ocen ruchow figur nie blokowanych
wykonuje si¢ ruch, ktdry ma ocene najwyzsza i do-
tyczy okre$lonej figury.

Wedtug koncepcji Shannona kryteria oceny ruchéw
ﬁgur, pozycji i konfiguracji figur na szachownicy
opieraja si¢ na metodach heurystycznych, przy czym
do oceny takiej nalezy wykorzystywa¢ pewne dane
statystyczne, zebrane na podstawie analizy partii
szachow rozegranych przez najlepszych szachistow
Swiata.

Koncepcje Shannona staly si¢ podstawg wiek-
szoSci pOZniejszych konkretnych programow sza-
chowych. Do bardziej znanych programéw szacho-
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wych — programéw heurystycznych — nalezy za-
liczy¢ program Turinga (1950), program Bernsteina
(1958) oraz program Newella, Shawa i Simona (1958)
Ukladaniem programéw szachowych zajmowali sie
rowniez czotowi szachi$ci, byli mistrzowie S$wiata,
jak Max FEuwe (Holandia) i Michal Botwinnik
(ZSRR).

Na przykiad Botwinnik opracowal algorytm gry
w szachy do wykorzystania na maszynie cyfrowej,
ktéry charakteryzuje sig tym, Ze jest odzwierciedle-
niem stosowanych przez niego metod prowadzenia gry
w szachy. Algorytm ten zostal opublikowany
w 1968 r. w jezyku rosyjskim i w 1970 r. w jezyku
angielskim. Na podstawie algorytmu Botwinnika
opracowany zostal program szachowy dla maszyny
cyfrowej M-220.

Wszystkie wymienione programy szachowe sg
dalekie od doskonatosci, gdyz gra komputeréw
wykorzystujacych te programy przebiega na poziomie
przecigtnego szachisty amatora. Do najglo$niejszych
meczy szachowych rozegranych przez komputery
nalezy zaliczyé miedzynarodowy mecz szachowy,
ktéry odbyt sie¢ w 1967 r. miedzy komputerem amery-
kanskim i radzieckim. W meczu tym Zwigzek Ra-
dziecki reprezentowala maszyna cyfrowa M-20, na-
tomiast Stany Zjednoczone — maszyna IBM 7090.

W rzeczywistoSci mecz odbywat si¢ nie miedzy
komputerami, a mi¢dzy grupami naukowcéw z obu
krajow; byl to po prostu bardzo ciekawy ekspery-
ment naukowy majacy da¢ odpowiedZ na pytanie,
ktory program szachowy jest lepszy. Program ra-
dziecki opracowala grupa pracownikéw Instytutu
Fizyki Teoretycznej i Eksperymentalnej w Moskwie,
a program amerykanski — grupa pracownikdéw
naukowych z Uniwersytetu Stanford; grupa ta
kierowal wybitny specjalista z zakresu programo-
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wania maszyn cyfrowych, John McCarthy. Wynik
meczu byl niekorzystny dla amerykanskiej grupy
naukowcéw:  maszyna amerykanska przegrala
w stosunku 1 : 3, pomimo iz byla wigksza od maszyny
radzieckie;j.

Obydwa programy szachowe byly opracowane
wediug koncepcji Shannona, oczyw1§cxe odpowxedmo
zmodyﬁkowanej, i cechowaly si¢ heurystycznym,
a wiec w duzym stopniu subiektywnym podejéciem
do problemu rozegrania gry w szachy. Gdyby oby-
dwa wymienione programy szachowe byly optymaline,
mecz komputeréw skonczylby si¢ wynikiem O : 0,
tj. remisem. Dotychczas jednak brak optymalnych
programéw szachowych. Opracowanie takich pro-
gramow laczy si¢ z odejéciem od metody heury-
stycznej 1 zastapieniem jej przez pewna metode
zdeterminowana, nie zawierajaca elementéw prawdo-
podobienstwa i subiektywizmu. Odejscie od metody
heurystycznej w ukladaniu programéw szachowych
nie jest jednak takie proste, gdyz laczy si¢ z roz-
wigzaniem wielu dodatkowych zagadnied, a w szcze-
gbélno$ci z gruntowna analiza matematyczng gry
w szachy. Analiza matematyczna gry w szachy
jest zagadnieniem niezmiernie ciekawym i bardzo
istotnym w poszukiwaniu metody opracowania opty-
malnego programu szachowego, niestety stanowi
do tej pory prawie catkowicie ,,biala plame” w pro-
blematyce szachowe;.

4 powyzszych wzgledéw problem optymalnego
rozgrywania gry w szachy przez automat, ktérego
szczegllng postacia jest maszyna cyfrowa, pozo-
staje w dalszym ciggu otwarty i jest przedmiotem
zainteresowania wielu naukowcéw. Ma on duze
znaczenie poznawcze, gdyz rzutuje na mozliwoéé
wykorzystania automatéw rozgrywajacych w ukla-
dach cybernetycznych, shizacych = do = sterowania
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szczegllnie zlozonymi procesami fizycznymi - da-
jagcymi si¢ opisa¢ modelem matematycznym gry.

Kroétka charakterystyka zloZono$ci omawianego
problemu cybernetycznego oraz jedna z mozliwych
do przyjecia koncepcji jego rozwiagzania przed-
stawiona zostanie ponizej.

Gra w szachy w ujeciu algebry zbiorow

W grze w szachy kaidy z graczy dysponuje
skonczonym - zbiorem mozliwych do wykonania
strategii chodowych. W sklad kazdego takiego zbioru
wchodzag 6194 elementy, przedstawione w postaci
symboli wyrazajacych odpowiedni ruch figur na
szachownicy. Ruch figury jest strategia chodowa
1 nie nalezy go myli¢ z ruchem w grze, gdyz ruch
w grze jest zbiorem wybordw (por. rozdziat 1).
W grze w szachy zbidr mozliwych do wykonania
strategii chodowych kazdego z graczy moZna po-
dzieli¢ na szesnaScie podzbioréw, z ktorych kazdy
przyporzadkowany jest jednej figurze. Elementem
takiego podzbioru jest ruch danej figury z jednego
pola na inne, reprezentujacy $cisle okreélong strategie
chodowa gracza. Na przyklad w podzbiorze przy-
porzadkowanym pionkowi stojacemu w pozycji
wyjsciowej na polu a2 elementem podzbioru jest
dowolny ruch tego pionka, ktéry moze by¢é wyko-
nany w procesie prowadzenia gry. Ruch tego pionka
z pola a2 na pole a3 opisany jest symbolem a2—a3
1 wyraza jedna ze strategii chodowych gracza B
dysponujacego figurami bialymi. Zapis notacji
pelnej mozemy uproscié, przyporzadkowujac mu
element z,. OkreS§lajac w podobny sposdb wszystkie
mozliwe ruchy bialych figur na szachownicy i ko-
dujac kazdy z tych ruchéw symbolem z;, gdzie j
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i
13

— liczba naturalna przyjmujaca wartosci od 1 do
6194, zbior mozliwych strategii chodowych gracza B
przedstawia¢ si¢ bedzie nastepujaco |

Z = {21, zz, seay sz sevy 26194}

Natomiast dla gracza A, dysponujacego figurami
czarnymi, zbiér mozliwych jego strategii chodowych
przedstawi¢ mozZna nastepujaco

Y= {J’h V2s +ees Vis o5 Y6104}
Z liczby 6194 eclementéw zbioru Z lub zbioru Y.

620 elementéw przypada na ruchy pionkdéw, 1792 ~
na wieze, 896 — na gonce, 672 — na skoczki, 1792 —

na hetmana, 422 — na krdla.
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Dla ilustracji, na ryc. 32 przedstawiono sposéb
okreslenia liczby wszystkich mozliwych ruchdéw
pionka stojacego w pozycji wyjSciowej na polu d2.
Wykazane na rysunku linie przerywane s3 grani-
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cami -obszaru mozliwego dzialania tego pionka,
natomiast liczba mozliwych jego ruchéw wynosi 92.
Oczywiste jest, Zze w procesie realizacji gry, w mo-
mencie zdecydowania si¢ na ruch pionkiem gracz
dokonuje wyboru ruchu nie w zbiorze 92 elementow,
lecz w pewnym podzbiorze ruchéw dopuszczal-
nych, okre§lonych aktualnym polozeniem pionka.
Stad tez w odniesieniu do wszystkich figur, w kazdej
sytuacji powstalej na szachownicy gracz dokonuje
wyboru kolejnego ruchu nie ze zbioru ruchéw moz-
liwych, lecz ze zbioru ruchéw dopuszczalnych, przy-
porzadkowanego aktualnej sytuacji powstalej na
szachownicy 1 zawierajacego dopuszczalne do wy-
konania w tej sytuacji strategie chodowe gracza.
W grze w szachy mozna wyrdzni¢ tyle zbioréw
ruchdéw dopuszczalnych, ile jest mozliwych sytuacji,
ktére moga wystapi¢ na szachownicy w procesie
‘realizacji gry. Dowolny zbiér ruchéw dopuszczal-
nych jest zawsze czgfcig skladowa zbioru ruchow
mozliwych 1 zawiera nieznaczna 1lo$¢ elementéw
tego zbioru.

Szachy — gra z natura

Zgodnie z teorig gier, gre w szachy zalicza sig
do klasy gier wielochodowych z pelna informacja.
Postacig graficzng tych gier jest dendryt gry.

Gra w szachy ma réwniez swoj dendryt gry, jednak
dendryt ten jest prawie astronomicznych rozmiardow
i jego narysowanie jest niemozliwe. MoZna naryso-
waé tylko mniektéore fragmenty tego dendrytu,
a w szczegoOlnosci te, ktore dotycza sytuacji zwigza-
nych z obecno$cig znikomej liczby figur na sza-
chownicy. Mozliwa do wyrysowania jest rdowniez
poczatkowa cze$¢ dendrytu gry w szachy, ktorej
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fragment zostat przedstawiony na ryc. 33. Zgc
z tym rysunkiem, w momencie rozpoczecia
a WI¢C W pierwszym posunieciu, zbior dopusz
nych do wykonania strategii chodowych kaz
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z graczy sklada si¢ tylko z dwudziestu element
Z wierzchotka poczatkowego dendrytu wych
dwadzieécia krawedzi opisanych elementami oc
do z,, ktdére oznaczaja odpowiednie strategie ¢
dowe gracza B. Gdy gracz B wykona ktoras z
puszczalnych dla siebie strategii chodowych,
znajdzie sie w jednym z dwudziestu wierzcholl
typu A} pierwszego pietra dendrytu. Wierzchotek
sygnalizuje, ze ruch ma wykonaé gracz A. Ponie
W pierwszym posunigciu gracz A ma prawo wykc
tez tylko jedna strategie chodowa z dwudzi
dopuszczalnych, to po wykonaniu przez niego ru
sytuacja powstala w grze okre§lona bedzie jedr
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z 400 wierzchotkéw typu B}, znajdujacych s
poziomie zamykajacym pierwsze pietro den
Liczba krawedzi wychodzacych z dowolnego :
wierzchotkéw moze byé juz wieksza od dwud:
stad tez liczba wierzchotkéw A? w drugim |
dendrytu jest wigksza od 8000. Z przedstawi
fragmentu wynika, Ze wraz ze wzrostem liczb
suni¢¢ nastepuje zwigkszenie rozmiaréw den
Pomimo iz dendrytu gry w szachy nie r
narysowaé, to jednak znajac strukture tego der
mozna na niej oprze¢ dokladng analize gry w s:
Jak wiadomo, rozwigzanie dowolnej gry
osobowej sprowadza si¢ do znalezienia optyms
strategii pelnych obu graczy oraz wartosci w
koncowego gry, ktéry jest jednoznacznie okre
przez te strategie. Jakiekolwiek odstepstwo d
gracza od przyporzadkowanej mu strategii optyr
jest zawsze przyczyna niekorzystnego dla
wyniku koncowego gry, przy spelnieniu war
ze jego przeciwnik nie odstepuje od swojej str
optymalnej. Gra w szachy ma rdwniez swoje
wiazanie, lecz znalezienie tego rozwigzania
obecnie niemozliwe, nawet przy wykorzystanit
bardziej mnowoczesnych maszyn cyfrowych.
czyna tego, jak mowiliSmy, jest olbrzymia
mozliwych strategii pelnych bedacych w dysp:
kazdego z graczy, jak réwnieZ ograniczona Szy
wykonywania operacji przez maszyne cyf
Z faktu, ze gra w szachy jest tymczasem n:
wigzalna, mozna wyciagnaé korzystny wniosek
tyczacy analizy tej gry. Mianowicie, jezeli grac
zna swojej optymalnej strategii pelnej w grze v
chodowej, to wodwczas wykonywane przez
strategic chodowe sa obarczone wigckszym lub n
szym blgdem. W takiej sytuacji, realizujac dov
strategie chodowa, dany gracz opiera sie wyla
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na nabytym do$wiadczeniu i na regulach gry, ale
w konsekwencji dokonywanego przez siebie wyboru
nie jest pewny, czy przyj¢ta przez mego strategla
chodowa zapewni mu wygrana. Z istnienia wigc
w grze w szachy pewnego czynnika losowego wynika,
ze jedna ze stron dogodnie jest potraktowaé jako
nature, ktora wybierajac swoje strategie chbdowe spo-
sobem losowym popelnia bledy wykorzystywane przez
stron¢ przeciwng do maksymalizowania wygranej.

Zalézmy teraz, ze interesuje nas rozegranie partii
gry w szachy z punktu widzenia gracza A dyspo-
- nujgcego figurami czarnymi. Z przyczyn podanych
wyzej posiadanie informacji przez strone 4 o swej
optymalnej strategii pelnej w grze staje si¢ zbgdne,
gdyz wykorzystujac bledy popelniane przez strong B,
~strona A tez z komiecznosci jest zmuszona do od-
stepstwa od swojej optymalnej strategii petnej w celu
zmaksymalizowania swojej wygranej. Maksymali-
zacja wygrane] w grze w szachy sprowadza si¢ do
uzyskania wygrane] przez gracza A przy mniejszej
liczbie ruchéw mniz liczba ruchéw wynikajgca ze
strategii optymalnej. Aby uzyska¢ mozliwo$¢ maksy-
malizowania swej wygranej kosztem bledéw popel-
nianych przez strong¢ przeciwng, strona 4 zmuszona
jest do opracowania odpowiedniego algorytmu po-
stgpowania. Opracowanie tego algorytmu sprowadza
sig do przeprowadzenia jednostronnej optymalizacji
dendrytu gry w szachy za pomoca elektronicznej
maszyny cyfrowej. :

Jednostronna  optymalizacja dendrytu gry
w szachy

Celem jednostronnej optymalizacji dendrytu
gry w szachy jest wyeliminowanie z dendrytu nie-
korzystnych dla gracza A4 strategii chodowych,
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co rownoznaczne jest z wykre§leniem odpowiednich
krawedzi dendrytu, a wigc wraz z optymalizacja
dendrytu nastgpuje jego redukcja. Cecha charak-
terystyczna jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry jest to, ze z kazdego wierzcholka typu A2
wychodzi tylko jedna krawedz. Stad tez przy reali-
zacji gry wedlug jednostronnie zoptymalizowanego
dendrytu gry, gracz 4 w dowolnej sytuacji nie do-
konuje wyboru strategii chodowej w zbiorze do-
puszczalnych strategii chodowych odpowiadajacych
tej sytuacji, gdyZz dysponuje juz tylko jedna, §ciSle
okreSlona - optymalna strategia chodowa. Zopty-
malizowany dendryt gry odzwierciedla optymalne
postgpowanie gracza 4 w funkcji stosowanych przez
gracza B strategii chodowych. Oczywiste jest, Ze
przy grze w szachy pamigtanie przez gracza A wszyst-
kich optymalnych strategii chodowych w funkcji
wszystkich ruchdw poprzednich, swoich 1 swego
przeciwnika, jest niemozliwe. Gracza A4 mozZna
jednak zastapi¢ automatem, ktéry potrafi zapamietac
strukture jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry 1 bedzie prowadzit gre na korzy$¢ gracza A.
Problem jednostronnej optymalizacji dendrytu gry
w szachy jest bardzo ztozony ze wzgledu na olbrzymig
liczbe mozliwych wariantdw rozegrania partii gry.
Algorytm jednostronnej optymalizacji dendrytu gry
w szachy zawiera 146 ztozonych operacji, z ktérych
kazda sklada si¢ z odpowiedniej liczby operacji
elementarnych realizowanych przez maszyne cy-
frowa.

Opracowany na podstawie tego algorytmu pro-
gram powinien byé wprowadzony do pamigci ma-
szyny cyfrowej. Przedstawienie omawianego algo-
rytmu, a tym samym programu, wykracza poza ra-
my niniejszej ksiazki, w zwiazku z czym ograniczymy
si¢ tutaj tylko do pewnych uwag ogélnych.
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Danymi do optymalizacji dendrytu gry w szachy
przy pomocy maszyny cyfrowej sa: zbiory Z 1 Y,
pole robocze gry i elementy ruchéw strony 4 i B.
Polem roboczym gry jest model szachownicy za-
pamigtany w 64 komodrkach pamigci operacyjnej
maszyny cyfrowej, z ktorych kazda odpowiada
jednemu polu szachownicy, natomiast .elementami
ruchéw sa poszczegdlne figury. Zawarto$é zerowa
ktorej§ z wymienionych 64 komdrek oznacza, ze
dane pole szachownicy nie jest zajete, natomiast
zawarto$¢ rozna od zera wskazuje na aktualny ele-
ment ruchu znajdujacy si¢ na tym polu. Na polu
roboczym gry maszyna cyfrowa rozgrywa fikcyjne
partie ‘gry, ktore poddaje z kolei analizie celem
wyeliminowania niekorzystnych strategii chodowych
gracza A. Wpyniki optymalizacji zapamietane s3
W pami¢ci pomocniczej, wykonanej na tasmach
magnetycznych.

Optymalizacja dendrytu gry w szachy nie jest
zwigzana .z KkoniecznoScia rozpatrywania calego
dendrytu, lecz tylko z analiza pewnych jego frag-
mentow. Niektore czegsci sktadowe dendrytu w ogdle
nie podlegaja analizie, a mianowicie te, ktdre sg
zbudowane na krawgdziach okre§lonych w procesie
analizy jako niekorzystne dla gracza A.

Wynikiem jednostronnej optymalizacji dendrytu
gry w szachy sa elementy zbioréw Y i Z opisujgce
krawedzie jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry. Ze wzgledu na rozmiary dendrytu gry
w szachy oraz ograniczona pojemno$é pamieci
operacyjnej maszyny cyfrowej optymalizacja tego
dendrytu moze by¢ realizowana tylko cze$ciami.
Czgscig skladowa kompletnego dendrytu gry w szachy
nazywamy dendryt zbudowany na jednej krawedzi
wychodzacej z danego wierzchotka BP~!. Na
przyklad dla pierwszego wierzchotka dendrytu B?
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mamy dwadziescia czesci skladowych dendrytu ozna-
czonych symbolami C%, C%, ..., C%,. Dokonujac
podzialu kompletnego dendrytu gry w szachy na
czgéci skladowe na wysokosSci pierwszego pigtra
dendrytu, tj. opierajac si¢ na krawgdziach wycho-
dzacych z wierzcholkéw BY, B4, BY, ..., Bleo
uzyskaliby§my cze$ci skltadowe C4, C%, ..., CL,
gdzie w > 400. Wyniki optymalizacji danej czgsci
sktadowej dendrytu sa wyprowadzane kazdorazowo
do pamj@ci na tasmach magnetycznych. Pamiegé
operacyjna maszyny cyfrowej zostaje czgsciowo
oprozniona i maszyna przystepuje do budowy na-
stgpnej z kolei czeSci skladowej dendrytu z jedno-
czesnym przeprowadzeniem jej optymalizacji. Cho-
ciaz w procesie optymalizacji niektdre fragmenty
danej optymalizowanej czgsci sktadowej C' nie
podlegaja analizie, to jednak proces jednostronnej
optymalizacji trwatby bardzo ditugo z powodu ogra-
niczonej szybkoSci dzialania maszyny cyfrowe;j.
Z uwagi na olbrzymia liczbg sytuacji, ktore nalezy
przeanalizowa¢ w procesie optymalizacji dendrytu
gry, szybko$¢ liczenia wspdlczesnych maszyn cyfro-
wych jest jeszcze zbyt mala.

W celu zmniejszenia czasu potrzebnego do opty-
malizacji dendrytu gry w szachy, liczbg czeSci skla-
dowych dendrytu przeznaczonych do optymalizacji
nalezy zredukowaé. Jest wigc rzecza stuszng po-
dzieli¢ je na pary, charakteryzujace si¢ wzgledem
siebie pewnym podobiedistwem. Taka parge czesci
skladowych dendrytu gry w szachy stanowia np.
dendryt zbudowany na krawedzi wychodzacej z wierz-
chotka BY, ktéra jest opisana elementem z; oznacza-
jacym ruch pionka gracza B z pozycji a2 na a3, oraz
dendryt zbudowany na krawgdm wychodzqcej Z tego
samego wierzcholka, lecz opisanej elementem z;s
oznaczajacym- ruch pionka z pozycji A2 na h3.
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Oznaczamy odpowiednio oba wymienione den-
dryty symbolami C9 i C%s. Znajac zoptymalizowana
postaé dendrytu C9 zbudowanego na krawedzi z,
wychodzacej z wierzcholka B% mozna okreéli¢ zopty-
malizowana posta¢ dendrytu C droga zmiany ele-
mentéw z; i y; opisujacych krawe,dme dendrytu C9.
W tym tez celu nalezy okresli¢ odpowiadajace sobie
elementy zbioréw Z i Y, ktére wystgpuja w opisie
obu czgéci C% i C9s. Proces ten polega na przepro-
wadzeniu analizy przy pomocy maszyny cyfrowej,
w ktorej wyniku otrzymujemy ustalenie, Zze np. ele-
ment z;, wystepujacy w opisie dendrytu CY% odpo-
wiada elementowi zgo dendrytu C9;, itd. Analiza taka
moze by¢ przeprowadzona przez maszyng cyfrowa
w czasie wielokro¢ krétszym od czasu jednostronnej
optymalizacji dendrytu C95

Redukujac do minimum liczbe tych cze$ci sklado-
wych kompletnego dendrytu gry w szachy, ktére
podlegajq jednostronnej optymalizacji, cala operacje
zwiazana z optymalizacja mozna przeprowadzié
w realnym z praktycznego punktu widzenia cza-
sie.

Jednostronna optymalizacja dendrytu gry w szachy
przy pomocy maszyny cyfrowej jest niczym innym,
jak przyspieszonym procesem uczenia si¢ przez auto-
mat gry w szachy. Kazde podejScie do zagadnienia
rozwigzania automatycznego  rozgrywania  gry
w szachy konczy si¢ wnioskiem, Zze automat tego
typu powinien by¢ automatem uczacym si¢. Pojecie
automatow uczacych si¢ jest szeroko rozpatrywane
w cybernetyce. Gdyby udalo si¢ zbudowaé automat
uczacy si¢ gra¢ w szachy, to proces uczenia sic takiego
automatu trwaltby bardzo dilugo. Stad tez wydaje si¢
celowe przyspieszy¢ ten proces przy pomocy elek-
tronicznegj maszyny cyfrowej, droga jednostronnej
optymalizacji dendrytu gry.
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Gra w szachy w teorii automatow skonczonych

Z punktu widzenia matematyki, najwazniej-
szym zagadnieniem przy rozpatrywaniu gry w szachy
jest niewatpliwie znalezienie wyraZenia analitycz-
nego opisujacego optymalny sposéb prowadzenia
gry przez danego gracza, np. przez gracza A. Takie
wyrazenie mozna okre$li¢ znajac jednostronnie zopty-
‘malizowany dendryt gry.

W jednostronnie zoptymalizowanym dendrycie gry
w szachy ~dany wierzcholek typu B okreéla
jednoznacznie sytuacjec powstala na szachownicy po
posunigciu 7.

Jezeli sytuacje powstala na szachownicy po po-
sunieciu n, gdzie n = 1, 2, ..., m, oznaczymy W sensie
ogdélnym symbolem F(n), to zbidér mozliwych sytuacji
po posunieciu n bedzie przedstawial si¢ nastepujaco

{F(n)} = {F?is 'Fr;l’.s seey F}ls saey E,:I

Kazdy element tego zbioru jest nazwa sytuacji
i przyporzadkowany jest jednemu wierzchotkowi By
jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry. Przy
rozgrywaniu danej partii gry, sytuacj¢ powstala po
posunieciu 7 opisuje tylko jeden element zbioru {F(n)}.
W podobny sposob zdefiniowane sa réwniez zbiory
mozliwych sytuacji dla wszystkich wartosci wiel-
koéci n. Na przyklad dla n—1 przy spelnieniu wa-
runku, Ze » > 1, zbiér mozliwych sytuacji przed-
stawia si¢ nastepujaco

(Fn—1)} = {Fp=1, F§~%, ., FA7}
Zgodnie ze strukturg jednostronnie zoptymalizo-
wanego dendrytu gry, w dowolnej sytuacji F(n—1) =

= Fr-1 przyporzadkowanej wierzchotkowi typu
Bp~1, wykonana przez gracza B w posunigciu n
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strategia chodowa z(n) = z; narzuca graczowi A
tylko jedna dopuszczalna dla niego strategie cho-
dowa y(n) = y;.

Gracz 4 nie ma innego wyboru i musi wykonaé
narzucona sobie strategic chodowa, gdyz gre pro-
wadzi wedlug jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry. Stad tez wykonana przez gracza B w danej
sytuacji F(n—1) = F!~1 strategia chodowa z(n) = z,
jednocze$nie okre§la nowa sytuacje F(n), ktéra po-
‘wstanie na szachownicy po posunieciu n. Wobec
powyiszego proces prowadzenia gry mozna opisaé
nastepujaca para funkgcji

F(n) = f[F(n—1), z(n)] (6.1
y(n) = o[F(n)] - (6.2)

Funkcje te interpretujemy nastepujaco. Sytuacja
F(n) powstala na szachownicy po posunieciu 7 jest
funkcja sytuacji powstalej w posunieciu #—1 oraz
ruchu z(n) wykonanego przez gracza B w posunie-
ciu n. Podobnie wybdr przez gracza A odpowiedniej
strategii chodowej w posunieciu #, oznaczony sym-
bolem y(n), jest funkcjg sytuacji, jaka powstanie po
posunieciu 7.

Dokonujac przeksztalcenia wyrazenia (6.2) otrzy-
mamy

W) = o[F()] = [f[F(n—1), z()]]  (6.3)

Z przedstawionych wyrazen wynika, ze przed
dokonaniem ruchu ‘w posunieciu » przez gracza A,
na ktorego korzy$¢ przeprowadzona zostala jedno-
stronna optymalizacja dendrytu gry, gracz ten po-
winien zna¢ sytuacje F(n), jaka powstanie po posunie-
ciu n.

- Sformulowanie to jest shuszne, gdyz w posunig-
ciu n gracz B wykonujac swdj ruch narzuca graczowi 4
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sytuacije F(n), ktorej gracz 4 nie moze zmieni¢
i w zwiazku z tym wykonuje strategie chodowa przy-
porzadkowana tej sytuacji.

- Poslugiwanie si¢ wyrazeniami (6.1) 1 (6.2) przez
gracza A w procesie realizacji gry w szachy w prak-
tyce jest utrudnione, gdyz wymagatoby to od niego
znajomoS§ci wszystkich Sciezek jednostronnie zopty-
malizowanego dendrytu gry lub korzystania ze
specjalnego zestawu tablic z danymi, ktére umozli-
wilyby korzystanie z wyrazen (6.1) i (6.2).

Ze wzgledu na te trudno$ci narzuca si¢ koniecz-
no$¢ zastgpienia gracza A4 automatem, ktory roz-
grywalby gre na jego korzy$¢ i ktorego dzialanie
zgodne byloby z funkcja (6.1) 1 (6.2). Takiego ro-
dzaju automat jest automatem skonczonym — roz-
grywajacym. Kazdy stan wewngtrzny automatu roz-
grywajacego gre w szachy odzwierciedlalby aktualnie
powstala sytuacjc w procesie prowadzenia gry,
ktora jest reprezentowana jednym z wierzcholkow
B jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry.
Zgodnie z postacia wyrazenia (6.1) i (6.2) automat
rozgrywajacy jest ukladem z petla sprzezenia zwrot-
nego, gdyz do wladciwego jego funkcjonowania
w posunieciu » na wejScie automatu oprocz sygnatu
wejéciowego z; powinna by¢ doprowadzona infor-
macja o stanie automatu w poprzednim posunigciu
n-—1. Poniewaz stan wewngtrzny automatu po po-
sunieciu n—1 — oznaczony symbolem F(n—1)
— powinien by¢ pamietany az do momentu przejicia
automatu w nowy stan F(n), interesujacy nas auto-
mat jest automatem z pamigcia. Schemat blokowy
automatu przedstawiono pogladowo na ryc. 34.
Struktura wewnetrzna tego typu automatu zostala
oméwiona w rozdziale piatym; przydatna jest
ona do praktycznej realizacji takiego automatu,
oczywiscie przy znajomoéci jednostronnie zopty-
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malizowanego dendrytu gry. Automat rozgrywajacy,
przeznaczony do rozgrywania gry w szachy z rozum-
nym przeciwnikiem B, dzialalby zgodnie z jedno-
stronnie zoptymalizowanym dendrytem gry. Sygnat

[Urzadzenie R
|zewnetrzne |

[ Gracz B | szache- | Gracz A |
= ™ wnica !

20) 4 ——— P
— F‘,’[;-?,’- >

informacja o stanie F{n-1)

Ryc. 34

wyjSciowy wypracowany przez automat reprezen-
towalby optymalng strategi¢ chodowa gracza A4
w danym posunigciu n#, a tym samym sterowalby

~automatycznym przesunigciem jednej z czarnych

figur na szachownicy, stanowiacej urzadzenie ze-
wnetrzne ukiadu (ryc. 34). Realizujac gre wedhlug

~ jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry,
- automat z zasady zawsze wygrywalby z rozumnym

przeciwnikiem. Przegrana automatu jest calkowicie
wykluczona, a prawdopodobienistwo uzyskania re-
misu jest bardzo znikome.

Przedstawiona wyzej charakterystyka interesujq-
cego nas problemu cybernetycznego wskazuje, Ze
istnieje mozliwo$§¢ zbudowania automatu, ktdry
rozgrywalby gre w szachy w sposéb optymalny z do-
wolnym przeciwnikiem. Zbudowanie takiego auto-
matu i praktyczne postugiwanie si¢ nim §wiadczyloby
o tym, Ze automat zbudowany przez czlowieka prze-
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wyzsza niewspolmiernie ludzkie zdolnosci rozwig-
zywania pewnych ztozonych problemdéw. Oczywiste
jest, Zze automat ten nie jest modelem mozgu, gdyz
wykonuje tylko pewng $ciSle okre§lona czynno$é,
ni¢ wykonujac olbrzymiej liczby pozostalych, stad
tez nie mozZzna mowi¢ o jego inteligencji. Budowa
tego typu automatu stala si¢ mozliwa tylko dzigki
istnieniu elektronicznych maszyn cyfrowych, ktore
umozliwiaja dokonywanie ogromnej iloSci przeliczen
celem okre§lenia optymalnego modelu matematycz-
nego rzutujacego na strukture automatu. Chociaz
praktyczna korzy§¢ z automatu rozgrywajacego gre
w szachy jest znikoma, to jednak jego struktura
1 sposob dzialania rzutuja na cala klase automatow
rozgrywajacych, ktére moga by¢é wykorzystane
w ukladach cybernetycznych do celowego oddzia-
lywania na okreflone zjawiska fizyczne.



7

wy ¥

Samosterowalno$¢ obiektu w przestrzeni
w ujeciu gry wielochodowej

Obickt w przestrzeni a cybernetyka

Datujacy sie od kilku lat burzliwy rozwoj
astronautyki bylby niemozliwy bez rozwigzania sze-
regu probleméw z zakresu sterowania obiektami
w przestrzeni. W rozwiazywaniu tych problemdéw
niezmiernie wazna, a jednocze$nie podstawowa roleg
odgrywa cybernetyka. Lgczy si¢ to $cif§le z definicja
cybernetyki jako nauki o sterowaniu w sensie 0gol-
nym i zwigzanym z nim przetwarzaniu informacji
wystepujacej w procesie sterowania.

Do niewatpliwych osiagnig¢ cybernetyki w tym
zakresie nalezy zaliczyé sukcesy odniesione przez
bezzalogowe statki kosmiczne w badaniu powierzchni
Srebrnego Globu. Zrealizowane ladowanie automatu
na powierzchni Ksiezyca 1 jego powrdt na Ziemie,
jak rowniez penetracja powierzchni Ksi¢Zyca przez
automat, wskazuja na olbrzymig przydatno$¢ dal-
szego rozwoju tej nauki dla potrzeb wspolczesnej
cywilizacji.

Poniewaz z tych potrzeb wyplywa m.in. koniecz-
no$¢ badania otaczajacej nas przestrzeni — a ogdlnie
przestrzeni kosmicznej — uzasadnione stajg sig¢
prace zmierzajace do zapewnienia szeroko posu-
nicte] samodzielno$ci  bezzalogowych  obiektow
w przestrzeni w podejmowaniu samodzielnych de-
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cyzji. Laczy sie to z budowa automatéw przeznaczo-
nych do sterowania dzialaniem obiektéw realizuja-
cych w przestrzeni okre$lone z gory zadania. W ogdl-
nym przypadku bezzalogowy obiekt w przestrzeni
woze by¢ zdalnie sterowany w uktadzie Ziemia—obiekt
lub tez moze by¢ samodzielnym obiektem cyberne-
tycznym, dzialajagcym zgodnie z decyzjami wypra-
cowanymi przez umieszczony w nim automat. Po-
niewaz zdalne sterowanie obiektem w przestrzeni
jest nie zawsze mozliwe, problem rozwiazania samo-
sterowalnoéci obiektéw nabiera coraz wiekszego
znaczenia i jest konsekwencja wilasciwego kierunku
rozwojowego cybernetyki.

Samosterujacy bezzatogowy obiekt w przestrzeni,
nazywany dalej samodzielnym obiektem cyberne-
tycznym, jest niczym innym, jak robotem w prze-
strzeni z narzuconym mu programem dzialania.
Program ten moze by¢é mniej lub bardziej zitozony,
w zalezno$ci od treSci zadania wykonywanego przez
obiekt i od liczby mozliwych sytuacji wplywajacych
na realizacje tego zadania. Program dzialania obiektu
jest zawarty w strukturze automatu skonczonego,
ktéry, ze wzgledu na pelniona przez siebie funkcje,
jest jak gdyby modzgiem obiektu.

Zasade samosterowalnosci obiektu cybernetycz-
nego w przestrzeni najlatwiej bedzie wyjasni¢ na
przykladzie analizy mozliwego dzialania tego obiektu
w procesie poscigu i zblizania si¢. Wnioski wynika-
jace z takiej analizy, bedacej mozliwa do przyjecia
- koncepcja rozwiazania problemu samosterowalnos$ci
danego obiektu, mozna uogolni¢ na szereg innych
proceséw 1 wariantow dzialania obiektéow w prze-
strzeni. Stad tez dalsza cze$¢ rozdzialu posSwigcona
bedzie szerszemu naswietleniu zagadnienia zapew-
nienia samosterowalnosci dla obiektu realizujacego
proces poscigu w przestrzent.
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Poscig w przestrzeni w ujeciu cybernetycznym

Zalozmy, Ze w przestrzeni — tak jak to po-
kazano na ryc. 35 — znajduja si¢ dwa obiekty 4 i B,
rozmieszczone wzgledem siebie w pewnej odleglosci
i poruszajace si¢ z réznymi predkosciami. Obiekt 4
mozemy potraktowaé jako taki bezzalogowy obiekt
w przestrzeni, ktéry jest samodzielnym obiektem
cybernetycznym o  dzialaniu  zdeterminowanym
i zgodnym z decyzjami wypracowanymi przez znaj-
dujacy sie wewnatrz obiektu automat skonczony.
Natomiast obiekt B moZe by¢ obiektem zalogowym,

samodzielnym obiektem
cybernetycznym lub
obiektem natury. -
Jesli zadaniem obiek-
~ tu A bedzie zblizenie
sic do obiektu B, a za-
daniem dla B bedzie
unikniecie  spotkania
z A, to woéwczas po-
wiemy, Ze w przestrzeni
zachodzi proces posci-
gu. Poécig ten realizuje
obiekt A, za§ obiekt B
jest obiektem $cigania.
W przypadku, gdy oby-
dwa obiekty 4 i B beda
'dazyé w przestrzeni do
wzajemnego zbliZenia
si¢, realizowany przez
nich proces nazwiemy procesem zblizania si¢. Proces
zblizania si¢ potraktowaé moZzna jako szczegélny
przypadek procesu poscigu zachodzacy wtedy, gdy
obieckt B wykonujac zadanie ucieczki przed 4 po-
pelnia niedopuszczalne bledy w swoim postgpo-

Ryc. 35
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waniu. Stad tez dalej zajmowac si¢ bedziemy wy-
lacznie procesem poscigu Jako procesem bardziej
0ogolnym.

Z punktu widzenia matematyki proces poscigu
jest gra dwuosobows nalezaca do klasy gler na prze-
trwanie. Stad tez rozpatrujac proces poscigu w ujeciu
teorii gier mozemy wyodrebni¢ dwa mozliwe sposoby
opisu tego procesu. Mianowicie, proces poScigu
mozna opisa¢ postacia gry wielochodowej typu
cigglego, zwana czgsto grg rdzniczkowa, lub tez
postaqu gry wielochodowej typu dyskretnego, omé-
wiong w poprzednich rozdzialach. Druga postaé gry
Wlelochodowej jest bardziej przydatna do opisu
procesu poscigu, gdyz ulatwia nam synteze, a tym
samym budowe automatu skonczonego, ktory
umleszczony w obiekcie A4 sterowalby jego dziala-
niem w procesie poscigu. Jak wiadomo, automat
skonczony jest dyskretnym przetwormklem infor-
macji, tzn. jest takim urzadzeniem, ktdre dziala
w S$ciSle okre§lonych momentach czasu. Jego dzia-
lanie sprowadza sig¢ do tego, Ze sygnal pojawiajacy
si¢ na wejSciu zmienia stan wewnetrzny automatu,
a ten z kolei warunkuje pojawienie si¢ na wyjsciu
automatu odpowiedniego sygnalu wyjéciowego.
W rozpatrywanym przypadku sygnalem wejscio-
wym automatu jest informacja o obiekcie B, na-
tomiast sygnalem wyjSciowym jest wypracowana
przez automat decyzja do sterowania obiektem A.

Automat skoniczony umieszczony w obiekcie A
reprezentuje ten obiekt w dwuosobowej grze wielo-
chodowej opisujacej proces poscigu, dlatego tez okres-
la¢ go bedziemy mianem automatu rozgrywajacego.
Druga strong gry jest obiekt B. Automat, jako strona
gry, dysponuje zbiorem strategii chodowych

Y = {yl, Yas coes Vis veey yw}
191



natomiast strona B gry dysponuje zbiorem strategii
chodowych

Z = {Zl, Zy sevy Zjy sesy Zs}

Dowolny element y; zbioru Y okresla mozliwy do
przyjecia i ustalony wczeéniej kierunek ruchu obiek-
tu A w przestrzeni. W interpretacji automatu roz-
grywajacego element p; jest sygnalem wy_]scmwym
automatu, a wigc jest pewna decyzja wypracowana
przez automat 1 dotyczaca dzialania obiektu A.
Podobnie dowolny element z; zbioru Z wyraza
kierunek ruchu obiektu B, a w interpretacji auto-
matu rozgrywajacego jest jego sygnalem wejscio-
wym.

Proces poscigu jest procesem ciaglym, natomiast
przyjety typ gry wielochodowej dotyczy procesu,
ktéry zachodzi w dyskretnych chwilach ¢, ¢,, ..., £, ..
Rozbieznodci migdzy rzeczywistym przebiegiem pro-
cesu poscigu a przebiegiem wynikajacym z oplsu-
jacego go modelu matematycznego beda tym mniej-
sze, im mniejsze beda odstgpy migdzy kolejnymi
dyskretnymi chwilami ¢,, ¢,, ..., #; ...

Przy sterowaniu obiektem A4 z Ziemi dyskretne
chwile s3 momentami, w ktérych jest dokonywana
obserwacja obiektu B, ustalane jego polozenie i dzia-
tanie oraz, w zaleznoSci od wynikdéw obserwacji,
pobierana decyzja do sterowania obiektem A. De-
cyzja taka przekazywana jest do obiektu A4 droga
radiowg. Poniewaz zgodnie z przyjetym zaloZeniem
obiekt A jest samodzielnym obicktem cybernetycz-
nym, rol¢ obserwatora spelnia zamontowane w nim
urzadzenie radarowe, ktore w dyskretnych chwilach
przekazuje wyniki obserwacji w postaci odpowiednio
uformowanych sygnaléw na wejScie automatu, a ten
z kolei wypracowuje decyzje do sterowania obiek-
tem A.
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Zasade dyskretyzacji procesu poscigu  wyjasénié
mozna na podstawie analizy sytuacji przedstawione;
na ryc. 35. Tak, jak to na tym rysunku pokazano,
obiekt A4 wykonujac lot PO wybranej trajektorii
znalazt si¢ w dyskretnej chwili fo W punkcie H,
przestrzeni. Zaldimy, ze w tej samej chwili ¢,
urzadzenie radarowe obiektu A ustalito, ze w punk-
cie E, znajduje sie obiekt B, bedacy dla 4 obiektem
Scigania. W chwili 7, obiekt 4 nie moze jeszcze przy-
stapi¢ do realizacji procesu poscigu, gdyz nie znany
mu jest aktualny kierunek Przemieszczania sie
obiektu B, nie zmienia wiec on kierunku swego lotu.
W nastepnej dyskretnej chwili t; obiekt B znajduje
si¢ w punkcie E,, natomiast obiekt 4 w punkcie H,.
Znajac polozenie obiektu B w dwdch nastepujacych
po sobie dyskretnych chwilach o 1 t; obiekt 4
ustala przy pomocy posiadanych urzadzeri kierunek
przemieszczania si¢ obiektu B. Ustalony w ten spo-
sob kierunek przemieszczania si¢ obiektu B w okre-
sie Ty =1t,—¢, jest strategia chodowa z, e Z obiek-
tu B w dwuosobowej grze wielochodowej. Dla auto-
matu rozgrywajacego znajdujacego si¢ w obiekcie 4
rozpoznana strategia z; jest sygnalem wejciowym
automatu. Pod wplywem tego sygnalu zmienia sie
stan wewnetrzny automatu i wypracowana jest,
prawie w tej samej chwili #,, optymalna strategia
chodowa y; dotyczaca kierunku Ilotu obiektu A.
W wyniku realizacji strategii Yi W nastepnej chwili 7,
obiekt A znajdzie sic w punkcie H,.

Jednocze$nie w tej samej chwili 7, na wejéciu
automatu pojawia sig kolejny sygnal z,eZ doty-
czacy strategii chodowej obiektu B wykonanej w cza-
sie T, = t,—t,. Automat rozgrywajacy wypraco-
wuje nowa strategie chodowa y., zgodnie z ktdrg
jest przeprowadzona korekcja lotu obiektu A.
Analogiczny przebieg zachodzi w nastgpnych dys-
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kretnych chwilach, przy czym wraz ze zmniejsze-
niem sie¢ odlegtoéci migdzy obiektami maleje réwniez
okres

T = t;—t;.1

miedzy kolejnymi dyskretnymi chwilami, Oczywiste
jest, ze pozytywny wynik poscigu dla obiektu A4 jest
mozliwy do osiagnigcia tylko wtedy, gdy predkosé
obiektu A jest wicksza od predkosci obiektu B.

Poscig — gra wielochodowa parametryczna

Z punktu widzenia teorii gier najbardziej
uzasadnione jest rozpatrzenie procesu poscigu w ujeciu
gry antagonistycznej. Stad tez, przy zaloZeniu, Ze
predkosci obiektow spelniaja nieré6wno$¢ V4 > Vp,
strona A bedzie dazyla do zminimalizowania czasu
przechwytu, natomiast strona B do zmaksymalizo-
wania tego czasu. Obiekt B zostaje przechwycony,
gdy w wyniku realizacji procesu poscigu odlegtos¢ [
miedzy obiektami bedzie spetniac warunek [/ < g,
gdzie £ — wielko§¢ zadana.

W é&wietle osiggnieé wspolczesnej techniki rada-
rowej gra opisujaca proces poscigu moze by¢ po-
traktowana jako gra z pelna informacja. W grze
wielochodowej z pelna informacja kazdy z graczy
sna charakter i konsekwencje swoich strategii cho-
dowych i strategii chodowych wykonywanych przez
przeciwnika zaréwno w danej chwili ¢, jak réwniez
we wszystkich chwilach poprzednich.

W interesujacej nas grze konsekwencja strategii
chodowych stosowanych przez obie strony gry sa
zmiany polozen obiektéw A 1 B w przestrzeni. Aby
mie¢ pelna informacj¢ o przebiegu gry, automat
rozgrywajacy powinien otrzymywaé od urzadzenia
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radarowego informacje nie tylko o strategii> cho-
dowej obiektu B, lecz réwniez o jego polozeniu
i predkosci. Stad tez w dyskretnych chwilach na
wejciu  automatu powinna pojawiaé sie trzyele
mentowa informacja okre$§lona wektorem |
b = [z;, pi, &, gdzie:

z; — kierunek ruchu obiektu B,

pi — wzajemne polozenie obiektéw wzgledem

siebie,
g — stosunek predkosci V,/V,.

Pierwsza wspdlrzedna wektora b jest strategia
chodowa strony B gry, natomiast pozostale wspot-
rzedne p; 1 g sa parametrami gry wielochodowej
opisujgcej proces poscigu. Jak wiadomo, postacia
graficzna gry wielochodowej jest dendryt gry. Dla
ilustracji przyklad fragmentu dendrytu gry poscigu,
przy zadanej wielkoSci parametru g, = V,/V,
1 okreslonego potozenia poczatkowego obiektow Pis
przedstawiono na ryc. 36. ;

Kazdy z wierzcholkéw dendrytu odzwierciedla
sytuacj¢ powstala w wyniku realizacji poscigu w danej
dyskretnej chwili ¢ i opisany jest symbolem obiektu,
ktory w tej sytuacji dokonuje wyboru swojej strategii
chodowej. Krawedzie dendrytu opisane sa elemen-
tami y; 1 z; zbioréw Y i Z, a wiec przedstawiajg
strategie chodowe obiektéw. W kazdym pietrze
dendrytu wyréznia si¢ dwa poziomy, poziom wierz-
chotkéw 4 i poziom wierzcholkéw BP. Wszystkie
wierzcholki znajdujace si¢ na danym poziomie do-
tycza tej samej dyskretnej chwili 7. Réznica w cza-
sach opisujacych dwa incydentne ze soba wierz-
cholki (tj. polaczone krawedzia) jest okresem, w ciagu
ktorego wykonywana jest strategia chodowa przy-
porzadkowana krawedzi 1gczacej te wierzcholki
(na ryc. 36 i 37 okres ten dotyczy strategii gracza A).
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Korzeniem dendrytu jest wierzcholek B9, ktdry
okresla sytuacj¢ poczatkowa, jaka zaistniala w dy-
skretnej chwili #,. Sytuacja ta jest opisana parg
parametrow p;, g.. Zgodnie z dendrytem przed-
stawionym na ryc. 36, w sytuacji okre$lonej wierz-
chotkiem B% obiekt B, jako strona gry, wybiera
jedna z mozliwych dla siebie strategii chodowych
wchodzacych w sklad zbioru Z. W zaleZznos$ci od
wybranej przez obiekt B strategii chodowej gra
znajdzie sie w jednym z wierzchotkéw AL, A%,
.., Al pierwszego pietra dendrytu. Zaléimy, Ze
tym wierzcholkiem jest wierzcholek A%, tzn., Ze
w czasie T; = t;—t, obiekt B wykonal strategie
chodowa z;,. W chwili #;,, w sytuacji okre$lonej
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wierzchotkiem A%, zgodnie z regulami gry obiekt
powinien przystapié do wyboru i realizacji jednej
ze swoich strategii chodowych przynaleznych do
zbioru Y. Strategie te opisuja krawedzie wycho-
dzace z wierzcholka AY. Wybrana przez obiekt A4
strategia chodowa powinna by¢ strategia optymalng,
tzn. w wyniku jej zastosowania obiekt A powinien
zblizy¢é sie jak najbardziej do obiektu B. Blednie
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wybrana strategia chodowa moze nigdy nie dopro-
wadzi¢ do uchwycenia obiektu B. |

Poniewaz proces poscigu jest procesem ciaglym
i szybko zmieniajacym si¢ W czasie, przeprowadze-
nie przez obiekt 4 wyboru optymalnej strategii
chodowej w trakcie jego lotu jest niemozliwe. Stad
tez dendryt gry z ryc. 36 nie odzwierciedla wlasciwego
dzialania obiektu A, gdyz kazdej sytuacji okreslone;j
w dendrycie wierzchotkiem typu 4, musi byC przy-
porzadkowana tylko jedna strategia chodowa, a nie
zbidr strategii. Nalezy wigc przeprowadzié jedno-
stronng optymalizacje dendrytu gry, polegajaca na
~ wyeliminowaniu z dendrytu wszystkich niekorzy-
stnych dla obiektu A jego strategii chodowych.
Optymalizacj¢ taka przeprowadza sig przy pomocy
komputera, a jej wynikiem jest jednostronnie zopty-
malizowany dendryt gry, ktérego fragment przed-
‘stawiono na ryc. 37.

Przedstawione na rycinach 36 i 37 dendryty do-
tycza tylko jednego wybranego polozenia obiektow

. w przestrzeni. Jak wiadomo, liczba mozliwych po-

lozen dwéch punktéw w przestrzeni jest nieskon-
czenie duza. Kazde polozenie dwoch punktow
w przestrzeni moze by¢ traktowane jako polozenie
wyjéciowe obiektéw w procesie poscigu, a wigc
kazdemu z tych polozen nalezy przyporzadkowal
jednostronnie zoptymalizowany dendryt gry opisu-
jacy optymalne dzialanie obiektu 4. Stad tez kom-
pletny jednostronnie zoptymalizowany dendryt gry
opisujacej proces poscigu bedzie kompozycja nie-
przeliczalnej iloéci dendrytéw sktadowych, z ktorych
kazdy opisany bedzie inna parg parametrow p,, g,.
Gra wielochodowa opisujaca proces poscigu w prze-
strzeni jest wigc gra parametryczng, gdyz w zalez-
nosci od wartoéci parametréw p;, g, reprezentowana
jest ona przez inny dendryt sktadowy.
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Kwantowanie przestrzeni

Model matematyczny, opisujacy dziatanie
obiektu A4 wykonujacego poscig w przestrzeni,
powinien umozliwié zaréwno interpolacje rzeczy-
wistego przebiegu procesu poscigu przez automat
rozgrywajacy sterujacy tym obiektem, jak réwniez
samq realizacje automatu. Modelem tym jest jedno-
stronnie zoptymalizowany dendryt gry skladajacy sie
Z nieskonczonej iloéci dendrytéw  skladowych.,
Struktura jednostronnie zoptymalizowanego den-
drytu gry powinna by¢ zapamig¢tana w strukturze
automatu rozgrywajacego. Poniewaz automat roz-
grywajacy realizujacy gre wielochodowa jest auto-
matem skonfczonym, tj. posiadajacym skornczona
liczbe standw, realizacja omawianego typu auto-
matu jest niemozliwa bez uprzedniego sprowadzenia
dendrytu gry do postaci skoficzonej. Postaé skon-
czong dendrytu gry mozna osiagnaé przez wpro-
wadzenie zalozenia, ze proces poscigu odbywa sie
W pewnej ograniczonej przestrzeni metryczne;j.

Przestrzenn metryczna jest pojeciem zapozyczonym
z topologii. Topologia jest dzialem wspolczesnej
matematyki, zajmujacym si¢ badaniem takich cech
tworéw geometrycznych, ktdre nie ulegaja zmianie,
gdy twory te poddajemy $cisle okreslonym prze-
ksztalceniom (tzw. przeksztalceniom réznowartoscio-
wym 1 obustronnie ciaglym). Wymienione wyzej
cechy twordw geometrycznych nazywamy niezmien-
nikami topologicznymi. Na przyklad cecha kwa-
dratu polegajaca na tym, ze jego obwdd rozcina
plaszczyzne na dwa obszary, jest niezmiennikiem
topologicznym ; jeéli kwadrat przeksztalcimy w koto,
w elipse, w tréjkat lub tez w prostokat, cecha ta
zostanie zachowana, gdyz obwdd kazdej z otrzy-
manych figur geometrycznych, bedacych wynikiem
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przeksztalcenia kwadratu, w dalszym ciggu dzieli
plaszczyzn¢ na dwa obszary. Przeksztalcenie tego
typu jest roznowartosciowe, gdyz dowolnie wyrdz-
niony punkt na obwodzie kwadratu odpowiada
tylko jednemu punktowi okrggu kola i odwrotnie,
a ponadto jest ono obustronnie ciagle, co chyba
w tym przypadku jest oczywiste. Poniewaz wymie-
nione przez nas figury geometryczne mozna potrak-
towaé jako zbiory punktéw, stad tez topologie
mozemy okresli¢ - jako galaz matematyki, ktora
bada cechy zbiordw nie zmieniajace si¢ w wyniku
pewnego typu przeksztalcenn tych zbioréw na inne
zbiory. GdybySmy np. zalozyli, ze kwadrat zbudo-
wany jest ze skonczonej liczby punktow tworzacych

zbidr: R = {ry, 12, ..., Iy, ..., I}, to W wyniku prze-
ksztatcenia kwadratu w kolo uzyskaliby$my zbior
S = {51, 825 .y S .., &) zawierajacy takgq sama

liczbe elementéw, z ktorych kazdy jest w dalszym
ciagu punktem plaszczyzny, przy czym pola zbudo-
wane z punktdéw s; € S'i r; € R sg sobie rowne.

Zbiory, ktorych okreslone cechy sa obiektem
badan w topologii, nosza nazweg przestrzeni topo-
logicznych. Podstawowym typem przestrzeni topo-
logicznej jest przestrzen metryczna.

Dany zbiér H nazywamy przestrzenia metryczng
wtedy, jezeli kazdej parze jego elementdw, czyli
kazdej parze punktéw 4,, A; nalezacych do zbioru H,
przyporzadkowana jest liczba rzeczywista (h,—h;) =0,
zwana odlegloécia punktu A4, od punktu 4, ktdra
spelnia nastgpujace warunki:

1) (h.—h)) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A, = h;;
2) (h—hy) = (hj—h);
3) (kr”kj)‘*_(hj“hs) Z (hr'"hs)

Zbiér H mozemy podzieli¢ na podzbiory. .Ka:zdy
podzbidr przestrzeni metrycznej sam stanowi prze-
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strzen metryczng, oczywiscie przy nie zmienionej
definicji odleglosei. Maksymalna odlegltosé (h—hy)
punktéw 4, i A; przestrzeni metrycznej H nazywamy
Srednicg przestrzeni H. Przestrzenie metryczne o sSred-
nicy skoniczonej nosza nazwe przestrzeni metrycznych
ograniczonych. Jezeli przestrzen metryczna H ma
postac geometryczna szeScianu, a wigc jest prze-
strzenia ograniczona, to taka przestrzen metryczng
nazywac¢ bedziemy szescianem metrycznym.

Szedcian metryczny jest bardzo cenng abstrakcjg
matematyczng przy rozpatrywaniu procesu poscigu
W przestrzeni rzeczywistej. Zgodnie z podanym juz
wyze] zaloZeniem bedziemy przyjmowaé dalej, ze
rozpatrywany przez nas proces poscigu odbywa sig
W szescianie metrycznym o odpowiednio ustalonych
rozmiarach, uwarunkowanych odleglo$cia miedzy
obiektami 4 i B.

SzeScian metryczny obejmujac obiekty 4 i B
przemieszcza si¢ W przestrzeni rzeczywistej z predko-
Scig V,, tj. z predkoscia réwna predkosci obiektu 4.

Poprzez analogie do topologii, wprowadzony do
rozwazan szecian metryczny bedziemy traktowad
jako zbidr

H——-"' {hi, /’ll, ceey hj, ceey hr, ...}

w ktérym kazdej parze elementéw h;, h., przyna-
leznych do tego zbioru, przyporzadkowana jest
liczba rzeczywista (/,—h,) nazywana odlegloscia
punktu /4, od punktu 4, Kazda para punktow sze-
Scianu metrycznego okre§la mozliwe poloZenie
obiektéw 4 i B w procesie realizacji poscigu.
Ze wzgledu na dyskretyzacje modelu matematycz-
nego. opisujacego proces poscigu zachodzi koniecz-
no$¢ ustalenia w zbiorze H, obejmujacym wszystkie
punkty szescianu metrycznego, pewnych punktdéw
jako punktéw wyréznionych. Punkty wyréznione
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sze$cianu metrycznego tworza zbidr
H’ = {h’l, hIZ, ravy h’i’ reny h’s}

Zbior H' punktéw wyrdznionych 4,'e H' jest
zbiorem skonczonym, a jednoczes$nie jest podzbiorem
zbioru H, ktéry z teoretycznego punktu widzenia
jest zbiorem nieskonczonym. Kazdemu punktowi #;
wyrdznionemu Ww szeScianie metrycznym przypo-
rzadkowane sa te punkty nie wyrdznione, ktore
znajduja si¢ w bezposSrednim sasiedztwie danego
punktu wyréznionego. Z tego tez wynika, Zze kazdemu
punktowi wyrdznionemu A’y przyporzadkowana jest
jak gdyby pewna mikroprzestrzen metryczna, ktorej
srodkiem jest dany punkt wyrdZniony 4.

W niniejszym ujeciu mikroprzestrzen metryczna
jest pewna elementarng czgscia skladowa szeScianu
metrycznego, charakteryzujgca si¢ tym, Ze ma po-
sta¢ geometryczng szeScianu 1 jeden tylko punkt
wyrdzniony znajdujacy si¢ w jej $rodku. Zgodnie
z topologia zdefiniowana wyzej mikroprzestrzen
rozpatrywana oddzielnie jest réwniez przestrzenia
metryczna ograniczong swymi rozmiarami. W danym
sze$cianie metrycznym wszystkie mikroprzestrzenie
maja jednakowe, §ci§le okreSlone rozmiary. Umo-
wnie przyjmuje sie, Ze szeScian metryczny ma tyle
mikroprzestrzeni, ile punktéw wyrdznionych w swo-
jej strukturze.

Wyréznione punkty przestrzeni metryczne] sa
pomocne w procesie identyfikacji przez automat
rozgrywajacy polozenia obiektu B w szeScianie
metrycznym. Bez wzgledu na to czy obiekt B w danej
dyskretnej chwili ¢ znajduje si¢ w wyrdZnionym
punkcie przestrzeni, czy tez w dowolnym innym
punkcie, informacja o polozeniu obiektu B dotyczy
tylko punktu wyrdznionego. Jezeli np. w danej
chwili ¢ obiekt B znajduje si¢ w pewnym punkcie 4,

202



przestrzeni metrycznej, ktéry nie jest punktem wy-
roéznionym, na wejScie automatu przychodzi infor-
macja, ze¢ obiekt B znajduje si¢ w takim punkcie
wyroznionym h';, w ktérego sasiedztwie znajduje sie
punkt #,.

Automat rozgrywajacy popeinia wigc pewien blad
w identyfikacji rzeczywistego poloZenia obiektu B.
Kres gorny tego blgdu zalezy od rozmiardw mikro-
przestrzeni przyporzadkowanej punktowi wyrdznio-
nemu, a tym samym od stopnia zageszczenia punk-
tow wyrdinionych w szeScianie metrycznym. Przy
duzej odlegltosci obiektow od siebie blad ten ma maty
wplyw na optymalnos¢ strategii chodowych wypraco-
wywanych przez automat sterujacy obiektem A.
Natomiast przy malej odleglosci obiektéw od siebie
blad ten rzutuje bardzo ujemnie na optymalne dzia-
tanie obiektu A. Stad tez narzuca si¢ koniecznoéé
przeprowadzenia zageszczenia punktéw wyrdznio-
nych w sze§cianie metrycznym w miare zblizania sie
obiektow do siebie. Zaggszczanie to uzyskuje sie
w wyniku odpowiedniego kwantowania przestrzeni
metrycznej.

Kwantowanie kojarzy si¢ nam zwykle z pojeciem
kwantu, a tym samym z fizyka. Samo slowo kwant
pochodzi od flacinskiego stowa quantum — ile.
Z fizyki wiadomo, Ze promieniowanie nie jest emito-
wane w sposob ciagly, lecz okreSlonymi porcjami
energii. Te porcje lub pakiety energii promienistej
przyjeto nazywad kwantami.

Przez analogi¢ do kwantu energii promienistej
mozemy wprowadza¢ umownie pojecie kwantu prze-
strzeni. Takim umownym kwantem przestrzeni moze
by¢ szeScian metryczny o okreSlonych rozmiarach.
W procesie zblizania sie obicktéw do siebie od-
legloé¢ miedzy obiektami bedzie si¢ zmniejszaé, az
wreszcie bedzie tak wzglednie mata, Ze okreslenie
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wzajemnego polozenia obiektow w strukturze danego
szeScianu bedzie niemozliwe, gdyz brak bedzie
punktéw wyrdéznionych, ktorym mozna przyporzad-
kowaé polozenie obiektéw. Zachodzi wiec koniecz-
no$¢ zbudowania na tej wzglednie malej odleglosci
migdzy obiektami nowego szeScianu metrycznego
o takiej samej strukturze jak poprzedni, lecz o znacz-
nie¢ mniejszych rozmiarach. W strukturze nowego
szeScianu liczba punktéw wyrdéznionych znajdujg-
cych si¢ miedzy obiektami bedzie juz tak dostatecz-
nie duza, Zze¢ umozliwi okreflanie wzajemnego poto-
zenia obiektdw A i B zaréwno w danej dyskretnej
chwili, jak w chwilach pdZniejszych.

Ten nowy szedcian metryczny reprezentuje mniejsza
porcje przestrzeni, inaczej mdéwigc — kwant prze-
strzeni o mniejszej warto$ci. Po pewnym czasie
obiekty 4 1 B w strukturze nowego sze$cianu metrycz-
nego znowu beda znajdowac si¢ w tak malej od-
leglo$ci od siebie, Ze nie istnieje mozliwos¢ okreslenia
ich wzajemnego potozenia. Wystapi wigc potrzeba
budowy nowego sze§cianu metrycznego obejmujacego
znacznie mniejsza porcj¢ przestrzeni.

W naszych rozwazaniach przestrzen metryczna
jest pewna fikcyjna przestrzenia, ktéra przemieszcza
si¢ w przestrzeni rzeczywistej z predkoscia obiektu A.
Co pewien czas ta przemieszczajaca si¢ przestrzen
skokowo zmniejsza swoje rozmiary nie zmieniajac
swojej] struktury, ktora charakteryzuje sie zawsze
takqg sama liczba punktéw wyrdznionych 1 takim
samym ich rozmieszczeniem w szeScianie metrycz-
nym. W powyZszym procesie wystepuje jak gdyby
pewne zjawisko Kkurczenia (zacie$niania) si¢ prze-
strzeni, otrzymywane droga | poblerama coraz to
mmejszych porcji przestrzem To porcjowame prze-
strzeni przyjeto umownie nazywac kwantowamem
przestrzeni.
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Krytermm tego kwantowania polega na przy-
jeciu ciggu szeScianéw metrycznych o odpowzedmo
zmniejszajacych si¢ rozmiarach. Ciag ten ma postac

QO)- Qia Q29 wery Qla Qk+1s tery Q(e
przy czym Oy > Qyyy 0r1aZ Qpyy < Qi

Szesciany metryczne maja przyporzadkowane
sobie trzy parametry: liczbe k, zwana stopniem
kwantowania; liczbe /, okreslajaca dlugos¢ krawedzi
szeScianu metrycznego o stopniu kwantowania k;
liczbe €, okre§lajaca warunek zakonczenia gry
w przestrzeni metrycznej o stopniu kwantowania k.
Szecian metryczny Qo, tj. o stopniu kwantowania
k = 0, zawiera sze$ciany metryczne o wszystkich
pozostalych stopniach kwantowania od k=1 do
k= o.

W miare zblizania si¢ obiektéw do siebie naste-
puje podziat szescianu Q, na coraz mniejsze szesciany

BO— A

| BJ]I k?{

va—“;l“’i |

@y Q 192{0; 1%y ¢ v
Ryc. 38

az do sze$cianu @, wlacznie. Dla ilustraciji, na ryc. 38
przedstawiono podzial szeScianu @, na szeSciany
o stopniach kwantowania k = 1, 2, 3 przy zaloZeniu,
7e obiekty A 1 B przemieszczaja si¢ tylko w jednej
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plaszczyzrie przekroju poprzecznego szescianu Qg
i nie dokonuja zmiany kierunkéw ruchu. Poniewaz
szescian metryczny przemieszcza si¢ z predkoicia V,
i zgodnie z kierunkiem ruchu obiektu 4, mozna
przyja¢, ze polozenie obiektu A4 -w strukturze szes-
scianu nie ulega zmianie. Przy takim - zaloZeniu,
obiekt B w obszarze szeScianu metrycznego bedzie
sic jak gdyby zblizal do obiektu 4 z predkoscia
Vg = V,—Vps Dlatego tez sekwencja kolejnych
polozen obiektu B w obrgbie sze§cianu metrycznego
jest odwrotna, niz by to wynikalo z rzeczywistego
kierunku ruchu tego obiektu. Na ryc. 38 kolejne
potozenia obiektu B, przy ktérych nastepuje zmiana
stopnia kwantowania, oznaczono symbolami I, II,
I, IV. ‘

Kazdy szescian metryczny, bez wzgledu na przy-
porzadkowany sobie stopieni kwantowania k, sklada
si¢ z odpowiedniej liczby szeScianéw podstawowych,
a te z kolei z szeScianéw elementarnych. Strukture
szeScianu metrycznego przedstawiono pogladowo na
ryc. 39.

Dlugos¢ krawedzi szeScianu podstawowego, be-
dacego czescia skladowa danego szescianu Q,,
rowna si¢ zawsze liczbie g,. Jezeli w trakcie poscigu
w przestrzeni metryczne] o stopniu kwantowania k
odleglos¢ migdzy obiektami osiggnie warto$¢ / < g,
nastepuje przejcie procesu poScigu  z szescianu
metrycznego @, do szeScianu metrycznego o wyz-
szym stopniu kwantowania, tj. do Q,,. W wyniku
tego przejécia ten szeScian podstawowy, w ktérym
znajduja sie aktualnie obiekty A4 i B, staje si¢ sze-
$cianem metrycznym i podlega podzialowi na przy-
porzadkowane mu szeSciany podstawowe 1 ele-
mentarne. Wierzcholki sze$ciandw elementarnych sa
punktami wyrdznionymi w przestrzeni objetej sze-
Scianem metrycznym danego stopnia kwantowania k.
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Ryc. 39

Liczba punktéw wyrdznionych w strukturze szeScianu
metrycznego jest stala i nie zalezy od jego rozmiaréw.
Wraz ze skokowym zmniejszaniem si¢ rozmiarow
szeScianu  metrycznego, podyktowanym zmiang
stopnia kwantowania, nastgpuje zageszczenie punk-
tow wyrdéznionych, a tym samym maleje blad
w identyfikacji rzeczywistego potozenia obiektu B.

Dendryt gry opisujacej proces poscigu sklada sig¢
z dendrytéw skladowych, z ktérych kaidy — przy
zalozeniu, ze g, = V,/Vy = const — dotyczy okres-
lonego polozenia obiektow 4 i B w szeScianie me-
trycznym. W  szecianie metrycznym polozenie
obiektéw okresla si¢ wedtug punktéw wyrdéznionych.
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Poniewaz liczba punktéw wyrdznionych w sze-
Scianie metrycznym jest wielkoScia skorczona,
liczba dendrytow jest réwniez skonczona. Stad tez
dendryt gry opisujacej proces poscigu mozemy
rozpatrywaé jako zbidr skoﬁczony o postaci

= {dy, dyy wp djy ey A}’

ktorego ;elementaml 53 dendryty”‘skladowe d; dla
j=1, 2, v. Kazdy z dendrytow skladowych d;
jest Jednostronnie zoptymalizowany na korzygé
obiektu 4 jako strony gry, a tym samym okresla
zdeterminowane dzialanie automatu rozgrywa-
jacego w sytuacji opisanej parg parametrow p;, g..
Struktura pojedynczego dendrytu d;e D nie zalezy
od stopnia kwantowania przestrzeni i dotyczy fej
samej sytuacji w dowolnym sze$cianie metrycznym
z przyjetego ciagu szeScianow Qo, O, @i, ... Qo

W ' wyniku przyjetej metody kwantowania prze-
strzeni, proces po$cigu mozna rozpatrywac jako gre
zlozona z ciggu nastepujacych po sobie i rozgrywa-
nych miedzy obiektami A4 1 B partii gry. Kazidy
'z dendrytéw sktadowych d;e D reprezentuje inng
partie gry.

Po kazdorazowej zmianie stopnia kwantowania
przestrzeni rozpoczyna si¢ nowa partia gry, repre-
zentowana tym samym lub innym dendrytem skia-
dowvm d;, w zalezno$ci od aktualnej sytuacji opi-
sanej parg parametréw pi, & Fakt ciaglego powta-
rzania tej samej gry w procesie posScigu ulatwia
i umozliwia budoweg automatu rozgrywa_lqcego
— sterujacego obiektem A.

Aproksymac] Ytrajektorii lotu oblektu sciganego

"W grze wielochodowej, )opxsu_]qcej proces
poScign w przestrzeni, strategie chodowe strony B
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gry okrefla si¢ jako ruchy obiektu Sciganego wzdluz
linii prostych. Tymi liniami sa pewne ustalone pro-
mienie ry, kuli wpisanej w szeScian zbudowany
z czterech sze$ciandw podstawowych. Sposéb okres-
lania strategii chodowych obiektu B dla jedne;j
z mozliwych plaszczyzn przekroju szescianu pod-
stawowego pokazano na ryc. 40.

—Q 8:0
AN 3 TR N
N 3 SRS

B NN NN 5=1
2L RN Y

< "4 3

3 \ /ﬁ/f/\ ‘ ‘:Q& \(5..2
Z3, Y/ %:\ N

\b
R (i _ w& 0=3
ZeASEoiN . d
= \17 r§\ J ' %L\\ 04
NREN\=
z,@ l& = | =¥ o
- Ryc. 40

B Pojedyncza strategia chodowa obiektu B w danej
przestrzeni kwantowania k realizowana jest w czasie

T, = f(Vp), przy czym

Ty = tyi— 1,11

gdzie #. 4, %, — to dyskretne chwile dzialania
automatu sterujacego obiektem A. W czasie T,
zgodnie z zaloZeniem wynikajacym z przyjetego
modelu, obiekt B powinien przeby¢ droge rowna
dlugo$ci promienia r,. Dlugo$¢ promienia ry
w obszarze szeScianu metrycznego danego stopnia
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kwantowania k jest stala. Dzigki temu, Ze r,, = const
dla k = const, strategie chodowe obiekiu B rodznig
sig migdzy soba nie dlugo$cia drogi przebytej w cza-
sie Ty, lecz tylko przyporzadkowanymi sobie kie-
runkami przemieszczania sie¢ obiektu B. Wiadomo
Jednak ze w trakcie po$cigu predkos¢ obiektu B moze
sie zmienié. Stad tez, aby uzyskaé stala dlugoéé
drogi przebytej przez obiekt B w czasie T, kazdemu
szesclanowi metrycznemu przyporzadkowana jest
stala warto§¢ parametru g, = V,/Vs. Konsekwencja
takich ograniczen jest to, ze ze wzrostem predkosci
obiektu B powinna wzrosna¢ rdwniez predkosé
~obiektu A4, gdyz stosunek g, = V,/Vp w obrebie
pojedynczego sze§cianu metrycznego powinien byc¢
staly. Ponadto, gdy ¥V roénie, czas 7, powinien
maleC tak, aby droga przebyta przez obiekt B w cza-
‘sie T, byla w dalszym ciggu rowna dhlugo$ci pro-
mienia r,,. Nasuwa si¢ wicc wniosek, Ze przy zmianie
predkoSci Vg, dla k = const, automat rozgrywajacy
powinien ustalaé sobie nowe dyskretne chwile i wy-
pracowywaé sygnaly zmiany predko$ci obiektu A.
Po przejSciu procesu poScigu z szeScianu metrycz-
nego o stopniu kwantowania k£ do szeScianu o stop-
niu kwantowania k-1, droga przebyta przez obiekt
B w czasie Ty,; = tyiq1.0—t+1.0-1 Staje si¢ pro-
~ porcjonalnie mniejsza, a tym samym spelniana jest
nieréwnos¢

Pex > Pok+1

- Weditug scharakteryzowanych wyzej ograniczen
dotyczacych ruchéw obiektu B, a wynikajacych
z przyjetych regul gry opisujacej proces poscigu,
obiekt B porusza si¢ tylko wzdluz umownych pro-
mieni kuli wpisanej w sze$cian zbudowany -z czte-
rech sze$ciandw podstawowych danego szeScianu
- metrycznego 1 moze dokonywad zmiany kierunku
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ruchu tylko w $cisle okre$lonych punktach szescianu
metrycznego.

Jedna z mozliwych trajektorii lotu obiektu B,
wynikajacych z regul gry i rozpoznawanych przez
automat rozgrywajacy, jest przedstawiona na ryc. 41.
W rzeczywistodci ruchy obiektu B nie sa ograniczone
regulami gry, nie- zawsze sa one prostoliniowe, a tym

N

/
1
[

i

xo

Ryc. 41

samym zmiana kierunku ruchu obiektu B moze
nastapi¢ w dowolnym punkcie przestrzeni. Stad tez
automat rozgrywajacy, sterujacy obiektem A4, bedzie
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popelnia¢ blad w procesie identyfikacji ruchow
obiektu B jako ruchéw po promiemiach r,, tzn.
po liniach prostych. Btad ten nie moze przekroczyc
wartoSci dopuszczalnej w szeScianie metrycznym
danego stopnia kwantowania k. W celu oszacowania
tego bledu, przy okreSleniu strategii chodowych
obiektu B kazdej strategii chodowej z;€ Z przy-
porzadkowuje sie — oprécz kierunku charak-
teryzujacego dang strategic — réwniez pewien sektor
o dlugosci promienia ry. Takie przyporzadkowanie
laczy si¢ z podzialem na sektory omoéwionej juz
wyze] kuli o promieniu r,, i o §rodku, w ktorym
w chwili £ ;., znajduje si¢ obiekt B. Ulatwia to
~oszacowanie bledu popelnionego w identyfikacji
polozenia obiektu B w nastepnej dyskretnej chwili
t..;, na podstawie pewnych wielkosSci zwanych para-

- metrami bledu A i 8. Sektory strategii chodowych

obiektu B oraz parametry bledu A i & pokazano
- pogladowo na ryc. 40. Parametr A charakteryzuje
odchylenie rzeczywistego kierunku, na ktérym znaj-
‘duje si¢ obiekt B w dyskretnej chwili ¢, ;, od kierunku
okre$lonego strategia chodowa z;eZ. Natomiast
parametr & charakteryzuje skrdécenie promienia rp
w wyniku nieprostoliniowego toru ruchu obiektu B.
Warto§¢ parametrow A i & jest ustalana na pod-
stawie uzyskanej od urzadzenia radarowego infor-
‘macji o poloZeniu obiektu B w danej dyskretnej
chwili 7. Aktualna warto$§¢ parametréw A i1 & umoz-
liwia okreSlenie przez automat rozgrywajacy su-
marycznego bledu A, (A, §), jaki zostal popeiniony
w procesie identyfikacji rzeczywistego polozenia
obiecktu B w chwili 7. Wymiarem bledu sumarycz-
nego A (A, 8) jest odleglo§¢ punktu w przestrzeni,
w ktorym w danej chwili ¢ znajduje si¢ obiekt B,
od punktu, w ktérym obiekt B powinien si¢ znajdo-
waé zgodnie z przyjetymi regulami gry. |

212



Tak, jak to bylo powiedziane wyzej, automat
rozgrywajacy steruje dzialaniem obiektu A zgodnie
z takim jednostronnie zoptymalizowanym den-
drytem d;, skladowym dendrytu D, ktéry jest przy-
porzadkowany sytuacji, jaka wystapila w momencie
rozpoczgcia procesu poscign w szeScianie metrycz-
nym o danym stopniu kwantowania k. Osiggniecie
przez wielko$¢ A, (A, 8) ustalonej wartosci granicznej
oznacza, ze dalsze sterowanie obiektem A4 wedlug
dendrytu d;e D jest niedopuszczalne i powinno
nastgpi¢ przejScie do innego dendrytu d, € D opisa-
nego tym samym parametrem g,, lecz innym para-
metrem p;.

Takie przejScie miedzy dendrytami jest konsek-
wencja naruszenia regul gry w wyniku bledu popet-
nionego przez automat. Catkowite wyeliminowanie
bledu okreslonego wielkoscia A,(A, 8) nastepuje przy
przejSciu procesu poscigu z sze§cianu metrycznego
o stopniu kwantowania k do szecianu metrycznego
o stopniu kwantowania k+1, gdyz nowy cykl gry
rozpoczyna si¢ zawsze wzgledem rzeczywistego po-
lozenia obiektu B. Wymienione parametry bledéw,
jak rowniez inne nie wymienione tutaj czynniki,
pociagaja za soba konieczno$¢ nalozenia na struk-
tur¢ jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu
D = {d,, d, ..., d;, ..., d,} dodatkowych graféw.

Jednostronnie zoptymalizowany dendryt gry wraz
z nalozonymi na niego dodatkowymi grafami'jna-
zwiemy umownie grafem poscigu.

Automat rozgrywajacy — sterujacy obiektem
W procesie poscigu

Postacia graficzng "modelu "matematycznego
opisujgcego proces poScigu w przestrzeni jest graf
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poscigu. Graf poscigu okreéla zdeterminowane dzia-
lanie automatu sterujgcego obiektem A w procesie
poscigu. Wierzcholki grafu oznaczone symbolami
B! reprezentuja stany wewnetrzne automatu, na-
tomiast krawqdzie grafu reprezentuja sygnaly wej-
sciowe lub wyjsclowe automatu, w. zaleznosci od
tego czy opisane sa one symbolami' typu z, czy
tez y;.

Graf poscigu najwygodniej jest przedstawi¢ na
plaszczyznie walcowej, dzigki czemu mozna wykazaé,
ze wierzcholek koncowy grafu poscigu jest jedno-
czesnie jego wierzchotkiem poczatkowym. Rysowa-
nie kompletnego grafu poécigu jest malo przydatne
z praktycznego punktu widzenia, gdyz zamiast tego
wygodniej jest wyraziC go postacia numerycznag,
tj. przy pomocy odpowiednich tablic.
- . Natomiast bardzo istotna jest znajomo$¢ struk-

tury grafu poscigu, gdyz okre§la ona jednocze$nie
strukture i sposéb dzialania automatu sterujacego
obiektem A. Strukture grafu poscigu przedstawiono
pogladowo na ryc. 42. Wyrdznia si¢ w niej naste-
pujace podgrafy:

I. Dendryt d, poczatkowych potozen obiektdw,
skiadajacy si¢ z wierzcholka BP¢ i z krawedzi opi-
sanych parametrami p;;

2. Dendryty skladowe d; € D tworzace dendryt D,
z ktorych kazdy posiada przyporzadkowany sobie
oddzielny wierzchotek poczatkowy B?;

3. Dendryty uzupelniajace u,, u,, 4z, ..., Zapew-
niajagce przejécie "gry ze stopnia kwantowania &
do k+1. Wierzcholki poczatkowe tych dendrytow
sag wierzchotkami kofcowymi pBf i pAl den-
drytow d, € D;

- 4. Krawedzie przejé¢ migdzy dendrytami d;€ D
‘uwarunkowane duza wartoscia bledu sumarycznego
AA, 9).
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Podstawowa czgécia grafu poscigu jest dendryt
D=1{d,d,..d,.. d,}, ktory w gldwnej mierze
rzutuje na strukture automatu rozgrywajacego. Na-
tomiast pozostale podgrafy grafu poscigu rzutuja
na sterowanie struktura automatu rozgrywajacego.

Struktura automatu rozgrywajacego jest jak
gdyby pewnym fizycznym modelem struktury den-
drytu D. Od wielkosci dendrytu D zaleza rozmiary
modelujacego ten dendryt automatu rozgrywajacego.
Bardzo istotna jest. wiec minimalizacja struktury
~dendrytu D w celu okre§lenia zminimalizowanej
struktury automatu rozgrywajacego. Minimalizacja
dendrytu D sprowadza si¢ do zmniejszenia liczby
jego wierzchotkéw i krawedzi. Poniewaz dendryt D
jest zbiorem dendrytéw skladowych d ;» Mminimali-
zacji podlega kazdy dendryt tego zbioru.

Minimalizacja pojedynczego dendrytu skladowego
dje D polega na ustaleniu jego izomorficznych
czgscl sktadowych, tj. czesci opisanych tymi samymi
elementami z; i y;, a nastepnie natozeniu tych
czescl na siebie. Czynno$é te wykonuje komputer.
Dokonujgc poréwnania dwéch dowolnych zmini-
malizowanych dendrytéw d;eD i d.eD mozna
- stwierdzi¢, Ze maja one strukture cze$ciowo lub
catkowicie izomorficzng (tj. podobna). Istnieje wiec
- mozliwo$¢ naloZzenia na siebie wszystkich zmini-
malizowanych dendrytéw d; wchodzacych w sklad
dendrytu D. W wyniku przeprowadzenia takiej
operacji struktura dendrytu D zostanie zreduko-
wana do struktury tylko jednego $ciéle okreslonego
dendrytu d; € D. Zminimalizowany w ten spos6b
dendryt D nazwiemy dendrytem wynikowym i ozna-
czymy go symbolem D,. Aby mozna bylo postu-
giwa¢ si¢ dendrytem D, =d;, w odniesieniu do
wszystkich mozliwych dendrytéw d;e D, nalezy
okresli¢ zalezno$ci miedzy elementami Z; ¥i, Opisu-
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jacymi struktur¢ dendrytu d, = D,, a elementami
Z;, ¥i, opisujacymi struktur¢ dowolnie innego den-
drytu d;. Okreslenie takiej zaleZznofci umozliwia
z kolei okreflenie sposobu sterowania automatu
samym soba. Konieczno$¢ takiego sterowania wy-
nika z tego, Zze program dzialania automatu rozgry-
wajacego jest okreSlony struktura automatu, w wiec
jest programem sztywnym.

Sterujac odpowiednio struktura automatu do-
stosowujemy program jego dzialania do wszystkich
tych sytuacji, ktdre mogg zaistnie¢ w procesie poscigu.

Schemat blokowy automatu rozgrywajacego, ste-
rujacego obiektem w procesic poscigu, przedsta-
wiono na ryc. 43. Z rysunku widaé, ze w strukturze
tego typu automatu wyrodznia si¢ cztery podstawowe
bloki funkcjonalne: 1. Automat wielostopniowy, 2.
Sterowanie, 3. Wejscie, 4. Wyjscie.

Automat wielostopniowy jest automatem skon-
czonym modelujacym strukture grafu D,, ktéry
jest wynikiem minimalizacji jednostronnie zopty-
malizowanego dendrytu D. Sklada sie on z auto-
matow jednostopniowych, z ktérych kazdy przy-
porzadkowany jest oddzielnemu pietru grafu D,
(por. rozdziat 5). ’

Program dzialania automatu wielostopniowego
jest okre§lony strukturg automatu — jest to pro-
gram sztywny, a jego obrazem graficznym jest den-
dryt d, = D,. Sterujac struktura automatu wielo-
stopniowego mozZna zmieni¢ program jego dzia-
fania z d, = D, na dowolnie inny, okreSlony przez
d;je D przy j # 1. Inaczej mdéwiac, w wyniku stero-
wania samym sobg automat rozgrywajacy ma moz-
liwos¢ dostosowania swojej struktury do zmodelo-
wania takiego dendrytu d;, ktéry dla danej sytuacii
powstale] w procesie poScigu jest programem opty-
malnego sterowania obiektem A.
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Zadanie to spelnia blok sterowania. Oprécz wy-
mienionego, do wazniejszych zadan realizowanych
przez blok sterowania nalezy zaliczyé: 1. Kwanto-
wanie w czasie procesu po$cigu przez wypracowanie

)

L bl

Wyjscie

sterowanie | synchrom}acj&

o

P,

!

A 4 A

W iw, W wg
ster. r synch. .
—- Automat
wielostop-
delh, A) | | niowy
/i S Y )
\ “zmiand k s s si s
Sterowanie [T e |
I ster. 7 synch. Wejscie
zmiana n
'Pi) (gr) Lf Lz L'f T‘? 7
Ryc. 43

dyskretnych momentéw czasu dzialania automatu
wielostopniowego; 2. Sterowanie dzialaniem auto-
matu wielostopniowego w funkcji wartosci odchy-
lenia A, (A, 8); 3. Wypracowywanie sygnatu zmiany
predkosci V,; 4. Sterowanie wejéciem i wyjéciem
automatu rozgrywajacego.
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Podstawowymi elementami bloku sterowania sg:
generator impulséw taktowych, licznik stopnia
kwantowania k, licznik posunigé n, liczniki para-
metrow Pis &r ?\'a 6: Ak(xs 6)

Gtéwnym zadaniem bloku wejscia automatu roz-
grywajacego jest realizacja funkcji zamiany strategii
chodowych typu z,€Z na fikcyjne strategie cho-
dowe s;€ S (por. w 3 rozdziale podrozdziat ,,Gry
wielochodowe parametryczne”). Wiadomo, 2Ze
w omawianym procesie poScigu strategie chodowe
z,€ Z dotycza pewnych wyrdznionych kierunkow
przemieszczania si¢ w przestrzeni obiektu B, ktory
w wielochodowej grze parametrycznej reprezentuje
gracza B. |

Na wejSciu automatu rozgrywajacego strategie
chodowe z; € Z majg postaé sygnalow elektrycznych
— impulséw pradowych lub napigciowych. Sygnaly
te wytwarzane sa przez odpowiednie uklady elektro-
niczne urzadzenia radarowego, znajdujacego sig
w obiekcie A. Dla uproszczenia rozwazan mozna
przyja¢, e na wejSciu automatu rozZgrywajacego
kazdej strategii chodowej z;€ Z przyporzadkowany
jest oddzielny przewdd (ryc. 43). Jezeli wige w czasie
T, = t,—t,_, obiekt B wykonal strategi¢ chodowa
z, € Z, to od urzadzenia radarowego na przewdd z,
bloku wejécia podawany jest inipuls napigcia przed-
stawiajacy sygnat jedynkowy. Sygnal ten przewodem
z, wchodzi do bloku wejécia. Blok wejscia zbudo-
wany jest ze ztozonych ukladéw logicznych, ktore
pod dziataniem sygnaléw sterujacych pochodzacych
z bloku sterowania kieruja sygnal z, na odpowiedni
przewdd wyjéciowy bloku wejécia. Przewody wyjscia
bloku wejécia opisane sa symbolami sy, 2, ..., Si,
..., 84 2z ktérych kazdy reprezentuje odpowiedni
sygnal wejéciowy automatu wielostopniowego. Wia-
domo, ze obrazem graficznym dzialania automatu
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w}'élostopniowego jest dendryt wynikowy D,. Kra-
wedzie dendrytu D, sa opisane symbolami fikcyjnych
strategii chodowych graczy, tj. symbolami s;€ S
dla gracza B i w; € W dla gracza A (por. wyrazenie
3.11. 1 3.12). Pojawienie si¢ na wejSciu automatu
rozgrywajgcego w danej dyskretnej chwili #; sygnalu
z, jeszcze nie okre$la jednoznacznie sygnalu wej-
sciowego automatu wielostopniowego. Aby ten syg-
nal mozna bylo okresli¢, z bloku sterowania na blok
wejScia podawane sg nast¢pujace sygnaly sterujace:
— sygnal p;, wyrazajacy informacj¢ o polozeniu
poczatkowym obiektdw w szeScianie metrycznym
o aktualnym stopniu kwantowania k;
— sygnal g,, przedstawiajacy informacje o wartosci
stosunku predkosci V[V,
~— sygnal n, wskazujacy numer kolejnego posu-
nigcia w grze opisujacej proces poscigu w sze-
§cianiec metrycznym o aktualnych wartoéciach
parametrow k, p;, g,.

Wymienione trzy sygnaly p;, g., n, podawane na
blok wejscia, wyznaczaja dla sygnatu z, droge prze-
plywu na jedno tylko Scile okre§lone wyjscie typu s,
co jest jednoznaczne z zamiana strategii chodowej z,
na strategie s; (por. ryc. 43).

W podobny sposdb, jak blok wejscia, dziata blok
wyjécla automatu rozgrywajacego. Blok wyjécia-
zamienia sygnaly wyjsciowe automatu wielostopnioa
wego, oznaczone na ryc. 43 symbolami w; e W, n,
sygnaly y; € Y bedace strategiami chodowymi gracz
A; a tym samym decyzjami do dzialania obiektu 4

Wypracowane przez automat rozgrywajacy sygnaly
y: podawane sa na odpowiednie urzadzenia wyko-
nawcze obiektu A, ktore steruja kierunkiem lotu
obiektu A4, przy czym w kazdej dyskretnej chwili #,
na - urzadzenie wykonawcze podawany jest tylko
jeden sygnal y; przynalezny do zbioru Y.
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Obiekt, wyposazony w, omoéwiony WwyZej typ
automatu skoficzonego, ma pelna autonomig¢ w po-
dejmowaniu decyzji wynikajacych z realizacji pro-
cesu pofcigu w przestrzeni. Uzasadnione staje si¢
wiec nazwanie go samodzielnym obiektem cyberne-
tycznym, gdyz nie jest on sterowany z Ziemi, skad
co najwyzej moze byé kontrolowane tylko jego
dzialanie. o |

Scharakteryzowane na przykladzie procesu po-
Scign w przestrzeni dzialanie obiektu cybernetycz-
nego w przestrzeni mozna uogdlni¢é na cala klasg
innych zadan, ktére moga by¢ wykonywane przez
tego typu obiekty. W $wietle tendencji rozwojowych
cybernetyki i astronautyki przydatno§¢ uzytkowa
tych cybernetycznych obiektow jest niewatpliwie
bardzo duza.



8

Diagnostyka i gry

Jedng z dyscyplin naukowych zwigzanych obec-
nie- $cifle z cybernetyka jest diagnostyka. Wynika
to m.in. z tego, Zze domena zainteresowan cybernetyki
sq systemy z zachowaniem celowym oraz zachodzace
‘W tych systemach procesy samosterowania. Z kolei
wiadomo, Zze dowolny system z zachowaniem celo-
wym bedzie funkcjonowal wlasciwie tylko wtedy,
gdy bedzie sprawny. Jezeli system jest niesprawny,
jego dzialanie przestaje byé celowe, a w najlepszym
przypadku nie jest ono optymalne. Zachodzi wiec
konieczno§¢ ustalenia przyczyn niesprawnosci Sys-
stemu. PoniewaZz system jest na ogét zbiorem ele-
~ mentow powiazanych ze soba okresSlonymi relacjami,
ustalenie Zrédla niesprawnosci systemu zZwigzane
bedzie z lokalizacja uszkodzonego elementu. Dyscy-
pling naukowa zajmujaca si¢ metodami lokalizacji
zrodet niesprawno$ci w systemach jest wlasnie
diagnostyka. Proces polegajacy na praktycznym
wykorzystaniu jednej z metod diagnostyki do usta-
lenia 7rodia niesprawnosci w systemie nosi nazwe
procesu diagnostycznego, a jego wynikiem jest
diagnoza.

Diagnostyke¢ mozemy podzielié na medyczna i tech-
niczng. W diagnostyce medycznej obiektem badan
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sa organizmy zywe, a w szczegdlno$ci organizm
czlowieka, natomiast w diagnostyce technicznej
obiektem badan sa urzadzenia techniczne. W cy-
bernetyce abstrahuje si¢ bardzo czgsto od wymienio- -
nego podziatu diagnostyki i rozpatruje si¢ ja w ujgciu
ogolnym, przyjmujac, ze obiektami badan sg systemy
z zachowaniem celowym. Systemy te sa na ogdl
spojne. System spdjny charakteryzuje si¢ tym, iz
kazdy funkcjonalny element systemu jest w taki
sposOb zwiazany z innymi, Ze zmiana stanu w tym
elemencie wywoluje zmiang stanu systemu. W syste-
mie mozna wyrézni¢ dwa rodzaje stanow: stany
diagnostyczne i stany funkcjonalne. Stany funkcjo-
nalne systemu wynikaja z funkcji opisujacych dzia-
lanie systemu. Natomiast stany diagnostyczne sy-
stemu sa okreSlone przez stopien sprawnosci sy-
stemu. Stany diagnostyczne systemu mozemy po-
dzieli¢ na makrostany diagnostyczne, tj. makro-
stan E — system sprawny oraz makrostan C — sy-
stem niesprawny. System znajduje si¢ w makro-
stanie E, jezeli wszystkie elementy systemu sg sprawne.
Podobnie system bedzie znajdowaé si¢ w makro-
stanie C, jezeli co najmniej jeden z jego elementow
bedzie niesprawny. Makrostan C jest nastgpujacym
zbiorem standéw diagnostycznych

C = {¢1, €3y -y Cis w5 Cy} 8.1

gdzie ¢; — i-ty stan diagnostyczny, sygnalizujacy
uszkodzenie jednego z elementow systemu.

Diagnostyka laczy sie $ciSle z kontrola sprawnosci
systemu. Zadaniem kontroli sprawnoS$ci systemu
jest okreSlenie aktualnego makrostanu diagno-
stycznego. Jezeli aktualnym makrostanem jest C,
wdéwczas powinien nastapié proces diagnostyczny
sprowadzajacy si¢ do okreslenia aktualnego stanu
diagnostycznego c; € C.
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W celu okreSlenia aktualnego stanu diagnostycz-
nego ¢; € C nalezy wykonaé caly ciag operacji spraw-
dzajgcych tak, aby na podstawie otrzymanych wy-
nikow {(odpowiedzi systemu na operacje sprawdza-
jace) mozna bylo zlokalizowaé uszkodzenie w syste-
mie. Trudnos¢ rozwiazania tego -zadania polega
na podjeciu decyz,p, jakie operacje sprawdzajqce
nalezy zastosowad 1 w jakiej kolejnosci.

Ciag operacji sprawdzajacych dla systemu be-
dacego obiektem diagnostycznym przyjeto nazywacd
pelnym testem diagnostycznym, natomiast poje-
dyncze operacje sprawdzajace przyjeto nazywaé tes-
tami elementarnymi. Zbiér elementarnych testow
diagnostycznych dla danego obiektu diagnostycz-
nego (systemu) jest z reguly zbiorem skonczonym.
Zbidr ten symbolicznie oznaczymy jako

Y = {yls Yas ees Vis ees yW} (82)

Na kazdy elementarny test diagnostyczny y, e Y,
doprowadzony w taki czy inny sposéb na odpo-
wiednie wejécie obiektu diagnostycznego, nastgpuje
okreslona reakcja obiektu diagnozowanego, bedgca
pewna formg odpowiedzi tego obiektu na zadany
test. Odpowiedzi obiektu diagnostycznego na po-
jedyncze elementarne testy diagnostyczne nosza nazwe
symptomoOw elementarnych. Z kolei na podstawie
Scisle okre$lonego ciagu symptomoéw elementarnych
mozna jednoznacznie ustalié Zrddlo niesprawnosci
w diagnozowanym obiekcie (systemie). Symptomy
elementarne tworzg zbidr skoficzony

Z = {219 22, ceey Zj, sney Zs} (8-3)

Przy badaniu obiektu diagnostycznego niewlasciwa
sekwencja testow elementarnych, odpowiedz obiektu,
reprezentowana okre§long sekwencja symptomoéw
elementarnych, uniemozliwia lokalizacje Zrddla nie-
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sprawno$ct w obiekcie. Zachodzi wigc potrzeba
opracowania odpowiedniej metody wyboru opty-
malnych testdw elementarnych tak, aby ich seskwencja
doprowadzila do takiej sekwencji odpowiedzi obiektu
diagnostycznego, ktéra jednoznacznie okresla Zrddlo
niesprawnosci. Stad tez proces diagnostyczny naj-
dogodniej jest opisaé postacia dwuosobowej gry
wielochodowej. Gre taka bedziemy nazywaé gra
diagnostyczng. W grze diagnostyczne] wystepuje
dwéch graczy: gracz B, bedacy obiektem diagno-
zowanym, oraz gracz A, dazacy do odgadnieccia aktu-
alnego stanu diagnostycznego obiektu B.

Ze wzgledu na automatyzacje procesu diagno-
stycznego, graczem A powinien by¢ pewien automat
diagnostyczny dzialajacy zgodnie z regutami pro-
wadzenia gry wielochodowej. Celem gry jest iden-
tyfikacja stanu diagnostycznego obiektu B przez
gracza A. W tym tez celu gracz A bedzie dazyl do
okreslenia stanu obiektu B droga testowania obiektu B
ciggiem pytan — testow elementarnych. Przy odpo-
wiednim doborze ciggu testow elementarnych, ciag
odpowiedzi obiektu B powinien jednoznacznie okres-
li¢ jego stan diagnostyczny. Gra diagnostyczna jest
gra z natura, gdyz obiekt B nie jest zainteresowany
w zatajeniu swego stanu. Odpowiedzi obiektu B na
elementarne testy zadawane przez gracza A sa pew-
nymi elementarnymi symptomami stanu, w jakim
znajduje si¢ obiekt B. Gdy elementarne testy dia-
gnostyczne beda przez gracza A dobrane niewiasci-
wie, nie bedzie on mdgl odgadnaé, na podstawie
uzyskanych od obiektu B odpowiedzi-symptomow,
wlasciwego stanu tego obiektu i woOwczas gre prze-
grywa.

Przy wlasciwym doborze testéw elementarnych
gracz A gre wygrywa, gdyz odpowiedzi-symptomy
obiektu B jednoznacznie okre$laja jego stan. Wy-
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grana gracza A bedzie tym wieksza, im bedzie mniej-
sza liczba testow elementarnych wykorzystanych
przez gracza A dla zidentyfikowania danego stanu
diagnostycznego obiektu B. |

Schemat blokowy ukladu zloZonego z automatu
diagnostycznego A i obiektu diagnozowanego B
przedstawiono na ryc. 44. Automat ‘4 jako strona

Yo , Zs
. P Cbhiekt B .
: ‘ 2
. 2 »> diagnazowany 2
2 z,
It ‘ . z,
Autemat A |
: Y2 . Z, .
diagnostyczny :
Yw Ly

1

™
A I B
!

} .
weed Yylei) ¥ *h(c:}_

Diagnazy optymaine

Ryc. 44

E I

l
5 |
Y

gry dysponuje zbiorem strategii chodowych Y,
okre$lonym przez wyrazZenie (8.2), natomiast obiekt
diagnozowany B dysponuje zbiorem strategii cho-
dowych Z, okreSlonym wyrazeniem (8.3). Zbior
wynikéw koncowych diagnostycznej gry mozZna uzy-
skaé ze zbioru C przez uzupelnienie go elementem
,pustym” e — zbidr ten bedzie si¢ przedstawial
nastepujaco

C' = {e, ¢1, €2, wvey Ciy wory Cp} (8.4)

Element ,,pusty” e € C’ okre§la negatywny wynik
gry dla gracza A, aktualny wtedy, gdy gracz zasto-
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brak .
/@')uszkodzenm

;’y (Co)

sowal w grze bledna sekwencje¢ swoich strategii
chodowych. Graficzna postacia gry wielochodowej
jest dendryt gry. Przykladowy fragment dendrytu
gry diagnostycznej przedstawiono na ryc. 45.

15+ 221



Kazdemu wierzcholkowi typu B dendrytu gry dia-
gnostycznej, gdzie: n — pigtro dendrytu, k¥ — numer
porzadkowy wierzchotka w pigtrze, przyporzadko-
wany jest pewien podzbiér standw diagnostycznych,
przynaleznych do zbioru C. Wierzcholkowi poczat-
kowemu dendrytu B® przyporzadkowany jest caly
zbior C. Krawgdzie wychodzace 2 wierzcholka
poczatkowego dendrytu sa opisane elementami
z;€ Z, ktére reprezentuja symptomy stanu diagno-
stycznego i wykazuja, w jakim podzbiorze zbioru C
znajduje si¢ aktualny stan diagnostyczny obiektu B.

W procesie realizacji gry diagnostycznej nastgpuje
stopniowe zawezanie zbioru C az do momentu,

- gdy w zawezonym zbiorze C znajdzie si¢ tylko jeden

element ¢; € C 1 to taki, ktory sygnalizuje aktualny
stan diagnostyczny obiektu B.

Zbior C mozliwych standw diagnostyczaych
charakteryzuje si¢ tym, Zze kazdy element c¢; tego
zbioru przyporzadkowany jest tylko jednemu ele-
mentowi x; wchodzacemu w sklad obiektu diagno-
zowanego B. Jezeli dany element x; obiektu diagno-
zowanego B jest uszkodzony, to stan diagnostyczny c;
przyporzadkowany temu elementowi jest elementem
wyroznionym w zbiorze C. Stad tez po okresleniu
w procesie realizacji gry diagnostycznej aktualnego
stanu diagnostycznego c¢; obiektu B, jednoznacznie
zostanie zlokalizowany uszkodzony element. Po
zlokalizowaniu uszkodzonego elementu x; obiektu B,
automat diagnostyczny A powinien wytworzy¢ syg-
nat zakonczenia procesu diagnostycznego ze wska-
zaniem wyniku tego procesu, tzn. optymalnej diagno-
zy. W dendrycie gry diagnostycznej sygnal ten jest
reprezentowany strategia chodowa y(c;), tzn. stra-
tegia przyporzadkowang danemu wierzchotkowi kon-
cowemu.

Dia ilustracji tego zagadnienia rozpatrzmy frag-
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ment dendrytu gry diagnostycznej, przedstawiony
na ryc. 45. Pierwszym sygnalem podawanym na
wejscie obiektu diagnozowanego B jest test kontrolny
¥9. Na test kontrolny yq nastqpuje odpowiednia
reakcja obiektu B, zgodnie z opisem krawedzi wy-
chodzacych z wierzcholka poczatkowego Bg den-
drytu gry. Zgodnie z dendrytem z ryc. 45 odpo-
wiedZ obiektu B na test kontrolny y, strategia cho-
dowa zs rozpoczyna dwuosobowg gre wielochodowa.

Strategia chodowa zs obiekt B sygnalizuje zbidr
stanow diagnostycznych, w ktorych obiekt B moze

si¢ ' znajdowaé w wyniku powstalego uszkodzenia.
Zbidr ten wynosi np

= {Cls Ca, C3}

Po wykonaniu przez obiekt B strategn chodo--
wej zs, sytuacja powstala w grze jest okreSlona
wierzchotkiem 4. W sytuacji 4} strona 4 gry dia-
gnostycznej moze zastosowaé test V1, Y2 lub dowolna
inng strategie chodowa y; ze zbioru Y. Zaleznie od
zastosowanych strategii chodowych przez gracza A
gra znajdzie si¢ w jednym z wierzchotkow. B, B}
lub B!. Po znalezieniu si¢ gry w sytuacji okreélone_] .
w1erzcholkxem B, B% lub B}, obiekt diagnozy po-
winien dokona¢ odpowxedzx na podany mu test
elementarny y,, y, lub y;,.

Zalozmy, Ze PO pierwszym posuchm w grze
sytuacja znalazla si¢ w wierzchotku B (ryc. 45).
W sytuacji okreSlonej tym wmrzcholklem obiekt B
jako strona moze zastosowad strategie chodows z,
lub z,. Zastosowanie przez obiekt B strategii cho-
dowej z, oznacza, Ze obiekt B znajduje si¢ w stanie
diagnostycznym c¢, € C, co réwnowazne jest temu,
7e w obiektach B uszkodzony jest element x,.
W tym przypadku gra znajdzie si¢ w wierzchotku
konicowym oznaczonym symbolem c;, gdyz w wyniku
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wykonania przez obiekt B strategii chodowej z,,
zbior standw diagnostycznych {c,, c,, c3} przy-
porzadkowanych wierzchotkowi BY zredukowany
zostal do zbioru jednoelementowego {c;}. Gdy
strong diagnostyczna bedzie automat diagnostyczny
(automat rozgrywajacy), to po znalezieniu si¢ gry
w wierzcholku koncowym, w naszym przypadku.
oznaczonym symbolem c¢,, automat powinien gene-
rowa¢ sygnal reprezentujacy wynik procesu diagno-
stycznego. '
Na ryc. 45 sygnal ten oznaczono symbolem j{(c,).
W interpretacji gry wielochodowej sygnaly repre-
zentujagce wynik procesu diagnozy, tj. diagnoze,
okresla¢ bedziemy umownie terminem pseudo-
strategil chodowych automatu. Dla rozpatrywanego
przypadku zbiér pseudostrategii chodowych auto-
matu diagnostycznego przedstawialby si¢ nastepu-

jaco. |

Yc = {y(cl)a y(CZ)s y(CB)s y(CO)}
gdzie y(co) — negatywny wynik procesu diagno-
stycznego. ' |

Rozpatrzmy z kolei przypadek, gdy w sytuacji
okredlonej w dendrycie z ryc. 45 wierzchotkiem B!
obiekt diagnozowany odpowiada strategig chodowg z,
na strategi¢ chodowa automatu y,. |

Dla przykladu przyjeto, Ze strategia chodowa z,
oznacza, 7e uszkodzony jest element x, lub x;
obiektu, a wiec nie okre§la ona jednoznacznie aktu-
alnego stanu diagnostycznego. W przypadku wigc
zastosowania strategii chodowej z; zbior standw
diagnostycznych {c;, c¢,, c3} zredukowany zostanie
do zbioru {c,;, c¢;}. Obiekt B swoja strategia cho-
dowa z, jak gdyby sygnalizuje, Ze nie znajduje sie
w stanie diagnostycznym c;, stad tez stan ten pod-
lega wykreSleniu ze zbioru standw diagnostycznych.:
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Sytuacja powstala w grze teraz bedzie okreSlona
wierzcholkiem A%. W sytuacji 43 strona 4 gry
dokonuje wyboru strategii chodowych przypo-
rzadkowanych tej sytuacji.

Na ryc. 45 pokazano, Ze optymalna strategia
chodowa dla strony A jest w tym przypadku stra-
tegia y,. Zgodnie z t3 rycing odpowiedzia obiektu B
na strategi¢ y, moze by¢ tylko strategia chodowa z;
lub z,. Strategia chodowa z; wskazuje na stan dia-
gnostyczny c¢;, a wiec na uszkodzenie elementu x;
obiektu B, natomiast strategia chodowa z, na stan
diagnostyczny c,, a wiec na uszkodzenie elementu
%, tego obiektu. Zastosowanie przez. stron¢ A w sy-
tuacji okreé]onej wierzcholkiem A% strategii cho-
dowej innej-niz y,, np. y; ludb y, moie nie dopro-
wadzi¢ do zlokalizowania uszkodzenia, a w naj-
lepszym przypadku lokalizuje uszkodzenie po wigk-
szej liczbie posunieé¢ w grze. W podobny do powyz-
szego sposOb mozna by przeanalizowaC wszystkie
pozostale S$ciezki dendrytu przedstawionego na
ryc. 45.

Po zbudowaniu dendrytu gry diagnostycznej, opisu-
jacej konkretny proces diagnozy, dendryt taki podlega
jednostronnej optymalizacji na korzySs¢ automatu
diagnostycznego bedacego jedna ze stron gry. Jedno-
stronnie zoptymalizowany dendryt gry diagno-
stycznej jest graficzng postacia algorytmu opty-
malnego postgpowania automatu w procesie dia-
gnostycznym dotyczacym danego obiektu diagnozo-
wanego. Oczywiste jest, Ze jednostronnie zopty-
malizow nym dendrytem gry diagnostycznej mozZna
si¢ poslzy¢ rowniez przy lokalizacji zrodia nie-
sprawno$ci w badanym obiekcie, nie korzystajacc
Z pomocy automatu rozgrywajacego.

Dla przykladu na ryc. 46 zostal przedstawiony
jednostronnie zoptymahzowany dendryt gry diagno-
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stycznej, powstaly w wyniku jednostronnej opty-
malizacji dendrytu z ryc. 45.

W ogéinym przypadku gra wxelochodowa opisu-
jaca proces diagnostyczny- jest gra parametryczng.

R S X 1
® @
el ca)

[ 1]
brak = |
uszkodzenia

T y,__ o ffead

I{Co} -

(BO

|test .
)’9 kontrolny. -

Ryc 46

Wymka to z tego Ze oblekt dlagnozowany naj-
czeSciej dzieli si¢ na pewne CZQSCI sktadowe, z kto-
rych kazda charakteryzuje si¢ swoista strukturg
i spelnia inng funkc_}g w’ obiekcie (systemie). Dla
kazdej z takich czeéci sktadowych obiektu diagno-
zowanego nalezy okreSlic dendryt gry diagno-
stycznej, a na_stgpnie go zoptymalizowaé. Uzyskamy
w ten sposob jednostronnie zoptymalizowany den-
dryt gry diagnostycznej skladajacy si¢ z calej rodziny
dendrytéw skladowych, z ktdérych kazdy dotyczy
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procesu diagnostycznego innej czesci skladowej da-
nego obiektu. Z kolei kazdemu pojedynczemu den-
drytowi przyporzadkowuje si¢ oddzielny parametr p;
wyrézniajgcy  go w rodzinie dendrytow. -

Nastepnie, w celu uzyskania najbardmej Zmini-
malizowanej struktury dendrytu opisujacego pro-
ces diagnostyczny dla calego obiektu diagnozo-
wanego, dendryty skladowe odpowiednio naklada
si¢ na na siebie (por. rozdziat 3, podrozdzial ,,Gry
wielochodowe parametryczne”). Wynikiem konco-
wym takiej operacji jest zminimalizowany dendryt
gry diagnostycznej o jednym wierzchotku poczatko-
wym, ktéry w zaleznoSci od parametru p; repre-
zentuje ten lub inny dendryt skladowy. Zminima-
lizowany dendryt gry diagnostycznej, jest grafem
automatu rozgrywajacego (diagnostycznego) i umoz-
liwia przeprowadzenie syntezy tego automatu. Auto-
matem diagnostycznym moze by¢ réwniez komputer
majacy program diagnostyczny opracowany na pod-
stawie zmmlmahzowanego dendrytu gry diagno-
: stycznej | . : :



9

Automatyzacja procesow decyzyjnych
w ujeciu gry wielochodowej

.y ¥

Wobec obserwowanego od kilku lat ciaglego
1 burzliwego rozwoju techniki obliczeniowej, szcze-
golnej wagi nabiera problem wykorzystania syste-
méw cyfrowych w procesach kierowania. Dotyczy
to zarowno problemu kierowania -dzialalnescia po-
jedynczego przedsigbiorstwa przemyslowego, jak tez
kierowania zlozonym ukladem ekonomicznym, takim
jak kombinat, galaz przemystu, gospodarka naro-
dowa itp. W ogdélnym przypadku proces kierowania
ukladem ekonomicznym jest procesem wieloetapo-
wym, co wynika z charakteru funkcjonowania ukladu
eckonomicznego jako ukladu z zachowaniem celowymn.
Kierowanie wieloetapowym procesem funkcjonowa-
nia danego ukladu uwarunkowane jest koniecznoScig
wypracowywania zardwno decyzji etapowych, jak
1 tzw. makrodecyzji, obeymujacych kilka etapow
wraz z kontrola realizacji tych decyzji. Z kolei infor-
macja o przebiegu realizacji decyzji przez przedmiot
kierowania wskazuje na. konieczno$¢ modyfikowa-
nia realizowanych juz decyzji przez nakladanie na
nie tzw. mikrodecyzji. Kierowanie jest wiec ztozonym
wieloetapowym procesem decyzyjnym o charakterze
dynamicznym. Jako$¢ tego kierowania zalezy od
stopnia optymalnosci podejmowanych decyzji. Przy
uwzglednieniu réznorodnych czynnikéw rzutuja-
cych na funkcjonowanie ukladu ekonomicznego,
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wybor jakiejkolwiek optymalnej decyzji do kiero-
wania takim ukladem moze by¢ przeprowadzony
tylko przy pomocy systemu cyfrowego (komputera).
Jednak nawet najbardziej nowoczesny pod wzgle-
dem technicznym system cyfrowy bedzie bezuzy-
teczny w procesie wypracowywania optymalnych
decyzji, jezeli nie okre$li sie algorytmu jego dziala-
nia w procesie kierowania danym ukladem ekono-
micznym. Stad tez wynika konieczno$¢ okreslenia
takiego modelu systemu przetwarzajacego informacje
w wieloetapowym procesie decyzyjnym, ktory be-
dac algorytmem dzialania systemu cyfrowego —
traktowanego pierwotnie jako zbidér urzadzen cyfro-
wych — rzutowalby jednoczesnie na architekture
systemu cyfrowego.

Zagadnienie to, dotychczas nie rozpracowane,
wysuwa si¢ na pierwszy plan w problematyce zwig-
zanej z kierowaniem gospodarka narodowa. Uza-
sadnione sa wiec prace dazace do jego rozwigzania.

Jedna z mozliwych do przyjecia koncepcji roz-
wiazania tego problemu opiera si¢ na syntezie gry
wielochodowej opisujacej proces decyzyjny.

W celu uogélnienia problemu kierowania ukladem
z zachowaniem celowym przy pomocy systemu
cyfrowego, zalézmy, ze proces kierowania dotyczy
pewnego ukladu. abstrakcyjnego Q, ktdrego szcze-
g6lnym przypadkiem jest uklad ekonomiczny.
Uklad Q jest zbiorem pewnych obiektow bgdacych
sktadnikami ukladu.

Zbiér ten ma postac

Q = {XIJ Xz, “sey Xi sesy Xm} (9.1)

gdzie X; — i-ty obiekt ukladu Q.

dy uklad Q jest ukladem ekonomicznym, wow-
czas obiektami X, e Q sa zaklady wytworcze badz
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tez jednostki spelniajace role pomocnicza, jednakze
niezbedna dla nalezytego funkcjonowania ukladu.
Kazdy z obiektow X;e€ Q stanowi zrédio przypo-
rzagdkowanej mu informacji i jest odbiornikiem de-
cyzji wypracowanej przez system cyfrowy.

Uklad @ zgodnie ze swym przeznaczeniem re-
alizuje pewne przedsiewziecie wedlug okreSlonego
z gory kryterium efektywnosci. Aktualny stan uktadu
okreélaja parametry, przynalezne do pewnych dzie-
dzin rzutujacych na funkcjonowanie ukladu. Kazda
dziedzina z osobna okreS§la pewna klase przedsie-
wzig¢ lub klase srodkow potrzebnych do funkcjo-
nowania ukladu lub tez klas¢ innych czynnikéw
- majacych wplyw na funkcjonowanie ukladu. Dla
~ uktadu ekonomlcznego dz:xedzmq moze byé pro-
dukcja, transport, zaopatrzenie itp.

Dziedziny tworza zbior

r={4, 5 ¢C,. } ©.2)

Informacje o stanie ukladu Q w poszczegolnych
dziedzinach wchodzacych w sktad zbioru I' jedno-
znacznie okre$la  kompletny stan ukladu Q.

Poniewaz zgodnie z wyrazeniem (9.1) uklad. QO
jest zbiorem obiektéw, kazdy obiekt X; posiada
przyporzadkowany mu zbiér dziedzin, w zakresie
ktdrych funkcjonuje. Zbidr ten ma postacé

I, = {4, B, Ci, ... M;, N} ~ (9.3)

przy czym elementy tego zbioru jako dziedziny
wchodza w zakres odpowiednich dziedzin zbioru T
Stad tez dowolna dziedzina zbioru I' jest jedno-
czeSnie sama zbiorem dziedzin przyporzadkowanych
poszczegdlnym obiektom X; e Q. Na przyklad dzie-

dzina A4 zbioru I" okresla zbi(')r 0 postaci
= {d1, Azy o, Ay oy Ay} (9.4)
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Z kolei kazda dziedzina A4 € A jest zbiorem moz-

liwych stanéw danego obiektu X; w dziedzinie /L.

Informacja o stanie danego obiektu X; we wszyst-
kich przyporzadkowanych mu dziedzinach bedacych
elementami zbioru I'; jednoznacznie okresla kom-
pletny stan obiektu X; w danej dyskretnej chwili.
Natomiast informacja o stanie wszystkich jednostek
X; (dlai=1, 2 .., m) w jedne 1 tej samej dzie-
dzinie, np. 4, jednoznacznie okre§la stan ukladu Q
w tej dziedzinie.

Stan ten zadany jest wektorem o postaci

a = [al,jls az.jz, seey ai,jls veey am,jm] (9'5)

gdzie a;;,; — aktualny stan obiektu X, w dziedzi-
nie 2 i .
Znajac réwniez aktualny stan ukladu Q w pozo-
stalych dziedzinach zbioru moZna okre§li¢ kom-
pletny stan uktadu Q. Stan ten zadany jest wektorem

z=la, b, c, ..., pl (9,6)

Wspdtrzednymi tego wektora sg wektory o postaci
zadanej wyrazeniem (9.5).

Na podstawie informacji o aktualnym stanie
ukladu Q, system cyfrowy — kierujacy optymalnym

dzialaniem ukladu Q@ — powinien wypracowaé
odpowiednia decyzje. Decyzja ta ma posta¢ wektora
y = [ya: Yos Ves oo yp] (9'7)

Wspotrzedne wektora y sa decyzjami do sterowa-
nia ukladem Q w zakresie poszczegdlnych dziedzin.
Poniewaz uklad Q jest ukladem z zachowaniem
celowym 1 dziala w funkcji czasu, decyzja co do
kierowania ukladem Q nie moze by¢ wypracowana
bezposrednio tylko na podstawie informacji o aktu-
alnym stanie ukladu. Przy wypracowywaniu opty-
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malnej decyzji na podstawie informacji z = z(t))
charakteryzujacej stan ukladu Q w danej chwili ¢
musi by¢ uwzgledniona rowniez sekwencja stanow
ukladu i decyzji wypracowanych przez system cyf-
rowy w poprzednich dyskretnych chwilach

Lio1s Lj—2s oues B2, By

oczywisScie przy zaloZzeniu, Ze znany jest algorytm
reakcji systemu cyfrowego na stany ukladu Q w na-
stepnych chwilach

Lid1s Ljs2s oo

Whnioski wynikajace z przeprowadzonej powyzej
analizy rzutuja na zloZzono$¢ systemu przetwarza-
jacego, odwzorowujgcego sposob funkcjonowania
systemu cyfrowego w dyskretnym, wieloetapowym
procesie przetwarzania informacji i wypracowywa-
nia decyzji dla kierowania ukladem Q.

Z punktu widzenia obiegu informacji, przetwa-
rzania informacji i wypracowywania decyzji, system
przetwarzajacy informacje mozna traktowaé jako
przestrzen zbioréw, ktorej elementami sa zbiory
informacji, zbiory decyzji oraz zbidér algorytmow
odwzorowan migdzy zbiorami. Z tych tez wzgle-
dow wydaje si¢ celowe przyjecie dla tego systemu
graféw skierowanych jako jezyka strukturalnego,
poniewaz graf skierowany najlepiej uwidacznia
wlasciwosci funkcjonalne systemu przetwarzajacego
informacj¢, jak rowniez ulatwia jego synteze.

Podstawowe funkcje systemu cyfrowego, wypraco-
wujgcego optymalne decyzje w wieloetapowym pro-
cesie decyzyjnym, mozna wyjasni¢ na podstawie
schematu funkcjonalnego odpowiadajacego mu sy-
stemu przetwarzajacego informacje (ryc. 47). Zrdd-
tami informacji dla systemu cyfrowego sa obiekty X;
wchodzace w sklad danego ukladu Q@ bedacego
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przedmiotem kierowania. Informacja wchodzaca do
systemu cyfrowego charakteryzuje stan obiektow
X; € O w poszczegdlnych dziedzinach funkcjonowania
tych obiektow. Ze wzgledu na rodzaje decyzji wy-

XT X? l R . . Xn

— - T
[ Selekcja | synteza l 7 Analiza d o
: informacyi f naliza decyzji

odwzorowanie
informacyi
w decyzje

%
infermacja decyzja
C Synteza decyzji ) oplymalina
Synteza dendrytd gry
9 wiz.rt]
Automat roz9rywa jacy
Legenda

——e Kanat odwzorowania
=< Kjlkt kanatow odwzorowania
———= Przeptyw informacji

Rye. 47

stepujacych w procesie kierowania ukladem O,
informacja naptywajaca do systemu cyfrowego pod-
lega selekcji sprowadzajacej sie do podzialu tej
informacji na dwa typy, tj. J;, J;.

Na podstawie informacji typu J; wypracowana jest
decyzja co do kierowania ukladem Q bez uwzgled-
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nienia funkcji czasu. Natomiast informacja typu J,
rzutuje na wypracowanie decyzji do kierowania
ukladem Q z uzwzglednieniem funkcji czasu. Wy-
pracowana przez system cyfrowy decyzja y = f(J;),
tj. na podstawie informacji J;, podlega w systemie
analizie, ktérej wynikiem sa decyzje do kierowania
obiektami X, w zakresie poszczegolnych dziedzin.

Bardziej ztozonemu procesowi przetwarzania pod-
lega informacja typu J,, gdyZ na niej opiera si¢ caly
wieloetapowy proces decyzyjny. ZtozonoS¢ tego prze-
twarzania Jest uwarunkowana koniecznosciga prze-
prowadzenia w systemie cyfrowym zardwno syn-
tezy informacji kompletnej, jak rownieZ syntezy
decyzji (por. ryc. 47). |

Celem syntezy informacji jest okreslenie ogdlnego
stanu ukladu Q we wszystkich dziedzinach jego
funkcjonowania. Informacja charakteryzujaca ten
stan jest wektorem o postaci wyrazenia (9.6) i kom-
pletuje zbidr Z mozliwych stanéw ukladu Q. Zbior Z
jest okre$lony nastepujaca postacia

Z = {le <2, .',,, Zjy arey Zs} (98)

Jednoczesnie z synteza informacji nastgpuje syn-
teza decyzji. Polega ona na tym, ze te elementy
informacji typu J,, ktére sa wykorzystywane do
okreslenia ogdlnego stanu ukladu @, odwzorowy-
wane sg rowniez w odpowiadajace im decyzje. De-
cyzje te kompletuja odpowiednie zbiory decyzji,
a nastgpnie podlegaja procesowi syntezy na decyzje
etapowe. Decyzje etapowe sa okreSlone postacig
wyrazenia (9.7) i kompletowane w zbiorze

Y = {J1, V25 wees Vs eors Y} 9.9)

W zasadzie zaréwno zbidér Y, jak i zbiér Z kom-
pletowane sa w okresie wstgpnego uruchomienia
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systemu cyfrowego symulujacego mozliwe warianty
dzialania ukladu Q. Po tym wstepnym okresie
w zbiorze Y powinny si¢ znaleZé ,,prawie” wszystkie
mozliwe decyzje etapowe do kierowania ukladem O
na podstawie informacji o aktualnym stanie tego
ukiadu. | :

Jednoczesnie z procesem kompletowania zbioréw
Z 1 Y zostaja okreSlone relacje miedzy elementami
obydwoch zbiorow. Znajac zbiory Z i Y, relacje
migdzy elementami tych zbiorow oraz kryterium
efektywno$ci funkcjonowania ukladem @ mozna
okresli¢ model matematyczny kierowania uktadem Q.
Ze wzgledu na wieloetapowy proces decyzyjny,
warunkujacy funkcjonowanie ukladu Q, celowe sie
staje wyrazenie tego modelu postacia dwuosobowej
gry wielochodowe;.

Strong I tej gry jest uklad Q funkcjonujacy
w zbiorze przyporzadkowanych mu dziedzin, na-
tomiast strong II tej gry jest system cyfrowy wypra-
cowujacy optymalne decyzje etapowe.

Uklad @ jako jedna strona ze stron gry jest gene-
ratorem informacji dla systemu cyfrowego, na pod-
stawie ktdrej jest okreSlony kompletny stan uktadu Q.
Poniewaz dowolny, kompletny stan ukladu Q okres-
la si¢ jednoznacznie na podstawie informacji o stanie
ukladu w poszczegdlnych dziedzinach zawieraja-
cych rowniez elementy o charakterze losowym,
stron¢ [/ gry mozZna potraktowaé w pewnym sensie
jako natur¢. Z kolei, uwzgledniajac zdeterminowany
charakter dzialania systemu cyfrowego, strone IT
gry nalezy potraktowaé jako rozumnego gracza.
Warto$cig gry dla przyjgtego modelu jest pewien
wspolczynnik & okreSlajacy stopien optymalnosci
stanu vkladu Q. Biorac pod uwage wszystkie czyn-
niki losowe majace wplyw na dzialanie ukladu O,
mozna zalozy¢ najbardziej niekorzystny wariant

16 Teoria gier w cybernetyce 241



tego dziatania, a mianowicie, ze uklad @, jako strona-
gry, dazy do,minimalizacji warto$ci wspédlczynnika. k:.
W .dwietle takiego zatoZenia, uwarunkowanego anta-.
gonistycznym. charakterem gry, system_cyfrowy jako
strona II gry .bedzie . dazyt do maksymahzowama;
wartosci wspolczynnika k.

‘W..grze wielochodowej kazda ze stron gry dyspo-
nuje zblorem przyporzadkowanych jej strategii cho-
dowych. Dla strony I gry zbiorem strategii chodo-
wych jest zbior Z, ‘ktéry z punktu widzenia teorii
gier mozna nazwac zbiorem pseudodecyzji ukladu -Q.
Natomiast dla strony I7 gry zbiorem strategii cho-
dewych jest zbidr Y, zawierajacy mozliwe decyzje
etapowe do kierowania ukladem Q. Graficzng po-
stacia gry wielochodowe] jest dendryt gry, ktdry
w rozpatrywanym przypadku jest jednocze$nie
graficznym obrazem wieloetapowego procesu de-
cyzyjnego. Otrzymanie dendrytu gry zwiazane jest
Z konieczno$cia zastosowania i realizacji algorytmu
syntezy dendrytu na podstawie danych o zbiorach
Z 1 Y, znajomosci relacji miedzy elementami tych
zbioré6w oraz zadanego kryterium efektywnosci.
Na ryc. 47, przedstawiajacej m.in. uproszczony graf
matematycznego modelu wypracowania optymalnych
decyzji etapowych, dendryt gry wielochodowej jest
opisany funkcja W(Z, Y, t). Dendryt ¥(Z, Y, t)
nie jest jeszcze algorytmem wypracowania przez
system cyfrowy optymalnych decyzji etapowych. do
~kierowania ukladem Q. Dlatego tez, aby uzyskaé
mozliwos$¢ wypracowania tych decyzji przez system
cyfrowy, nalezy przeprowadzi¢ jednostronng opty-
malizacje dendrytu gry. Jednostronna optymali-
zacje dendrytu gry przeprowadza sie¢ na korzys$é
jednej ze stron gry, a w interesujacym nas przypadku
na korzy$¢ strony II gry, tj. systemu cyfrowego..

Jak wiadomo, cechg charakterystyczng jedno-
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strotini€ = zoptymalizowanego dendrytu  jest - to, " Ze
przedstawia on-taki rodzaj gry, w ktorej jeden z gra—
CZy-fma z gory narzucone optymalne strateg1e SWEEO
postepowania. Stad tez, -przy realizacji gry-wedlug
jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu, system
cyfrowy jako II strona gry nie dokonuje w dowolngj
sytuacji wyboru strategii chodowej w zbiorze moz-
Hiwych strategii chodowych przyporzadkowanych tej
sytuacji, gdyz dysponu]e ‘tylko jedna, optymalng -dla
tej: sytuaciji stratcglq chodowa. PrzZeksztalcenie den-
dryta W(Z, Y, ) ‘nd dendryt _]ednostronme Zopty-
mahzowany, opisany - funkcja - O(Z, Y, 1), reahzme
sig - wedtug  Scisle - okteslonego algorytmu. “Celem
otizymania jak najbardaq zwiezlego ‘modélu ‘mate-
matycznego wypracowania optymalnych detyzji
etapowych, jednostronnie zoptymalizowany dendryt
gry podlega minimalizacji.

Mmlmahzaqa ta sprowadza SIQ do zmmejszema
rozmiaréw dendrytu przez wzajemne pokrycie sig¢
izomorficznych wzgledem siebie czgsci skiadowych
jednostronnie zoptymalizowanego dendrytu gry.
Zminimalizowany dendryt gry, oznaczony na ryc. 47
funkcja F(Z, Y, t), opisuje jednoznacznie strukture
automatu rozgrywajacego, ktéry wypracowuje opty-
malng decyzje dla sterowania ukladem @ na pod-
stawie aktualnej informacji o stanie ukladu w danej
chwili . Tego typu automat moze zosta¢ zmodelo-
wany za pomoca programu na maszynie cyfrowej
o strukturze uniwersalnej lub tez moze wystapi¢
w systemie cyfrowym jako maszyna cyfrowa wy-
specjalizowana.

Wypracowana przez automat rozgrywajacy F(Z,
Y, t) optymalna decyzja etapowa do kierowania
uktadem Q@ podlega analizie, ktérej wynikiem sa
optymalne decyzje etapowe dla poszczegdinych
obiektdw X, e€ Q. Scharakteryzowany wyze] model
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abstrakcyjny systemu przetwarzajgcego informacije
jest pewna wizja wlasciwego wykorzystania maszyn
cyfrowych w zlozonych, wieloetapowych procesach
kierowania. Model ten jednoznacznie okreéla funk-
cjonowanie systemu cyfrowego w wieloetapowym
procesie decyzyjnym, jak réwniez rzutuje na archi-
tektur¢ tegoz systemu. Dokladne okreilenie konfi-
guracji elementéw systemu cyfrowego zalezy od
znajomosci struktury ukladu Q oraz od przypo-
~ rzadkowania elementom abstrakcyjnym, wystepu-
jacym w przedstawionym systemie przetwarzajacym,
odpowiednich wielkosci rzeczywistych.

Nalezy sadzi¢, ze w perspektywie rozwoju cyber-
netyki tego typu systemy beda odgrywac role domi-
nujaca. :



Zakonczenie

Niniejsza ksigzka nie obejmuje wszystkich
problemdéw z zakresu cybernetyki, dajacych sie
opisa¢ modelem matematycznym dwuosobowej gry
wielochodowej. Przydatno$¢ aparatu formalnego gier
wielochodowych do opisu tych problemow zostala
zilustrowana tylko na trzech przyktadach, majacych
niewatpliwie duZe znaczenie praktyczne.

Mianowicie, w aspekcie dwuosobowej gry wielo-
chodowej rozpatrzono problem samosterowalnoSci
- obiektu w przestrzeni, problem diagnostyki systemu
oraz zagadnienie wypracowania optymalnych de-
cyzji przez system cyfrowy kierujacy ukladem z za-
chowaniem celowym.

Dwa ostatnie problemy w zasadzie zostaly tylko
zasygnalizowane, z jednej strony ze wzglgdu na
ograniczong objetos¢ ksigzki, a z drugiej w celu
uniknigcia nadmiernego przeladowania matema-
tyka jej tresci. Z wielu przemilczanych w ksiazce
problemoéw, dajacych si¢ sprowadzi¢c do postact
formalnej gry wielochodowej, na szczegdlng uwage
zashluguje modelowanie proceséw §ledczych w sado-
wnictwie oraz budowa modeli cybernetycznych
wchodzacych w zakres ekologii- i bioniki. Naj-
bardziej jednak uzyteczne i najogolniejsze zastoso-

245



.. wanie aparatt formalrego gier wielochodowych
wigze sie z orisem wieloetapowych proceséw de-
cyzyjnych, zachodzacych w systemach z zachowa-
niem celowym. Wykorzystanie aparatu formalnego
gier wielochodowych do opisu proceséw decyzyj-
nych wystgpujacych w procesie kierowania zlozo-
nymi ukladami ekonomicznymi, a  hawet* pewnymi
galeziami gospodarki narodowej, podwyZszy w du-
zym stopniu optymalnoéé podejmowanych decyzji.
Oczywidcie kierowanie takie laczy si¢ z wykorzy-
staniem komputeréw.

Aby jednak najracjonalniej wykorzystaé kompu-
tery=w .systemie automatycznego Kierowania lub za-
rzadzania, . nalezy'-zna¢- algorytm dziatania . tego
‘systemu.:: Algorytm - taki. mozna opracowaé korzy-
stajac -z aparatu- formalnego . gier wielochodowych
(por.tozdziat 9). Stad jak najbardziej jest uzasadriona
kontynuacja.- badan naukowych w ‘kierunku prak-
tycznego wykorzystania--aparatu- formalnego. gier
wielochoedowych ".-do . -opisit “wieloetapowych  proce-
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Nakladem Wydawnictwa Wiedza Powszechna
ukazaly sie

MALY SLOWNIK CYBERNETYCZNY
PRACA ZBIOROWA POD RED. M. KEMPISTY

Pierwszy polski stownik podstawowych poj¢é 1 terminow
z zakresu cybernetyki i nauk pokrewnych, np. matematyki,
logiki, psychologii itp. Slownik zawiera takze dane biograficzne
dotyczgce wybitnych badaczy polskich i zagranicznych. Liczne
ilustracje ulatwiaja zrozumienie poje¢ cybernetycznych. Stownik
moze by¢ przydatny zardwno dla specjalistow, jak i dla wszy-
stkich interesujacych sie cybernetyka.

CO TO JEST CYBERNETYKA
GEORG KLAUS, HEINZ LIEBSCHER

~Cybernetyka zdobyla w $wiecie ustalona pozycje, jej zna-
czenie stale rosnie, 2 mimo to znajduje si¢ w poczatkowym
okresie swego rozwoju.

W ksigzce autorzy — Georg Klaus, wybitny filozof i cyber-
netyk niemiecki i jego bliski wspolpracownik Heinz Liebscher,
starali sie zapoznaé czytelnika z podstawowymi pojeciami
cybernetyki ukazujac jej metody badawcze i obiekty, na kto-
rych cybernetycy przeprowadzaja doswiadczenia. Duie partie
materiatu poswiecone sa zagadnieniom modelowania cyber-
netycznego, uczenia sie, automatyzacji i planowania.

Autorzy nie poprzestali tylko na rozwazaniach teoretycz-
nych, ale przedstawili tez mozliwosci praktycznego zastoso-
wania niektorych osiggnigé cybernetyki — przede wszystkim
w zakresie planowania gospodarczego.
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A.S. Kompaniejec Prawa fizyki statycznej

C. Podgdrski Lenino

T. Kielanowski RozmyS$lania o przemijaniu

H. Chotaj Budowa socjalizmu na wsi a polityka
rolna -

E. Ciupak Katolicyzm ludowy w Polsce

L. Stolarczyk, U. Stolarczyk Wolne rodniki

J. Gorynski Mieszkanie wcezoraj, dzi§ i jutro

Z.. Wieczorek Neopsychoanaliza i marksizm

W. Sedlak U Z2r6det nowej nauki. Paleobiochemia
M. Czerwinski Magia, mit i fikcja

K. Kuratowski Podot wieku matematyki polskie]
1920—1970 :

J. Tazbir Rzeczpospolita szlachecka wobec wiel-
kich odkryé

A. Urbanek Rewolucja naukowa w biologii

B. Suchodolski Komisja Edukacji Narodowej.
Wyd. II

W przygotowaniu:

W. W. Sawyer W poszukiwaniu modelu matematycz-
nego

A. Wyczanski Polska w Europie XVI stulecia

E. Leach Lévi-Strauss




